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ВВЕДЕНИЕ

Для описания поведения систем, особенно сложных, состоящих
из большого числа элементов и характеризующихся интенсивными
материальными и информационными потоками,  используется  до-
статочно  специфический  математический  аппарат.  Без  овладения
им эффективное  моделирование  и  конструирование  технических,
экономических и даже социальных объектов и систем невозможны.

Дисциплина «Математические основы теории управления» ста-
вит  своей  целью  формирование  профессиональной  компетенции
ОПК-1 будущего бакалавра по направлению подготовки 15.03.04 —
Автоматизация технологических процессов и производств. 

Код Формулировка

ОПК-1 способностью  использовать  основные  закономерности,
действующие в  процессе  изготовления  продукции требу-
емого  качества,  заданного  количества  при  наименьших
затратах общественного труда

Главной задачей дисциплины является приобретение практиче-
ских  навыков  использования  математического  аппарата  теории
автоматического управления при анализе и синтезе систем автома-
тического управления.

В результате освоения дисциплины студент должен:

 знать  основные  закономерности,  действующие  в  процессе
изготовления  продукции  требуемого  качества,  заданного  количе-
ства при наименьших затратах общественного труда;

 уметь использовать  основные закономерности функциони-
рования систем автоматического управления;

 владеть  практическими  навыками  математического  описа-
ния систем управления.

Методические указания предназначены для проведения практи-
ческих  занятий  по  дисциплине  «Математические  основы  теории
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управления»  с  учетом  требований  ФГОС  ВО  для  направления
подготовки 15.03.04 — Автоматизация технологических процессов
и производств. Они способствуют лучшему усвоению студентами
теоретических положений и обеспечивают приобретение практиче-
ских навыков математического описания систем управления. 

К практическим занятиям студент должен подготовиться само-
стоятельно: изучить соответствующие разделы курса и выполнить
предварительные расчеты.

Проверка подготовленности студента к очередному практиче-
скому занятию осуществляется преподавателем в индивидуальной
беседе. Если студент не знает содержания предстоящему практиче-
скому занятию, то он может быть не допущен к его проведению.



 Im(z)
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1. ОСНОВЫ ОПЕРАЦИОННОГО ИСЧИСЛЕНИЯ

Практическое  занятие  №1.  Прямое  и  обратное
преобразование Лапласа

Цель занятия: приобретение практических навыков использо-
вания преобразования Лапласа для математического описания ди-
намических систем.

Актуальность  темы  занятия: преобразование  Лапласа  —
основной математический аппарат анализа и синтеза систем авто-
матического управления, владение которым необходимо специали-
сту в области автоматизации.

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

1.1. Элементы теории функции комплексного переменного

Комплексное  число  — упорядоченная  пара  действительных

чисел  < (  Re(z) — вещественная  часть  z,    Im(z) —
мнимая часть z, j — мнимая единица, определяемая из соотношения

j2 = —1). Упорядоченность определяется тем, что  <  <.
Алгебраическая форма представления z следующая:

z=α+ j⋅ω .
Два  комплексных  числа z1 и  z2,  для  которых  выполняются

условия 1 =  2 и  1 =  2, считаются равными. Два комплексных

числа  z и  z̄ ,  различающиеся  только  знаком  мнимой  части,

считаются сопряженными (причем z z̄  = 2 + 2).

На  комплексной  плоскости  с  осями  координат  Re(z) и  Im(z)

комплексное число z изображается точкой (, ), которой ставится
в соответствие радиус-вектор r.
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В тригонометрической форме z представляется как

z=r⋅[cos(ϕ )+ j⋅sin( ϕ )] ,

где  r=|z|=√ z⋅̄z  — модуль комплексного числа,   = arg(z)

— его аргумент, определяемый с точностью до значения 2k (k =
0, 1, 2,..). Главное значение аргумента обозначается Arg(z) и выби-

рается из условия —  Arg(z)  .

Так как cos() + jsin() = ej, то можно получить показатель-
ную форму представления z или формулу Эйлера:

z=r⋅e j⋅ϕ
.

Комплексные числа обрабатываются по следующим правилам.
1.  Сложение  и  вычитание выполняются  в  алгебраической

форме. Комплексные числа рассматриваются как двучлены.

z=z1±z2=(α1+ j⋅ω1 )±( α2+ j⋅ω2)=

¿(α 1±α2 )+ j⋅(ω1±ω2 ).

2. Умножение в алгебраической форме выполняется по схеме:

z=z1⋅z2=( α1+ j⋅ω1)⋅(α 2+ j⋅ω2 )=

¿(α 1⋅α2−ω1⋅ω2 )+ j⋅(α1⋅ω2+α 2⋅ω1 ).
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В  показательной  и  тригонометрической  формах  выполнение
операции упрощается.

z=r1⋅r2⋅e
j⋅(ϕ1+ϕ2) ,

z=r1⋅r2⋅[cos( ϕ1+ϕ2 )+ j⋅sin (ϕ1+ϕ2 )] .

3.  Деление в  алгебраической  форме  (если  |z2|  0)  требует
умножения числителя и знаменателя полученной дроби на выраже-
ние, сопряженное знаменателю.

z=
z1

z2

=
α1+ j⋅ω1

α2+ j⋅ω2

⋅
α 2− j⋅ω2

α 2− j⋅ω2

=

¿
α1⋅α2+ω1⋅ω2

α2
2+ω2

2
+ j⋅

α2⋅ω1−α1⋅ω2

α2
2+ω2

2
.

В показательной и тригонометрической формах операция запи-
сывается более компактно:

z=
r1

r2

⋅e
j⋅(ϕ1−ϕ2) ,

z=
r1

r2

⋅[cos (ϕ1−ϕ2 )+ j⋅sin( ϕ1−ϕ2 )] .

4.  Возведение  в степень,  являющуюся натуральным числом,
обычно производится в тригонометрической форме по формуле Му-
авра с использованием правил умножения:

zn=rn⋅[cos(n⋅ϕ )+ j⋅sin(n⋅ϕ )] .

5.  Извлечение  корня проводится  в  тригонометрической
форме.
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n
√ z=

n
√r⋅[cos ( ϕ+2⋅k⋅π

n )+ j⋅sin (ϕ+2⋅k⋅π
n )]

,

где n — натуральное число, k = 0, 1, 2,..  n—1. Если z  0, то су-
ществует ровно n корней степени n из z.

Элементарные функции комплексного переменного делятся на
следующие группы.

1.  Степенные  функции.  Они  непрерывны  и  определены  на
всей комплексной плоскости.

zn=rn⋅[cos(n⋅ϕ )+ j⋅sin(n⋅ϕ )]=rn⋅en⋅ϕ ,

n
√ z=

n
√r⋅[cos (ϕ+2⋅k⋅π

n )+ j⋅sin (ϕ+2⋅k⋅π
n )] ,

n
√ z=

n
√r⋅e

ϕ+2⋅k⋅π
n , k=0,1,2 ,. .n−1 .

С помощью степенных функций строятся полиномы, опреде-
ленные на всей комплексной плоскости,

An ( z )=∑
i=0

n

ai⋅z
i

,

и дробно-рациональные функции — отношения полиномов, не
определенные в точках, которые являются нулями знаменателя,

R( z )=Bm( z ) /An( z ) ,

где полином Bm(z) степени m с коэффициентами bi.
2.  Показательная функция.  Она непрерывна,  определена на

всей комплексной плоскости и имеет мнимый период 2k (k = 0,
1,  2,..).
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ez=eα+ j⋅ω=eα⋅[cos (ω+2⋅k⋅π )+ j⋅sin(ω+2⋅k⋅π )]=

¿eα⋅e j⋅(ω+2⋅k⋅π )
=r⋅e j⋅(ϕ+2⋅k⋅π ) .

3. Логарифмическая функция. Она не определена при |z| = 0 и

имеет мнимый период  2k (k = 0, 1, 2,..).  Так как эта функция
обратна показательной, то

ln ( z )=ln (r )+ j⋅(ϕ+2⋅k⋅π ) .

Главное значение логарифма (при k = 0) равно

Ln( z )= ln(r )+ j⋅ϕ .

4. Гиперболические функции. Они непрерывны и определены
на всей комплексной плоскости:

ch( z )=
ez
+e−z

2
,

 
sh ( z )=

ez
−e− z

2
.

Функции  cth(z) и  th(z) не  определены в  точках комплексной
плоскости, которые являются нулями соответственно sh(z) и ch(z):

cth( z )=
e z
+e− z

ez−e−z
,

 
tg( z )=

ez
−e− z

ez+e− z
.

5.  Тригонометрические  функции.  Функции  cos(z) и  sin(z)
определены на всей комплексной плоскости. Так как по формуле
Эйлера

e j⋅z=cos (z )+ j⋅sin (z ) ,
e− j⋅z=cos( z )− j⋅sin( z ) ,
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то можно получить следующие зависимости:

cos (z )=
e j⋅z
+e− j⋅z

2
,

 
sin( z )=

e j⋅z
−e− j⋅z

2⋅j
.

Функции  ctg(z) и  tg(z) не  определены в  точках  комплексной
плоскости, которые являются нулями соответственно sin(z) и cos(z).

ctg( z )= j⋅
e j⋅z
+e− j⋅z

e j⋅z−e− j⋅z
,

 
tg ( z )=− j⋅

e j⋅z
−e− j⋅z

e j⋅z+e− j⋅z
.

1.1 Понятие о прямом и обратном преобразовании Лапласа

Преобразованием  Лапласа  функции  f(t) действительной  пе-
ременной  t (времени)  называется  функция  F(s) комплексной  пе-

ременной s =  + j, определяемая формулой:

F( s )=∫
−∞

∞

f ( t )⋅e−s⋅tdt
.

(1.1)

Такой интеграл называется интегралом Лапласа. Функция f(t)
называется оригиналом. Она обладает следующими свойствами:

1) кусочная непрерывность при t  0 (в этом диапазоне f(t) не-
прерывна  или  имеет  точки  разрыва  только  первого  рода,  число
которых в любом конечном интервале также конечно);

2) равенство нулю при t < 0;

3) ограниченность при t    (f(t) не должна возрастать быст-

рее некоторой показательной функции, т. е. |f(t)|  MeNt, где M и N
— положительные константы). 

Такими  свойствами  обладает  большинство  функций,  исполь-
зуемых при описании реальных процессов, в том числе ограничен-
ные (например, sin(t) или cos(t)), степенные (tk) и т. п.
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Функция F(s) называется изображением f(t) по Лапласу и обо-
значается как F(s) = L{f(t)}. Она обладает следующими свойствами:

1) если f(t) — оригинал, а интеграл Лапласа сходится абсолют-
но  для  всех  значений  переменной  s,  удовлетворяющих  условию

Re(s) >  ( — некоторое конечное действительное число), то  F(s)

является функцией,  аналитической [1] в полуплоскости  Re(s) >  
(т. е. дифференцируемой во всех точках этой полуплоскости);

2) если изображение  F(s) аналитично в бесконечно удаленной
точке, то оно обязательно имеет там нуль, т. е.

lim
s→∞

F (s )=0
. (1.2)

Пример:  найти изображение по Лапласу функции Хэвисайда
(единичной ступенчатой функции)

1( t )={0 , t<0

1 , t≥0

∫
0

∞

1( t )⋅e− s⋅t dt=−
1
s
⋅e−s⋅t|

∞

0
=

1
s

  

Обратное  преобразование  Лапласа  выполняется  по  формуле
обращения. Если f(t) является оригиналом, а  F(s) — ее изображе-
нием, то при любом значении  t, при котором функция  f(t) непре-
рывна, справедливо соотношение

f ( t )=
1

2⋅π⋅j
⋅ ∫
γ− j⋅∞

γ+ j⋅∞

F( s )⋅es⋅t ds
,

(1.24)

где интегрирование проводится по любой вертикали Re(s) = ,
лежащей в области абсолютной сходимости интеграла Лапласа от
f(t). Такую операцию обозначают L—1{F(s)} = f(t).

На практике обратное преобразование Лапласа применяют для
изображений, удовлетворяющим следующим требованиям:
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1) аналитичность на всей комплексной плоскости (в том числе
в бесконечно удаленных точках), за исключением конечного числа
особых точек;

2) равенство нулю в бесконечно удаленных точках

lim
s→∞

F (s )=0
. (1.25)

Обычно для поиска оригиналов используют стандартные таб-
лицы. Сложные функции приводятся к табличному виду.

В большинстве случаев для поиска изображений используются
стандартные таблицы. Преобразования Лапласа наиболее употреби-
тельных функций приведены в таблице 1
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Таблица 1 — Преобразование Лапласа наиболее употребитель-
ных функций

№ F(s) f(t)

1 1 δ ( t )={0 , t≠0

∞ , t=0

2
1
s

1( t )={0 , t<0

1 , t≥0

3
1

sn
t n−1

(n−1 )!

4
1

s−α eα⋅t

5
ω

s2+ω2 sin(ω⋅t )

6
s

s2+ω2 cos (ω⋅t )

7
ω

(s−α )2+ω2 eα⋅t
⋅sin(ω⋅t )

8
s

(s−α )2+ω2
1
ω
⋅eα⋅t⋅[α⋅sin(ω⋅t )+ω⋅cos(ω⋅t )]

9
s+δ

(s−α )2+ω2

A⋅eα⋅t⋅sin(ω⋅t+ψ ) ,

A=
1
ω
⋅√(α+δ )2+ω2 , ψ=arctg( ω

α+δ )
Примечание: ( и  — вещественная и мнимая части корней знаме-

нателя F(s),  — константа)
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1.3 Свойства преобразований Лапласа

Основные свойства преобразования Лапласа определяют следу-
ющие теоремы.

1.  Теорема  линейности. Если  функции  f(t) и  g(t) обладают
свойствами  оригинала,  то  для  любых  действительных  или
комплексных констант A и B справедливо соотношение

L {A⋅f ( t )+B⋅g ( t )}=A⋅F( s )+B⋅G(s ) , (1.3)

т. е. линейной комбинации оригиналов соответствует линейная
комбинация изображений.

Пример: найти изображение по Лапласу функции sin(t).

L {sin(ω⋅t )}=L {e
j⋅ω⋅t−e− j⋅ω⋅t

2⋅j }= 1
2⋅j
⋅[ 1

s− j⋅ω
−

1
s+ j⋅ω ]=

ω
s2+ω2

  

2.  Теорема подобия.  Если функция  f(t) обладает  свойствами

оригинала, то для любой действительной константы  > 0 справед-
ливо соотношение

L {f ( λ⋅t )}=
1
λ
⋅F ( sλ ) ,

(1.4)

т.  е.  умножению  аргумента  оригинала  на  положительную
константу соответствует деление аргумента изображения и самого
изображения на эту константу.

3. Теорема смещения (затухания). Если функция f(t) обладает
свойствами оригинала, то для любой действительной или комплекс-

ной константы  справедливо соотношение
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L {eα⋅t⋅f ( t )}=F( s−α ) , (1.5)

т. е. смещению аргумента изображения на значение — соот-

ветствует умножение оригинала на функцию et.

Пример: определить оригинал по изображению (использовать
таблицу 1).

s−α

(s−α )2+ω2
=L {eα⋅t⋅cos(ω⋅t )}

.

  

4.  Теорема  запаздывания.  Если  функция  f(t) обладает

свойствами оригинала, то для любой действительной константы  >
0 справедливо соотношение

L {f ( t−τ )}=e−s⋅τ
⋅F( s ) , (1.6)

т. е. смещению (запаздыванию) оригинала на значение — со-

ответствует умножение изображения на функцию e—s.

Связь функций f(t) и f(t—) показана на рисунке:

Теорему  удобно  применять  для  отыскания  изображения
функций, которые в различных интервалах значений аргумента за-
даются различными аналитическими выражениями.
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Пример:  найти  изображение  по  Лапласу  функции,  опреде-
ляющей периодический прямоугольный импульс (использовать таб-
лицу 1).

f ( t )=A⋅[1( t )−2( t−τ )+2( t−2⋅τ )−2( t−3⋅τ )+. .. ] .

По теореме запаздывания

L {f ( t )}=A⋅[ 1s−
2
s
⋅e− s⋅τ+

2
s
⋅e−2⋅s⋅τ−

2
s
⋅e−3⋅s⋅τ+.. .]=

¿
A
s
⋅[1−2⋅e−s⋅τ

⋅{1−e−s⋅τ
+e−2⋅s⋅τ

−. ..} ] .

Выражение  в  фигурных  скобках  —  бесконечная  убывающая

геометрическая прогрессия со знаменателем |—e—s| < 1 при  > 0
— может быть заменено формулой для суммы этой прогрессии
[3]. Тогда

L {f ( t )}=
A
s
⋅[1− 2⋅e−s⋅τ

1+e−s⋅τ ]= A
s
⋅

1−e−s⋅τ

1+e− s⋅τ
=

A
2
⋅th( s⋅τ2 ) .

  

5.  Теорема  опережения.  Если  функция  f(t) обладает

свойствами оригинала, то для любой действительной константы  >
0 справедливо соотношение
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L {f ( t+τ )}=es⋅τ
⋅[F ( s )−∫

0

τ

f ( t )⋅e−s⋅τ dt ]
,

(1.7)

т. е. смещению (опережению) аргумента оригинала на значение

 соответствует умножение изображения на функцию es.

6.  Теорема о дифференцировании по параметру.  Если при
любом значении параметра x оригиналу f(x, t) соответствует изоб-
ражение F(x, s), то справедливо соотношение

L {f x '( x , t )}=Fx ' ( x , s ) . (1.8)

Пример:  продифференцировать  оригинал  и  изображение  по

параметру  (использовать таблицу 1).

f ( t )=eα⋅t , F ( s )=
1

s−α

f α '( t )=t⋅eα⋅t , L {f α '( t )}=
1

(s−α )2
=Fα ' ( s )

f α  \( t \) =t rSup { size 8{2} }  cdot e rSup { size 8{α cdot t} } , {}  rSub {}  rSup {} L left lbrace f rSub { size 8{α} } ¿¿=
2

( s−α )3
=Fα  \( s \) } {

… … …

f α
(n)( t )=t n⋅eα⋅t , L {f α

(n )( t )}= n!

( s−α )n+1
=Fα

(n)( s )

  

7. Теорема о дифференцировании изображения. Если ориги-
нал  f(t) имеет  изображение  F(s),  то  дифференцирование  F(s)
сводится к умножению f(t) на —t:

F s '( s )=L {−t⋅f ( t ) } , (1.9)

F s  \( s \) =L left lbrace t rSup { size 8{2} }  cdot f \( t \)  right rbrace } { ¿
, (1.10)

… … …
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F s
(n)
( s )=L {(−1 )n⋅tn⋅f ( t ) } . (1.11)

Пример: продифференцировать изображение по параметру  s
(использовать таблицу 1). Учесть сокращение знаков «минус».

1
s
=L {1( t )} ,

1

s2
=L {t },

2

s3
=L {t2 } , 6

s4
=L {t3 } , .. .

,

.. .
n !

sn+1
=L {tn}

.

  

8. Теорема о дифференцировании оригинала. Если функция
f(t) непрерывна  при  любом  t >  0,  имеет  изображение  F(s),  и  ее
производные  до  порядка  n включительно  обладают  свойствами
оригинала, то

L {f t '( t )}=s⋅F (s )−f (0 ) , (1.12)

L¿¿ , (1.13)

… … …

L {f t
(n)
( t )}=sn⋅F ( s )−sn−1⋅f (0 )−.. .− f t

(n−1)
(0) . (1.14)

При нулевых начальных условиях дифференцирование ориги-
нала сводится к умножению его изображения на s.

Пример: продифференцировать оригинал по параметру  t (ис-
пользовать таблицу 1).

f ( t )=eα⋅t⋅sin(ω⋅t ) , L {f ( t )}=
ω

(s−α )2+ω2

g( t )=f t ' ( t )=α⋅eα⋅t
⋅sin(ω⋅t )+ω⋅eα⋅t

⋅cos (ω⋅t )
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L {g ( t )}=
α⋅ω

( s−α )2+ω2
+

ω⋅(s−α )

(s−α )2+ω2
=

ω⋅s
(s−α )2+ω2

L {g ( t )}=s⋅L { f ( t )}

  

Следствие 1. Если f(t) и ft(t) — оригиналы, а F(s) — функция,

аналитическая при s  , то справедливо условие:

lim
s→∞

{s⋅F ( s )}= f (0 )
. (1.15)

Пример: проверить предельное соотношение для изображения
(использовать таблицу 1).

L {cos(ω⋅t )}=
s

s2+ω2
,

lim
s→∞ {s⋅

s

s2+ω2 }=1=cos(0 )
.

  

Следствие 2. Если f(t) и ft(t) — оригиналы, и существует пре-

дел функции f(t) при t  , то справедливо условие:

lim
s→ 0

{s⋅F (s )}=lim
t→∞

f ( t )
. (1.16)

Пример:  проверить  предельное  соотношение  для  оригинала

при  < 0, (использовать таблицу 1).

L {eα⋅t }= 1
s−α ,
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lim
s→ 0
{s⋅ 1

s−α }=0=lim
t→∞

{eα⋅t }
.

  

9. Теорема об интегрировании изображения. Если сходится

интеграл 
∫
s

∞

F (ξ )dξ
, и если f(t) / t — оригинал, то

∫
s

∞

F (ξ )dξ=L{ f ( t )t }
,

(1.17)

т. е. интегрирование изображения в пределах [s,  ) сводится к
делению его оригинала на t.

10. Теорема об интегрировании оригинала. Если  F(s) является
изображением f(f) по Лапласу, то

L{∫
0

t

f (ξ )dξ}= F (s )
s

,
(1.18)

т. е. интегрирование оригинала сводится к  делению его изоб-
ражения на s.

11. Теорема об умножении изображений. Пусть функции f(t)

и g(t) определены при всех значениях t  (—, +) и имеют изоб-
ражения F(s) и G(s). Тогда справедливо соотношение:

F( s )⋅G( s)=L{∫
0

t

f (ξ )⋅g( t−ξ )dξ }=L {( f∗g )( t )}
.

(1.19)

Операция fg называется сверткой функций f и g. Таким обра-
зом, умножению изображений соответствует свертка оригиналов.

Основные свойства свертки следующие.
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1) Если f(t) и g(t) обладают свойствами оригинала, то их сверт-
ка также является оригиналом.

2) Если f(t) и g(t) обладают свойствами оригинала, то их сверт-
ка всегда выполнима, причем

( f∗g)( t )=∫
0

t

f ( ξ )⋅g( t−ξ )dξ=∫
−∞

+∞

f (ξ )⋅g ( t−ξ )dξ
.

(1.20)

3) Операция свертки коммутативна, т. е. ее результат не зави-
сит от порядка, в котором берутся функции f и g.

( f∗g)( t )=( g∗f )( t ) . (1.21)

Если функция gt(t) также является оригиналом, то имеет место
симметричное соответствие:

s⋅F (s )⋅G( s )=L {f ( t )⋅g(0 )+( f∗gt ' )( t )}=
¿ L {f ( 0)⋅g( t )+( f t '∗g)( t )} .

(1.22)

Это выражение называется интегралом Дюамеля.
11. Теорема об умножении оригиналов. Если оригиналы f(t) и

g(t) имеют изображения F(s) и G(s), то умножению f(t) и g(t) соот-
ветствует свертка F(s) и G(s):

L {f ( t )⋅g( t ) }=
1

2⋅π⋅j
⋅ ∫
γ− j⋅∞

γ+ j⋅∞

F( ξ )⋅G(s−ξ )dξ
,

(1.23)

где путем интегрирования служит вертикаль  Re() =  . Значе-

ние   выбирается так,  чтобы при  Re()  >   функции  F() и  G()
были аналитичны.

2. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ
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В  практических  задачах  изображения  часто  представляются
дробно-рациональными  выражениями.  В  этом  случае  они  рас-
кладываются на элементарные дроби, для каждой из которых на-
ходится оригинал. 

Любое отношение  Pm(x) / Qn(x) полинома  Pm(x) степени  m и
полинома Qn(x) степени n > m без общих корней может быть пред-
ставлено в виде суммы  n элементарных дробей, соответствующих
корням xi (кратности si) Qn(x)

Pm( x )

Qn ( x )
=∑

i=1

n

∑
j=1

si B ij

( x−x i)
j

.

Полином степени n имеет n корней, среди которых могут быть
как действительные, так и комплексные, образующие сопряженные
пары.  Элементарные  дроби,  соответствующие  паре  комплексно-

сопряженных корней  + j и  — j кратности si, обычно соеди-
няются

C i1⋅x+Di1

[( x−α i )
2+ωi

2]
+

Ci 2⋅x+Di2

[( x−α i )
2
+ωi

2]
2
+. ..+

Cis i
⋅x+Disi

[(x−αi )
2
+ωi

2 ]
s
i

.

Значения  Bij обычно определяются  методом неопределенных
коэффициентов. Обе части разложения умножаются на  Qn(x), по-
сле чего приравниваются коэффициенты при равных степенях  x в
обеих частях  полученного равенства,  и  решается  полученная  си-
стема линейных уравнений.

Пример:  Знаменатель  имеет  один  действительный  корень
кратности 2 и пару комплексно-сопряженных корней.
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x2+2⋅x+3

( x−1)2⋅( x2+x+1)
=

B11

x−1
+

B12

(x−1)2
+

C11⋅x+D11

(x+1/2 )
2
+ (√3 /2 )

2
=

¿
B11

x−1
+

B12

( x−1)2
+
C11⋅x+D11

x2
+x+1

После умножения обеих частей на  (x — 1)2(x2 +  x + 1) полу-
чается равенство

x2+2⋅x+3=(B11+C11)⋅x
3+(B12−2⋅C11+D11 )⋅x

2+

(B12+C11−2⋅D11 )⋅x+(−B11+B12+D11 )

Формируется система уравнений

{
B11+C11=0

B12−2⋅C11+D11=1

B12+C11−2⋅D11=2
−B11+B12+D11=3

Значения коэффициентов: B11 = —2/3, B12 = 2, C11 = 2/3, D11 =
1/3.

  

Для простых (некратных) корней xi коэффициенты Bi1 могут на-
ходиться по формуле:

B i1=
Pm(x i )

Qn ' ( x i) .

Примечание:  любая  дробно-рациональная  функция  может
быть представлена в виде многочлена и суммы элементарных дро-

бей.  Неправильная  функция  (n  m)  должна  быть  приведена  к
каноническому виду по обычным правилам.
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Если все корни знаменателя простые, то оригинал определяется
по формуле

L−1 {F( s )}=L−1{
Bm( s )

An (s ) }=∑i=1

n Bm(si)

An ' ( si )
⋅e

si⋅t

,

(
1.26)

где m и n — степени соответственно числителя и знаменателя
дробно-рационального выражения; si —корни знаменателя.

Пример: найти оригинал по изображению (использован приве-
денный выше пример). 

F( s )=
s2+2⋅s+3

(s−1)2⋅( s2+s+1)
=

¿−
2
3⋅( s−1)

+
2

(s−1 )2
+

2⋅s+1

3⋅[ (s+1/2 )
2
+(√3/2 )

2 ]

Используются таблицы преобразований и теорема 1.

L−1{− 2
3⋅(s−1 )}=−

2
3
⋅L−1{ 1

s−1 }=−
2
3
⋅e t

Используются таблицы преобразований, теоремы 1 и 3.

L−1{ 2

( s−1)2 }=2⋅L−1{ 1

( s−1)2 }=2⋅t⋅e t

Используются таблицы преобразований и теорема 1.
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L−1{
2⋅s+1

3⋅[ ( s+1/2 )
2
+(√3 /2 )

2] }=
2
3
⋅L−1{

s+1/2

3⋅[ ( s+1/2 )
2
+ (√3 /2 )

2] }=

¿
2
3
⋅A⋅e

−
1
2
⋅t

⋅sin(√3
2
⋅t+arctg(ψ ))=¿ [A=1¿ ]¿

¿
¿

¿

¿

Оригинал имеет вид:

f ( t )=2⋅( t−1
3 )⋅e

t+
2
3
⋅e
−

1
2
⋅t
⋅cos (√3

2
⋅t )

.

  
Задание. Найти оригинал функции, зная ее изображение по Ла-

пласу:

F( s )=
b3⋅s

3
+b2⋅s

2
+b1⋅s+b0

a3⋅s
3
+a2⋅s

2
+a1⋅s+a0 .

Варианты заданий приведены в таблице 2.
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Таблица 2 — Варианты заданий для самостоятельного решения

№ a3 a2 a1 a0 b3 b2 b1 b0

1 1 2 3 1 — — — 1
2 1 3 3 1 — — 2 1
3 1 3 2 1 — 1 2 —
4 2 3 1 1 — 3 1 1
5 3 2 3 1 2 3 1 —
6 1 3 4 1 1 — 2 1
7 2 1 2 — — 1 — 1
8 4 3 2 1 1 1 1 1
9 5 4 2 1 1 — 2 1
10 1 4 4 1 — 2 1 1
11 4 — 3 1 — 1 — 1
12 9 — — 1 2 — 3 —
13 1 4 2 — — 3 4 1
14 3 4 3 1 — — 2 1
15 2 3 5 1 — 2 4 1
16 2 1 3 1 — 2 2 1
17 5 — 3 1 1 2 2 1
18 2 3 4 — 1 — 4 1
19 5 3 1 1 — 3 2 1
20 2 2 4 1 — 2 — 1
21 1 1 1 1 1 — — 1
22 4 5 3 1 — — 3 1
23 1 — 4 1 — 1 4 1
24 5 5 2 1 — — — 1
25 3 4 — — — — 5 —
26 2 1 2 1 — 2 5 1
27 5 1 3 1 — 1 — 1
28 3 5 — 1 1 — 3 1
29 9 — 3 — 1 1 — 1
30 4 3 2 1 — — 2 1
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КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

1. Как выполняется преобразование по Лапласу?
2. Какие  функции  считаются  оригиналами?  Каковы  их

свойства?
3. Какие функции считаются изображениями по Лапласу? Ка-

ковы их свойства?
4. Какие  свойства  преобразования  Лапласа  определяют  тео-

ремы линейности, подобия, затухания, запаздывания?
5. Как  выполняется  дифференцирование  оригинала  и  изоб-

ражения по параметру?
6. Как меняется изображение по Лапласу при дифференциро-

вании и интегрировании оригинала?
7. Как меняется оригинал при дифференцировании и интегри-

ровании изображения по Лапласу?
8. Как  выполняется  операция  свертки  функций?  Каковы  ее

основные свойства?
9. Как  определяется  оригинал  от  произведения  изображений

по Лапласу двух функций?
10.Как определяется изображение по Лапласу от произведения

двух оригиналов?
11.Как выполняется обратное преобразование Лапласа?
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Практическое  занятие  №2.  Применение  преобразования
Лапласа для решения дифференциальных уравнений

Цель занятия: приобретение практических навыков использо-
вания  преобразования  Лапласа  для  решения  дифференциальных
уравнений.

Актуальность  темы  занятия: решение  дифференциальных
уравнений динамики — основной математический аппарат анализа
и синтеза систем автоматического управления, владение которым
необходимо специалисту в области автоматизации.

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

1.1. Решение обыкновенных дифференциальных уравнений
и их систем

Пусть дано линейное дифференциальное уравнение n-го поряд-
ка с постоянными коэффициентами

a0⋅
dn

dtn
x ( t )+a1⋅

dn−1

dtn−1
x ( t )+a2⋅

dn−2

dtn−2
x ( t )+ .. .

.. .an−2⋅
d2

dt2
x ( t )++an−1⋅

d
dt

x ( t )+an⋅x ( t )= f ( t )
(1.1)

и начальные условия

x (0)=x0 , x ' (0 )=x1 , x  \( 0 \) =x rSub { size 8{2} } , .   .   {}  rSub {}  rSup {} x rSup { size 8{ \( n - 1 \) } }  \( 0 \) =x rSub { size 8{n - 1} } } {¿ .

Введем понятие линейного дифференцирующего оператора:
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P≡a0⋅
dn

dt n
+a1⋅

dn−1

dt n−1
+. ..+an−1⋅

d
dt
+an=

¿a0⋅p
n+a1⋅p

n−1+ .. .+an−1⋅p+an ,
(1.2)

где p  d/dt — оператор однократного дифференцирования, pk 
dk/dtk рассматривается как алгебраический сомножитель, а выраже-

ние  pkx(t)   dkx(t)/dtk —  как  произведение,  не  обладающее
свойством  коммутативности.  Тогда  исходное  дифференциальное
уравнение (1.1) можно представить в операторной форме

P [x ( t )]= f ( t ) . (1.3)

Если  функция  f(t) обладает  свойствами  оригинала,  то  такое
уравнение  будет  иметь  единственное  решение,  удовлетворяющее
начальным  условиям.  Применяя  теорему  о  дифференцировании
оригинала и используя свойство линейности, можно получить изоб-
ражение дифференциального уравнения по Лапласу:

a0⋅[ s
n⋅X (s )−sn−1⋅x0−.. .−s⋅x0

(n−2)
−x0

(n−1)]+
+a1⋅[ s

n−1
⋅X (s )−sn−2

⋅x0−.. .−s⋅x0
(n−3 )

−x0
(n−2) ]+

.. . . . . .. .
+an−1⋅[s⋅X ( s )−x0 ]+an⋅X ( s )=F (s ) .

(1.4)

Это уравнение можно переписать в виде
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[a0⋅s
n+a1⋅s

n−1+. ..+an−1⋅s+an]⋅X ( s)=F( s )+

+x0⋅[a0⋅s
n−1
+a1⋅s

n−2
+. ..+an−2⋅s+an−1 ]+

+x0
'
⋅[a0⋅s

n−2+a1⋅s
n−3+. ..+an−3⋅s+an−2 ]+

.. . . . . .. .

+x0
(n−2)

⋅[a0⋅s+a1 ]+a0⋅x0
(n−1)

(1.5)

или 

A ( s )⋅X ( s )=F (s )+B (s ) . (1.6)

Полином  A(s) называется  характеристическим  полиномом
дифференциального уравнения. Полином B(s) отражает влияние на
решение дифференциального уравнения начальных условий. Реше-
ние уравнения (1.6) может быть записано в виде:

X ( s )=
F (s )
A (s )

+
B( s )
A (s ) .

(1.7)

При  нулевых  начальных  условиях  B(s)   0.  Если  при  этом
функция f(t) является входным сигналом для некоторой физической
системы, описываемой уравнением (1.1),  F(s) — ее изображением,
функция  x(t) —  реакцией  (или  откликом)  системы  на  входной
сигнал, X(s) — ее изображением, то

X ( s )=
F (s )
A (s )

=W (s )⋅F (s )
.

(1.8)

Величина  W(s) называется  передаточной функцией системы
(или ее операторной проводимостью). 
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Пример: найти решение дифференциального уравнения при за-
данных начальных условиях.

d2

dt 2
x( t )−3⋅

d
dt

x ( t )+2⋅x( t )=6⋅e−t ,

x (0)=2 , x ' (0)=1

Изображения элементов дифференциального уравнения:

L{ d
2

dt2
x ( t )}=s2⋅X (s )−s⋅2−1

L{ ddt x( t )}=s⋅X ( s )−2

L {6⋅e−t }=
6

s+1

Дифференциальное уравнение в изображениях по Лапласу:

[s2⋅X ( s )−s⋅2−1 ]−3⋅[s⋅X ( s )−2 ]+2⋅X ( s )=
6

s+1

X ( s )=
2⋅s−1

( s+1)⋅(s−2 )
=

1
s+1

+
1

s−2

Решение уравнения, удовлетворяющее начальным условиям:

x ( t )=e−t
+e2⋅t

  

Аналогично решаются системы линейных дифференциальных
уравнений с постоянными коэффициентами.
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Пример: найти решение системы дифференциальных уравне-
ний при заданных начальных условиях.

{
d2

dt 2
x ( t )+ y ( t )=0

d2

dt 2
y ( t )+x ( t )=0

x (0)=1, x ' (0)=0 , y (0 )=0 , y ' (0 )=1.

Система уравнений в изображениях по Лапласу:

{s
2⋅X (s )+Y ( s )=s
s2⋅Y (s )+X (s )=1

Решение системы уравнений в изображениях по Лапласу:

X ( s )=
s2+s+1
( s+1 )(s2+1 )

=
1
2⋅(s+1)

+
s+1
2⋅(s2+1 )

Y (s )=
s2+s+1

( s+1 )(s2
+1)

=−
1
2⋅(s+1)

+
s+1

2⋅(s2
+1 )

Решение  системы  уравнений,  удовлетворяющее  начальным
условиям:

x ( t )=
1
2
⋅e−t+

√2
2
⋅sin ( t+

π
4
)

y ( t )=−
1
2
⋅e−t

+
√2
2
⋅sin( t+

π
4
)
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1.2.  Решение  дифференциальных  уравнений  в  частных
производных

Такие уравнения используются для описания так называемых
нестационарных задач,  когда искомая функция  u(x,  t) зависит не
только от времени t, но и от некоторой пространственной коорди-
наты x. Обычно они имеют вид:

a1 ( x )⋅
∂2

∂ x2
u (x , t )+b1 (x )⋅

∂
∂ x

u( x ,t )+c1⋅u( x , t )+

+a2( x )⋅
∂

2

∂ t2
u( x ,t )+b2( x )⋅

∂
∂ t

u ( x , t )=0 ,
(1.9)

где  a1,  b1,  c1,  a2,  b2 — непрерывные функции, заданные в ин-

тервале значений аргумента 0  x  l. Считается, что всегда a1 > 0.

В интервалах 0  x  l и t  0 найденное решение u(x, t) должно
удовлетворять начальным условиям

u( x ,0)=ϕ ( x ), ∂
∂ t

u( x ,0 )=ψ ( x ) (1.10)

и граничным условиям

u(0 , t )= f ( t ) , α⋅ ∂
∂ x

u( l , t )+ β⋅ ∂
∂ t

u ( l , t )=γ⋅u( l , t )
,

(1.11)

где  ,   и   — постоянные. Второе условие в (1.10) задается

только при a2 < 0. Второе условие в (1.11) не задается при l  .

Пусть  u,   u/ x,   2u/ x2,  рассматриваемые как  функции  t,
обладают свойствами оригинала. Тогда по теореме о дифференци-
ровании по параметру x
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L{ ∂∂ x
u( x , t )}=

d
dx

U ( x , s ), L{ ∂
2

∂ x2
u (x , t )}= d2

dx2
U ( x , s )

.

(1.12)

По теореме о дифференцировании оригинала

L { ∂∂ t u (x , t )}=s⋅U ( x , s )−u( x ,0) ,

L{ ∂
2

∂ t2
u (x , t )}=s2⋅U ( x , s )−s⋅u( x ,0)− ∂

∂ t
u( x ,0 ) ,

(1.13)

или, учитывая начальные условия (1.10),

L { ∂∂ t u( x ,t )}=s⋅U ( x , s )−ϕ ( x ) ,

L{ ∂
2

∂ t2
u (x , t )}=s2⋅U ( x , s )−s⋅ϕ ( x )−ψ ( x ).

(1.14)

Пусть  f(t) является оригиналом,  а  F(s) — его изображением.
Тогда граничные условия (1.11) (после подстановки (1.14) и пре-
образования) примут вид

U ( x , s )|x=0=F (s ) ,

[α⋅ d2

dt 2
U ( x , s )+(β⋅s−γ )⋅U ( x , s )−β⋅ϕ ( x )]|x=l=0 .

(1.15)

Используя (1.12) и (1.14), можно свести решение дифференци-
ального уравнения (1.9) в частных производных к решению обык-
новенного дифференциального уравнения
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a1⋅
d2

dx2
U+b1⋅

d
dx

U+A⋅U=B , (1.16)

где  A =  a2s2 +  b2s +  c1,  B =  a2(s +  ) +  b2, с граничными
условиями (1.15).  Переменная  s считается комплексным парамет-
ром.

Решение исходного уравнения (1.9) u(x, t) можно получить как
оригинал от найденной функции U(x, s).

Пример: найти распределение температуры u(x,t) в полуогра-

ниченном стержне (0x<), определяемое уравнением

∂u
∂ t
=a2⋅

∂
2u

∂ x2
,

где a — постоянный коэффициент. Закон изменения темпера-
туры левого конца стержня и его начальная температура извест-
ны:

u( x ,0)=0 , u(0 , t )=h( t )=1( t ) .

Дифференциальное  уравнение  в  изображениях  по  Лапласу
имеет комплексный параметр s:

s⋅U=a2⋅
d2U
dx 2

.

Общее решение дифференциального уравнения:

U=C1⋅e
−
√s
a
⋅x

+C2⋅e
√ s
a
⋅x

.
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C2=0, иначе U будет неограниченно возрастать при x  . C1

находится  из  граничного  условия  U|x=0=1/s .  Изображение
решения имеет вид:

U ( x , s )=
1
s
⋅e
−
√s
a
⋅x

.

Оригинал  решения  находится по  формуле (см.  таблицы пре-
образований Лапласа, например в [3];  Erf — функция ошибок или
интеграл вероятностей, Erfc — дополнительный интеграл вероят-
ностей):

u( x ,t )=Erfc(x2⋅a⋅√ t )=1−Erf (x2⋅a⋅√ t )=

=1−
2

√π
⋅ ∫

0

x
2⋅a⋅√t

e−ξ2

dξ=
2

√π
¿ ∫

x
2⋅a⋅√ t

∞

e−ξ2

dξ .

  

2. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

Задание. Используя  преобразование  Лапласа,  найти  решение
дифференциального уравнения при заданных начальных условиях.
Варианты заданий приведены в таблице 1.

Таблица 1 — Варианты заданий для самостоятельного решения

№ Уравнение Начальные условия

1 x  \( t \) +x \( t \) =1+e rSup { size 8{t} } } { ¿ x(0)=2;  x(0)=1

2 x  \( t \)  - 2 cdot x' \( t \) +x \( t \) =t cdot e rSup { size 8{t} } } {¿ x(0)=1;  x(0)=0

3 x  \( t \)  - 3 cdot x' \( t \) +2 cdot x \( t \) =2 cdot sin  \( t \) } {¿ x(0)=0;  x(0)=1
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4 x  \( t \)  - x \( t \) =e rSup { size 8{2 cdot t} }  cdot  \( t - 1 \) } {¿ x(0)=1;  x(0)=2

5 x  \( t \)  - 3 cdot x' \( t \) +2 cdot x \( t \) =cos  \( 2 cdot t \) } { ¿ x(0)=2;  x(0)=3

6 x  \( t \)  - x' \( t \)  - x \( t \) =3 cdot e rSup { size 8{0 .  5 cdot t} } } {¿ x(0)=3;  x(0)=1

7 x  \( t \) +4 cdot x' \( t \) +4 cdot x \( t \) =2 cdot t - 3} {¿ x(0)=2;  x(0)=2

8 x  \( t \) +x \( t \) =t rSup { size 8{2} }  - t+2} {¿ x(0)=1;  x(0)=0

9 x  \( t \) +2 cdot x \( t \) = sin  \( t \) + sin  \( 2 cdot t \) } {¿ x(0)=0;  x(0)=1

10 x  \( t \) +2 cdot x' \( t \) +2 cdot x \( t \) =2 cdot e rSup { size 8{t} }  cdot cos  \( t \) } {¿ x(0)=1;  x(0)=3

11 x  \( t \) +x \( t \) =e rSup { size 8{3 cdot t} }  cdot  \( 4 cdot t - 7 \) } {¿ x(0)=3;  x(0)=1

12 x  \( t \)  - x' \( t \)  - x \( t \) =0} {¿ x(0)=2;  x(0)=3
13 x  \( t \)  - x \( t \) = sin  \( t \) + cos  \( 2 cdot t \) } {¿ x(0)=1;  x(0)=0

14 x  \( t \)  - 3 cdot x' \( t \) =e rSup { size 8{5 cdot t} } } { ¿ x(0)=2;  x(0)=2

15 x  \( t \) +4 cdot x \( t \) =2 cdot t cdot cos  \( 2 cdot t \) } {¿ x(0)=0;  x(0)=1

16 x  \( t \)  - x' \( t \)  - 6 cdot x \( t \) =2 cdot e rSup { size 8{4 cdot t} } } {¿ x(0)=3;  x(0)=1

17 x  \( t \)  - 2 cdot x' \( t \) +x \( t \) =t+1} { ¿ x(0)=1;  x(0)=2

18 x  \( t \) +x' \( t \)  - 2 cdot x \( t \) =t cdot e rSup { size 8{t} } +1} {¿ x(0)=2;  x(0)=0

19 x  \( t \)  - 4 cdot x' \( t \) +5 cdot x \( t \) =e rSup { size 8{t} } +t rSup { size 8{2} } } {¿ x(0)=0;  x(0)=3

20 x  \( t \)  - 3 cdot x' \( t \) +3 cdot x \( t \) =t rSup { size 8{2} } +t} {¿ x(0)=1;  x(0)=3

21 x  \( t \) = \( t rSup { size 8{2} } +t+1 \)  cdot e rSup { size 8{t} } } { ¿ x(0)=2;  x(0)=2

22 x  \( t \) +x \( t \) =t rSup { size 8{2} }  cdot e rSup { size 8{t} }  cdot sin  \( t \) } {¿ x(0)=3;  x(0)=0

23 x  \( t \)  - 2 cdot x' \( t \) +x \( t \) =t cdot e rSup { size 8{t} } } {¿ x(0)=0;  x(0)=1

24 x  \( t \)  - 2 cdot x' \( t \) +x \( t \) =t cdot e rSup { size 8{2 cdot t} } +e rSup { size 8{ - t} } } {¿ x(0)=3;  x(0)=2

25 x  \( t \)  - 2 cdot x' \( t \) +x \( t \) =t cdot e rSup { size 8{t} } } {¿ x(0)=1;  x(0)=0

26 x  \( t \)  - 3 cdot x \( t \) =e rSup { size 8{t} }  cdot  left [ sin  \( t \) + cos  \( t \)  right ]} {¿ x(0)=2;  x(0)=1

27 x  \( t \)  - 4 cdot x' \( t \) +x \( t \) =t rSup { size 8{2} }  cdot sin  \( t \) } {¿ x(0)=1;  x(0)=2

28 x  \( t \)  - 2 cdot x' \( t \) +3 cdot x \( t \) =t rSup { size 8{3} }  cdot e rSup { size 8{t} } } { ¿ x(0)=0;  x(0)=3

29 x  \( t \) +x' \( t \) +x \( t \) =e rSup { size 8{t} }  cdot cos  \( t \) +t} { ¿ x(0)=2;  x(0)=0

30 x  \( t \)  - 2 cdot x' \( t \)  - 3 cdot x \( t \) =t cdot cos  \( t \) +e rSup { size 8{t} } } {¿ x(0)=1;  x(0)=2

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ
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1. Как  использовать  преобразование  Лапласа  для  решения
обыкновенных дифференциальных уравнений и их систем?

2. Что такое передаточная функция системы?
3. Как  использовать  преобразование  Лапласа  для  решения

дифференциальных уравнений в частных производных?
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Практическое  занятие  №3.  Применение  преобразования
Лапласа для решения прикладных задач

Цель занятия: приобретение практических навыков использо-
вания  преобразования  Лапласа  для  решения  прикладных  задач
электротехники.

Актуальность темы занятия: электрические схемы перемен-
ного тока, содержащие активные и реактивные сопротивления, ши-
роко  используются  в  системах  автоматического  регулирования  в
качестве корректирующих устройств. Умение оценивать их харак-
теристики необходимо специалисту в области автоматизации.

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

Мгновенное  значение  тока  i(t) и  напряжения  u(t) на  участке
электрической цепи, состоящей из активного сопротивления R, ин-
дуктивности L или емкости C, связаны следующим образом

uR( t )=R⋅iR(t ),

uL( t )=L⋅
d
dt

iL( t ) ,

uC ( t )=
1
C
⋅[∫

0

t

iC ( t )dt+q0] ,
(1.1)

где q0 — начальный заряд, накопленный конденсатором.
Если  ввести  понятие  операторного  тока  I(s) и  операторного

напряжения U(s) как изображений по Лапласу соответственно i(t) и
u(t), то можно получить соотношения
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U R(s )=R⋅IR(s ) ,

U L(s )=L⋅( s⋅I L(s )−iL0) ,

UC ( s)=
1
C
⋅[ IC (s )

s
+q0] .

.

(1.2)

Преобразование Лапласа обычно используют для расчета пере-
ходных процессов в цепях постоянного или переменного тока в мо-
мент их включения. Для всех элементов цепи задаче включения со-
ответствуют условия i0 = q0 = 0. Выражения (1.2) могут быть пред-
ставлены в обобщенной форме операторного закона Ома

U ( s )=Z ( s )⋅I (s ) , (1.3)

где Z(s) — операторное сопротивление, которое для активного
сопротивления, индуктивности и емкости соответственно равно

Z R(s )=R , Z L(s )=L⋅s , ZC ( s )=
1

C⋅s .
(1.4)

Операторное  сопротивление  участка  цепи  рассчитывается  по
общим правилам последовательного и  параллельного  соединения
элементов.

Расчет электрических цепей проводится на основании законов
Кирхгофа.

1. Алгебраическая сумма операторных токов в любом узле цепи
равна нулю.

2. Алгебраическая сумма падений напряжения на элементах за-
мкнутого контура равна нулю.

Пример:  найти  передаточную  функцию  четырехполюсника.
Определить изменение напряжения u2(t) на его выходе при скачко-

образной подаче на вход входного сигнала  u1(t)=U11(t).  Считать,
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что в начальный момент времени система отключена (значения
всех токов и зарядов нулевые).

Эквивалентная схема (RН — сопротивление нагрузки, падение
напряжения на котором определяет u2(t)):

Система  уравнений  Кирхгофа  для  токов  и  контуров  (обход
контуров по часовой стрелке):

{
i1 ( t )=i2( t )+i3( t )

u1( t )=L⋅
d
dt

i1( t )+
1
C
⋅∫ i2( t )dt +R⋅i1( t )

0=RН⋅i3( t )−
1
C
⋅∫ i2 ( t )dt

Эта же система в операторной форме ( L {u1( t )}=U1 /s ):
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{
I1 (s )=I 2 (s )+ I 3( s )

U1

s
=L⋅s⋅I 1( s)+

1
C⋅s
⋅I2 (s )+R⋅I 1( s )

0=RН⋅I 3( s )−
1

C⋅s
⋅I 2( s )

Величина операторного тока I3(s) через сопротивление нагруз-
ки:

I3 (s )=
1

RН⋅L⋅C⋅s
2+(RН⋅R⋅C+L )⋅s+RН+R

⋅
U1

s
.

Падение операторного напряжения на сопротивлении нагруз-
ки:

U2( s )=
RН

RН⋅L⋅C⋅s
2+(RН⋅R⋅C+L)⋅s+RН+R

⋅
U1

s
.

В режиме холостого хода RН  , поэтому в пределе

U2( s )=
1

L⋅C⋅s2+R⋅C⋅s+1
⋅
U1

s

Передаточная  функция  четырехполюсника  (отношение  изоб-
ражения выходного сигнала к изображению входного) равна:

W ( s )=
1

L⋅C⋅s2+R⋅C⋅s+1

Оценка  корректности  полученной  математической  модели
путем  проверки  размерности  (коэффициенты  при  sk должны
иметь размерность [время]k): 
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[R⋅C ]=Ом⋅Ф=(В⋅А )⋅
Кл
В
=(В⋅А )⋅

А⋅с
В
=с

,

[ L⋅C ]=Гн⋅Ф=(Ом⋅с )⋅
Кл
В
=

В⋅с
А
⋅
А⋅с
В
=с2

.

Полученная модель корректна.
Знаменатель передаточной функции имеет три простых кор-

ня: один нулевой s0=0 и два

s1,2=−
R

2⋅L
±√ R2

4⋅L2
−

1
L⋅C .

Если R2  4L / C, то корни s1,2 =    действительные,

U2( s )=
U1

L⋅C
⋅
1
s⋅[s−( λ−μ )]⋅[s−( λ+μ )]

=

¿
U1

L⋅C
⋅{
B1

s
+
B2

s−( λ−μ )
+
B3

s−( λ+μ ) },
u2( t )=

U1

L⋅C
⋅{B1+B2⋅e

( λ−μ )⋅t+B3⋅e
( λ+ μ)⋅t },

и переходный процесс имеет апериодический характер.

Если R2 < 4L / C, то корни s1,2 =   j комплексно-сопряжен-
ные,

U2( s )=
U1

L⋅C
⋅
1

s⋅[( s−α )2+ω2]
=
U1

L⋅C
⋅{B1

s
+
C1⋅s+D1

( s−α )2+ω2 },
u2( t )=

U1

L⋅C
⋅{B1+A⋅eα⋅t⋅sin(ω⋅t+ψ )},

и переходный процесс имеет колебательный характер.
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3. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

Задание. Определить передаточную функцию четырехполюс-
ника. Найти изменение напряжения u2(t) на его выходе при подаче

на вход сигналов u1(t) = 1(t), u1(t) = (t), u1(t) = sin(2ft). Считать,
что  в  начальный  момент  времени  система  отключена  (значения
всех токов и зарядов нулевые). Исследовать возможность получе-
ния апериодического и колебательного переходных процессов. Ве-
личинами  Ri,  Ci,  Li,  и  f задаться самостоятельно (рекомендуемые
значения: сопротивление — 0,1...1 кОм, емкость — 1...100 мкФ, ин-
дуктивность — 0,05...1 кОм, частота — 10...100 Гц).

Корректность решения оценить с помощью проверки размерно-
стей  коэффициентов  полученной  передаточной  функции  че-
тырехполюсника (см. пример).

1) 2)

3) 4)
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5) 6)

7) 8)

9) 10)

11) 12)

13) 14)

15) 16)
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17) 18)

19) 20)

21) 22)

23) 24)

25) 26)

27) 28)
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29) 30)

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

1. Как использовать преобразование Лапласа для расчета пере-
ходных процессов в цепях постоянного и переменного тока?

ЛИТЕРАТУРА 

1.Завьялов  В.А.  Математические  основы  управления  техно-
логическими процессами :  Конспект лекций.  — Электрон.  текст.
дан.— М. : Московский государственный строительный универси-
тет, Ай Пи Эр Медиа, ЭБС АСВ, 2015. — Режим доступа :  http://
www.iprbookshop.ru/38471. — ЭБС «IPRbooks», по паролю.

2.Корнеев Н.В., Кустарев Ю.С., Морговский Ю.Я. Теория авто-
матического управления с практикумом :  Учеб.  пособие.  — М. :
Академия, 2012.

3.Певзнер Л.Д. Практикум по теории автоматического управле-
ния : Учеб. пособие. — М. : Высшая школа, 2006.

http://www.iprbookshop.ru/38471
http://www.iprbookshop.ru/38471
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Практическое  занятие  №4.  Применение  преобразования
Фурье для решения прикладных задач

Цель занятия: приобретение практических навыков использо-
вания преобразования Фурье для решения прикладных задач спек-
трального анализа.

Актуальность темы занятия: определение спектра сигналов
широко  используется  при  анализе  и  синтезе  систем  управления.
Умение выполнять спектральный анализ необходимо специалисту в
области автоматизации.

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

1.1. Понятие о преобразовании Фурье

Пусть   есть функция вещественной переменной х, опреде-
ленная  на  всей  прямой  .  Основное  ограничение,
накладываемое на эту функцию, имеет вид

, (1.1)

то есть эта функция абсолютно интегрируема на всей числовой

оси. Кроме этого, требуется, чтобы  при .

Преобразованием  Фурье   от  функции   называется
функция

. (1.2)

Она существует при любых .



52

Как  и  в  случае  преобразования  Лапласа  оказывается,  что  не

только  однозначно определяется функцией , но и наобо-

рот,   однозначно определяется  , то есть имеется взаимно

однозначное  соответствие  .  Это  соответствие  дается
формулой обращения, которая имеет вид

. (1.3)

В ней несобственный интеграл понимается в смысле главного
значения. Сама формула носит название  обратного преобразова-
ния Фурье.

1.2. Свойства преобразования Фурье

Пусть  и  есть преобразования Фурье от функций 

и  соответственно, то есть  и .
1. Линейность.

. (1.4)

2. Теорема подобия.

. (1.5)

3. Теорема о сдвиге.

. (1.6)

4. Формула смещения.
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. (1.7)

5. Дифференцирование функции.

. (1.8)

6. Дифференцирование преобразования Фурье.

Если , то

. (1.9)

7. Свертка функций.

Пусть функции  и  определены для . Сверт-
кой этих двух функций называется интеграл

, (1.10)

который обозначается .
Соответствующее свойство преобразования Фурье имеет вид

. (1.11)

1.2 Спектральный анализ

Спектральный  анализ  является  одним  из  самых  мощных
инструментов  обработки  эксперимента.  В  частности,  он  исполь-
зуется для анализа данных, выявления характерных частот, в целях
подавления шума и т. д.
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Спектром  совокупности  данных  y ( x ) называют  некоторую
функцию  другой  координаты  (или  координат,  если  речь  идет  о
многомерном спектре)  F (ω ),  полученную в соответствии с опреде-
ленным алгоритмом. Примерами спектров являются преобразова-
ние Фурье, спектр мощности, вейвлет-преобразование.

Математический смысл преобразования Фурье состоит в пред-
ставлении сигнала  y ( x ) в  виде бесконечной суммы синусоид вида
F (ω ) sin (ωx ).  Функция  F (ω ) называется  преобразованием  Фурье,  или
интегралом  Фурье,  или  Фурье-спектром  сигнала.  Ее  аргумент  ω

имеет  смысл  частоты  соответствующей  составляющей  сигнала.
Обратное преобразование Фурье переводит спектр F (ω ) в исходный
сигнал y ( x ).

Согласно определению,

. . (1.12)

Из (1.12) видно, что преобразование Фурье является комплекс-
ной величиной, даже если сигнал действительный.

Преобразование Фурье имеет  огромное значение для  различ-
ных  математических  приложений,  и  для  него  разработан  очень
эффективный алгоритм, называемый  алгоритмом БПФ (быстрым
преобразованием Фурье). Он настолько популярен, благодаря своей
экономичности, что практически во всех математических пакетах
организован в виде подпрограммы.

Алгоритм БПФ имеет довольно сильное ограничение, которое
на практике не является критичным. Аргумент прямого Фурье-пре-
образования,  т.  е.  объем  выборки  y (x i),  должен  иметь  ровно  2n

элементов (n — любое целое число). Соответственно, результатом
работы алгоритма БПФ является вектор с  1+2n−1 элементами. Если
число данных не совпадает со степенью 2, то для запуска алгоритма
БПФ достаточно дополнить недостающие элементы нулями.
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Используем  в  качестве  модельных  данных  дискретизацию
следующего детерминированного сигнала

y ( x )=1,0 ∙sin (2π ∙0,05 x )+0,5∙ sin (2π ∙0,1x )+¿

0,1 ∙sin (2 π ∙0,5 x ). (1.13)

Рисунок 1 — Модельные данные Рисунок 2 — Выборочный
Фурье-спектр

На рисунке 1 представлены результаты работы алгоритма БПФ
в виде модуля Фурье-спектра |F (ω)|, поскольку сам спектр является
комплексным.  Полезно  сравнить  полученные  амплитуды  и
местоположение пиков спектра на рисунке 2 с определением сину-
соид в формуле (1.13).

Если  подвергнуть  полученное  абсолютное  значение  Фурье-
спектра  (рис.  2)  обратному  преобразованию Фурье,  возможность
которого также предоставляет алгоритм БПФ, то профиль исходно-
го сигнала будет реконструирован правильно, но окажется сдвину-
тым на определенное расстояние вдоль оси  x (рис. 3). Так проис-
ходит из-за того, что взятие абсолютной величины комплексного
спектра уничтожает информацию об относительной фазе отсчетов
данных. В остальном, сигнал y ( x ) восстанавливается с большой точ-
ностью, что характерно для плавного изменения сигнала. Если же в
качестве входных данных обратного преобразования Фурье исполь-
зовать комплексный Фурье-спектр, то совпадение будет полным.
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Рисунок 3 — Обратное преобразование Фурье комплексного
(кружки) и действительного (точки) Фурье-спектра

2. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

Задание.  Выполнить  преобразование  Фурье  периодической
функции 

y ( x )=∑
i=1

3

Ai sin (2π ∙ωi x).

Проверить  корректность  преобразования  путем  оценивания
спектр а сигнала.

Используя  полученное  преобразование  Фурье,  выполнить
восстановление функции y ( x ). Сравнить восстановленную функцию
с исходной.

Варианты заданий приведены в таблице 1.
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Таблица 1 — Варианты заданий для самостоятельного решения

№ A1 ω1 A2 ω2 A3 ω3

1 1,0 0,05 0,1 0,10 2,0 0,01
2 0,9 0,06 0,2 0,09 1,9 0,02
3 0,8 0,07 0,3 0,08 1,8 0,03
4 0,7 0,08 0,4 0,07 1,7 0,04
5 0,6 0,09 0,5 0,06 1,6 0,05
6 0,5 0,10 0,6 0,05 1,5 0,06
7 0,4 0,09 0,7 0,04 1,4 0,07
8 0,3 0,08 0,8 0,03 1,3 0,08
9 0,2 0,07 0,9 0,02 1,2 0,09
10 0,1 0,06 1,0 0,01 1,1 0,10
11 0,2 0,05 1,1 0,02 1,0 0,09
12 0,3 0,04 1,2 0,03 0,9 0,08
13 0,4 0,03 1,3 0,04 0,8 0,07
14 0,5 0,02 1,4 0,05 0,7 0,06
15 0,6 0,01 1,5 0,06 0,6 0,05
16 0,7 0,02 1,6 0,07 0,5 0,04
17 0,8 0,03 1,7 0,08 0,4 0,03
18 0,9 0,04 1,8 0,09 0,3 0,02
19 1,0 0,05 1,9 0,10 0,2 0,01
20 0,9 0,06 2,0 0,09 0,1 0,02
21 0,8 0,07 1,9 0,08 0,2 0,03
22 0,7 0,08 1,8 0,07 0,3 0,04
23 0,6 0,09 1,7 0,06 0,4 0,05
24 0,5 0,10 1,6 0,05 0,5 0,06
25 0,4 0,09 1,5 0,04 0,6 0,07
26 0,3 0,08 1,4 0,03 0,7 0,08
27 0,2 0,07 1,3 0,02 0,8 0,09
28 0,1 0,06 1,2 0,01 0,9 0,10
29 0,2 0,05 1,1 0,02 1,0 0,09
30 0,3 0,04 1,0 0,03 1,1 0,08



58

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

1. Как выполняется преобразование Фурье?
2. Какие свойствами обладает преобразование Фурье?
3. Как выполняется спектральный анализ с помощью преобра-

зования Фурье?

ЛИТЕРАТУРА 
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3.Завьялов  В.А.  Математические  основы  управления  техно-
логическими процессами :  Конспект лекций.  — Электрон.  текст.
дан.— М. : Московский государственный строительный универси-
тет, Ай Пи Эр Медиа, ЭБС АСВ, 2015. — Режим доступа :  http://
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2. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ СИСТЕМ

Практическое  занятие  №5.  Линеаризация  уравнений
систем

Цель занятия: приобретение практических навыков получения
линеаризованных динамических и статических характеристик си-
стем управления.

Актуальность темы занятия: теория автоматического управ-
ления базируется на теории линейных динамических систем. Уме-
ние линеаризовывать характеристик систем необходимо специали-
сту в области автоматизации.

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

1.1. Уравнения систем

Уравнение системы отражает зависимость между ее входными
и выходными сигналами. Оно является математической моделью,
и при его получении всегда делаются какие-либо допущения о ха-
рактере протекающих в системе процессов. Это объясняется проти-
воречивыми  требованиями  к  модели:  с  одной  стороны  —  мак-
симальная простота, с другой — возможно более полное отражение
свойств оригинала. В зависимости от цели исследования математи-
ческие модели одной и той же системы могут (а в ряде случаев и
должны) быть различными.

Если система сложная,  то ее математическое описание полу-
чается в результате объединения математических моделей состав-
ляющих ее элементов.

Если  свойства  системы меняются  только  во  времени,  ее  па-
раметры считают сосредоточенными. Если эти свойства меняются
во времени и в пространстве, параметры системы считаются рас-
пределенными.
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Если система имеет один выходной сигнал, ее считают  одно-
мерной.  Если  таких сигналов несколько  (более  одного),  система
считается многомерной (многосвязной). Соответственно изменяет-
ся ее математическое описание.

С математической точки зрения преобразование вектора вход-
ных воздействий X(t) в  вектор состояния или фазовый вектор
Y(t) в течение времени t соответствует заданию функции

F [ t , Y ( t ) , X ( t )]=0 , (1.1)

где

Y ( t )=[
y1( t )
. . .
yn ( t )

] , X ( t )=[
x1 (t )
.. .
xm( t )

] , F (t )=[
f 1( t )
. ..
f n( t )

]
.

Необходимо, чтобы выполнялись условия: X(t)  X* и Y(t)  Y*

(X* и Y* — допустимые множества входных и выходных сигналов).
Если функция (1.1) определяет линейную зависимость выход-

ных параметров от входных, система считается  линейной. В про-
тивном случае ее считают нелинейной. Если в уравнение (1.1) явно
не входит значение времени, систему считают  стационарной (ее
свойства с течением времени не меняются). В противном случае си-
стема является нестационарной.

Если функция (1.1)  определяет  изменение  X(t) и  Y(t) в  зави-
симости от времени, она называется динамической характеристи-
кой. Ее обычно представляют в виде систем обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений (для систем с сосредоточенными парамет-
рами) или дифференциальных уравнений в частных производных
(для систем с распределенными параметрами).

В инженерной практике уравнения динамики часто представ-
ляют в нормальной форме (или в форме Коши), для чего их раз-
решают относительно старших производных по времени. Для си-
стемы,  описываемой  дифференциальными  уравнениями  первого
порядка, нормальная форма имеет вид:
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Ẏ ( t )=Φ [t ,Y ( t ), X ( t ) ] , Y ( 0)=Y 0 , (1.2)

где Ẏ ( t )  — вектор производных функции Y(t) по времени,

Φ( t )=[
φ1 (t , Y ( t ) , X ( t ))
. ..
φn ( t , Y ( t ) ,X ( t ))

]
.

Выражение (1.2) называется уравнением состояния системы в
матричной форме.

Если уравнение (1.1)  определяет изменение входящих в него
переменных вне зависимости от времени, его называют  статиче-
ской характеристикой. Эта характеристика определяет поведение

системы в установившемся режиме при t  , когда Y(t) = Y() =

const, X(t) = X() = const:

F [∞ ,Y (∞) , X (∞) ]=0 . (1.3)

Статическая характеристика естественным образом получается
из уравнения динамики путем приравнивания нулю всех входящих
в него производных по времени. 

Для  одномерных  систем,  описываемых  дифференциальными
уравнениями высших порядков, динамические и статические харак-
теристики имеют вид:

F [ t , y ( t ) , ẏ (t ), ÿ ( t ) ,. . x( t ) , ẋ (t ), ẍ ( t ), . . ]=0 , (1.4)

F [∞ , y (∞) ,0 ,0 ,. .x (∞) ,0,0 , . . ]=0 , (1.5)

где ẏ ( t ) , ÿ ( t ) , .. ẋ ( t ), ẍ ( t ) ,. .  — производные соответствующих
порядков по времени от функций y(t) и x(t).

Из формулы (1.4) можно получить систему уравнений состоя-
ния (1.2) путем замены переменных:
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y1( t )= y ( t ), y2( t )= ẏ (t )= ẏ1 , y3 ( t )= ÿ ( t )= ẏ2( t ) ,. .

x1( t )=x ( t ) , x2( t )= ẋ( t )= ẋ1 , x3( t )= ẍ ( t )= ẋ2 ( t ) ,. .
(1.6)

Пример: получить статическую характеристику и уравнения
состояния системы по следующему уравнению динамики (коэффи-
циенты a2(t), a1(t), k(t) — функции времени):

a2 ( t )⋅ÿ ( t )+a1 ( t )⋅ẏ ( t )+ y ( t )=k ( t )⋅x ( t ) .

Статическая характеристика:

y ( t )=k ( t )⋅x ( t ).

Замена переменных:

y1( t )= y ( t ), y2( t )= ẏ (t ), x1 ( t )=x ( t ).
Система уравнений состояния (второе уравнение получается

из динамической характеристики после замены переменных):

{
ẏ1( t )= y2(t )

ẏ2( t )=
1

a2( t )
⋅[k ( t )⋅x1( t )−a1( t )⋅y2( t )− y1( t )]

  

1.2. Линеаризация уравнений систем

Уравнения  реальных  систем  обычно  являются  нелинейными,
что затрудняет их исследование. Однако в большинстве случаев их
можно заменить приближенными линейными зависимостями, т. е.
линеаризовать. При этом должны соблюдаться условия:

 в системе поддерживается некоторый  номинальный (рабо-

чий) режим, параметры которого 
~
Y ( t )  и 

~
X ( t )  известны;

траектория невозмущенного движения системы (называемая
базовой) определяется уравнением:
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~̇Y ( t )=Φ [ t ,~Y ( t ) ,~X ( t )] ,~Y (0 )=~Y 0 ; (1.7)

 отклонения входных и величин от номинальных значений до-
статочно малы  (что, вообще говоря, требует предваритель-
ного обоснования);

 динамические  и  статические  характеристики  системы  в
окрестности рабочей точки имеют  непрерывные производ-
ные по всем своим аргументам.

Если хотя бы одно из этих условий нарушается, линеаризация
недопустима.

Если  система  состоит  из  нескольких  элементов  с  известным
математическим описанием, то необходимо линеаризовать характе-
ристики каждого из них.

Приведение к линейному виду уравнений состояния (1.2) про-
водится  путем  разложения  их  правых  частей  в  ряд  Тейлора  в

окрестности  рабочей  точки  ⟨
~
X ( t ) ,

~
Y ( t )⟩  и  исключения  из  раз-

ложения всех производных со степенями производных выше пер-
вой:

Φ [ t , Y ( t ) , X ( t )]≈Φ [ t ,~Y ( t ) ,~X ( t )]+

+[∂Φ∂Υ ]⋅(Y ( t )−
~Y ( t ))+[∂Φ∂ X ]⋅(X ( t )−

~X ( t )) .
(1.8)

Все частные производные рассчитываются  при номинальных
значениях параметров. 

С учетом уравнений (1.7) и (1.8) из формулы (1.2) следует:

ΔẎ ( t )=[ ∂Φ∂Y ]⋅ΔY ( t )+[
∂Φ
∂ X ]⋅ΔX ( t ) , (1.9)

где  ΔẎ ( t ) ,  ΔY ( t ) ,  ΔX ( t )  — отклонения параметров от
их номинальных значений.

Используя матричные обозначения, можно получить линеари-
зованное уравнение состояния в отклонениях:



64

ΔẎ ( t )=A ( t )⋅ΔY ( t )+B ( t )⋅ΔX ( t ) , (1.10)

где

A ( t )=[
∂φ1

∂ y1

.. .
∂φ1

∂ yn

.. . .. . .. .
∂φn

∂ y1

.. .
∂φn

∂ yn

] , B( t )=[
∂φ1

∂ x1

. ..
∂φ1

∂ xm

. . . . .. . . .
∂φn

∂ x1

. ..
∂φn

∂ xm

]
.

Коэффициенты матриц  A и  B рассчитываются при номиналь-
ных  значениях  параметров.  Для  стационарных  систем  это  —
константы.

Пример: линеаризовать уравнения состояния системы в рабо-

чей точке ⟨
~
X ( t ) ,

~
Y ( t )⟩  и представить их в матричной форме.

{
ẏ1 ( t )=√ y1( t )+√ y2( t )+x

2( t )

ẏ2( t )=√ y1( t )−√ y2( t )−x2 (t )
.

Линеаризованные уравнения состояния:

{
Δ ẏ1=[

1
2⋅√~y1 ]⋅Δy1+[

1
2⋅√~y2 ]⋅Δy2+[2⋅~x 1]⋅Δx1

Δ ẏ2=[ 1
2⋅√~y1

]⋅Δy1−[ 1
2⋅√~y 2

]⋅Δy2−[2⋅~x 2]⋅Δx2

Уравнения состояния в матричной форме:

[
Δ ẏ1

Δ ẏ2
]=[

1
2⋅√~y1

1
2⋅√~y 2

1
2⋅√~y1

−
1

2⋅√~y 2
]⋅[Δy1

Δy2
]+[

2⋅~x 1 0

0 −2⋅~x 2
]⋅[

Δx1

Δx 2
] ,

A=[
1

2⋅√~y1

1
2⋅√~y 2

1
2⋅√~y1

−
1

2⋅√~y 2
] , B=[2⋅~x 1 0

0 −2⋅~x 2
] .
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Отличия  уравнения  (1.9)  от  исходной  характеристики  (1.2)
следующие:

 оно является приближенным, так как в процессе его получе-
ния не учитывались производные высших порядков;

 оно является линейным не по отношению к  X(t) и  Y(t), а по
отношению к их отклонениям от номинальных значений.

Линеаризация  характеристик  одномерных  систем,  описыва-
емых  дифференциальными  уравнениями  высших  порядков,  про-
водится по аналогичной схеме. Разложение уравнения (1.4) в ряд

Тейлора в окрестности рабочей точки (
~y ,~̇y ,~̈y , ..~x ,~̇x ,~̈x , .. ) , в кото-

ром оставлены только производные первого порядка, имеет вид:

F ( y , ẏ , ÿ , .. x , ẋ , ẍ , .. )≈F (~y ,~̇y ,~̈y , ..~x ,~̇x ,~̈x , . .)+

+[∂ F
∂ y ]⋅( y−~y )+[

∂F
∂ ẏ ]⋅( ẏ−~̇y )+[

∂F
∂ ÿ ]⋅( ÿ−~̈y )+ .. .

+[∂ F
∂ x ]⋅( x−~x )+[

∂F
∂ ẋ ]⋅( ẋ−~̇x )+[

∂F
∂ ẍ ]⋅( ẍ−~̈x )+.. .

(1.11)

Все частные производные рассчитываются  при номинальных
значениях параметров. Считая, что в режиме, близком к рабочему

F( y , ẏ , ÿ , .. x , ẋ , ẍ , .. )≈F (~y ,~̇y ,~̈y , ..~x ,~̇x ,~̈x , .. ) , (1.12)

и используя обозначения:

[∂ F
∂ y ]=a0 , [ ∂F∂ ẏ ]=a1 , [∂F∂ ÿ ]=a2 ,. .

[∂F∂ x ]=−b0 , [ ∂F∂ ẋ ]=−b1 , [ ∂F∂ ẍ ]=−b2 ,. .
(1.13)

можно получить линеаризованное уравнение динамики:

.. .+a2⋅Δ ÿ+a1⋅Δ ẏ+a0⋅Δy=. ..+b2⋅Δ ẍ+b1⋅Δ ẋ+b0⋅Δx ,
(1.14)
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где  Δy= y−~y , Δx=x−~x , Δ ẏ= ẏ−~̇y , Δ ẋ= ẋ−~̇x ,. .  —
отклонения фактических значений параметров и их производных
по времени от номинальных значений.

Используя обозначения

α 0=a0⋅
~y , α 1=a1⋅

~̇y , α2=a2⋅
~̈y , ..

β0=b0⋅
~x , β1=b1⋅

~̇x , β2=b2⋅
~̈x ,. .

(1.15)

можно получить линеаризованное уравнение динамики  в без-
размерной (нормированной) форме:

.. .+α 2⋅δ ÿ+α 1⋅δ ẏ+α0⋅δy=. ..+β2⋅δ ẍ+β1⋅δ ẋ+β0⋅δx ,
(1.16)

где  δy=Δy /~y , δx=Δx /~x , δ ẏ=Δ ẏ /~̇y , δ ẋ=Δ ẋ /~̇x , ..  —
отклонения фактических значений параметров и их производных
по времени, выраженные в долях от номинальных значений.

Пример:  линеаризовать  стационарное  уравнение  динамики в

рабочей точке (
~y ,~̇y ,~x ) :

ẏ2
( t )+ y ( t )+√ y ( t )=ex (t )

.

Функция и ее частные производные в рабочей точке:

F( y , ẏ ,x )= ẏ2
( t )+ y ( t )+√ y ( t )−ex ( t)

=0 ,

∂F
∂ ẏ
=2⋅~̇y=a1 ,

∂F
∂ y
=1+

1
2⋅√~y

=a0 ,
∂F
∂ y
=−e

~x=−b0 .

Линеаризованное уравнение динамики:

a1⋅Δ ẏ ( t )+a0⋅Δy( t )=b0⋅Δx( t ) .
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1.3. Передаточные функции систем

Пусть  p  d/dt — оператор однократного дифференцирования.

Тогда  pk  d k/dt k можно  рассматривать  как  алгебраический  со-

множитель, а выражение вида pkx(t)  d kx(t)/dt k — как произведе-
ние,  не  обладающее  свойством  коммутативности.  Опустив  знак

приращения  , уравнение (1.14) можно переписать в операторной
форме:

( .. .+a2⋅p
2
+a1⋅p+a0)⋅y ( t )=( .. .+b1⋅p+b0)⋅x( t ) , (1.17)

A ( p)⋅y ( t )=B( p)⋅x ( t ) , (1.18)

где A(p) — собственный операторный полином, B(p) — опера-
торный полином входного воздействия. Отношение

W ( p )=
B( p)
A ( p ) (1.19)

называется  передаточной функцией системы в операторной
форме.

Передаточная функция (1.19) считается  правильной, если по-
рядок  полинома  A(p) не  меньше  порядка  B(p).  Передаточная
функция  считается  строго  правильной,  если  порядок  полинома
A(p) больше порядка B(p).

Используя  теорему о  дифференцировании оригинала [2],  при
нулевых начальных условиях уравнение (1.14) можно переписать в
изображениях по Лапласу:

( .. .+a2⋅s
2
+a1⋅s+a0 )⋅Y ( s )=( .. .+b1⋅s+b0 )⋅X (s ) , (1.20)

A ( s )⋅Y (s )=B (s )⋅X (s ) . (1.21)

Отношение изображения выходной величины Y(s) к изображе-
нию величины X(s) при нулевых начальных условиях

W ( s )=
B( s )
A (s ) (1.22)
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называется  передаточной функцией системы в изображени-
ях по Лапласу.

Несмотря на внешнее сходство, между выражениями (1.19) и
(1.22) существуют принципиальные различия.

1) Передаточная функция (1.22) — не символическое, а алгеб-
раическое выражение,  значение  которого  полностью  определяет
реакцию системы на известное входное воздействие.

2) Использовать передаточную функцию (1.22) для математиче-
ского описания систем допустимо только при нулевых начальных
условиях.

3)  Использовать  передаточную  функцию  (1.22)  допустимо
только  для  математического  описания  стационарных  систем (у
которых коэффициенты  ai и  bi в  уравнении  (1.14)  не  зависят  от
времени).

Передаточные  функции  принято  записывать  так,  чтобы
коэффициент  при  выходной  величине  был  равен  единице,  а
коэффициент  при  входной величине являлся  общим множителем
для всех слагаемых числителя:

W ( s )=
k⋅(. . .+τ2⋅s

2
+τ1⋅s+1 )

.. .+T 2⋅s
2
+T1⋅s+1 , (1.23)

где  k —  коэффициент  усиления  системы  (передаточный

коэффициент),  Ti и  i — постоянные времени (они имеют размер-
ность времени в степени, равной порядку s).

Для многомерных систем выражения, подобные (1.18) и (1.21),
являются матричными. В операторной форме:

A ( p)⋅Y ( t )=B( p)⋅X ( t ) , (1.24)

где

A ( p)=[
a11 ( p ) .. . a1n ( p )
. .. .. . . ..
an1 ( p ) .. . ann( p)

] , Y ( t )=[
y1( t )
.. .
y n( t )

] ,
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B ( p )=[
b11( p ) . . . b1m( p )
.. . . . . .. .
bn 1( p ) . . . bnm( p)

] , X ( t )=[
x1( t )
.. .
xm( t )

] .
В изображениях по Лапласу:

A ( s )⋅Y (s )=B (s )⋅X (s ) , (1.25)

где

A ( s )=[
a11(s ) . .. a1n (s )
. .. . .. . ..
an1 (s ) . .. ann( s )

] , Y ( s )=[
Y 1 (s )
. ..
Y n (s )

] ,
B (s )=[

b11( s ) .. . b1m(s )
.. . .. . .. .
bn 1( s ) .. . bnm( s )

] , X ( s )=[
X1 (s )
. . .
Xm(s )

] .
Из (1.25) можно найти:

Y (s )=A−1
( s )⋅B(s )⋅X (s )=W ( s )⋅X ( s ) . (1.26)

Матрица

W ( s )=[
W 11 (s ) .. . W 1m(s )
. .. .. . . ..
W n1 (s ) .. . W nm( s )

]
называется передаточной матрицей системы. Каждый элемент

Wij(s) является передаточной функцией по каналу «вход j  выход
i». Соответственно:

Y i( s )=W ij (s )⋅X j( s ) , i=1 .. .n , j=1. ..m . (1.27)

Пример:  найти  передаточную  матрицу  многомерной  си-
стемы, уравнения динамики которой имеют вид:

{
ÿ1+ y1+ y2=x1+x2

ẏ1+ y1+ ẏ2=x2− x1
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Система уравнений динамики в изображениях по Лапласу (при
нулевых начальных условиях):

{ (s
2+1 )⋅Y 1( s )+Y 2( s )=X1(s )+X2(s )

(s+1)⋅Y 1(s )+s⋅Y 2( s )=X2 (s )−X1( s )

Система уравнений динамики в матричной форме:

A ( s )⋅Y (s )=B (s )⋅X (s ) ,

A ( s )=[ s
2
+1 1

s+1 s ] , B( s )=[
1 1
−1 1 ] ,

A−1 (s )=
1

s3
−1
⋅[ s −1
−s−1 s2+1 ].

Передаточная матрица системы:

W ( s )=A−1
(s )⋅B( s )=

1

s3−1
⋅[ s+1 s−1
−s2−s−2 s⋅(s−1 ) ] .

  

Если  на  линейную  систему  (одномерную  или  многомерную)
действуют несколько входных сигналов, то по принципу суперпо-
зиции можно получить ее передаточные функции по каждому из
каналов. Так в уравнении

Y (s )=W x(s )⋅X (s )+W g (s )⋅G( s ) (1.28)

величина Wx(s) является передаточной функцией по каналу «X

 Y», а Wg(s) — передаточной функцией по каналу «G  Y». 

По передаточной функции можно получить уравнения состоя-
ния. Правильная передаточная функция вида

W ( p )=
an⋅p

n
+. . .+a1⋅p+a0

bn⋅p
n
+. . .+b1⋅p+b0 (1.29)
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является операторным представлением линейного дифференци-
ального уравнения

an⋅y
(n)
+. ..+a1⋅ẏ+a0⋅y=bn⋅x

(n)
+. ..+b1⋅ẋ+b0⋅x ,

(1.30)

где an  0. Если какие-либо слагаемые отсутствуют, то соответ-
ствующие коэффициенты ai и bi заменяются нулями.

При переходе от дифференциального уравнения (1.30) порядка
n к системе дифференциальных уравнений первого порядка необхо-
димо учесть  влияние производных от  входного воздействия.  Это
достигается в ходе замены переменных [5].

zn=an⋅y−bn⋅x ,

zn−1= żn+an−1⋅y−bn−1⋅x=

¿ [an⋅ẏ+an−1⋅y ]−[bn⋅ẋ+bn−1⋅x ] ,

.. . . .. .. .
z1= ż2+a1⋅y−b1⋅x=

¿ [an⋅y
(n−1)

+.. .+a1⋅y ]−[bn⋅x
(n−1)

+. . .+b1⋅x ].
(1.31)

Из последнего уравнения и (1.30) можно получить:

ż1+a0⋅y−b0⋅x=

¿ [an⋅y
(n)
+. . .+a0⋅y ]−[bn⋅x

(n )
+. ..+b0⋅x ]=0 . (1.32)

Из уравнений (1.31)  и  (1.32)  находятся  уравнения состояния,
соответствующие динамической характеристике (1.30):

{
ż1=−a0⋅y+b0⋅x
ż2=z1−a1⋅y+b1⋅x

. . . .. . . . .
żn=zn−1−an−1⋅y+bn−1⋅x

y=
1
an

⋅[ zn+bn⋅x ]
(1.33)
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Система (1.33) решается при нулевых начальных условиях от-
носительно переменной  zn, по значению которой вычисляется вы-
ходной параметр y.

Пример:  получить систему  уравнения состояния по уравне-
нию динамики:

2⋅y⃛+3⋅ÿ+4⋅ẏ+ y=2⋅ẍ+3⋅ẋ+x .

Выходной параметр:

y=
1
a3

⋅[ z3+b3⋅x ]=
1
2
⋅z3

.

Уравнения состояния (с учетом подстановки y):

{
ż1=−

1
2
⋅z3+x

ż2=z1−2⋅z3+3⋅x

ż3=z2−
3
2
⋅z3+2⋅x

  

2. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

Задача 1. Звено САУ описывается нелинейным дифференци-
альным уравнением вида

.
Получить уравнение статики системы. Линеаризовать исходное

уравнение в точке равновесия у0=0,5; х0 ≈27,2.
Задача  2. Линеаризовать  нелинейное  дифференциальное

уравнение системы вида
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в точке равновесия у0=0, х0=2.
Представить на графике нелинейную и линеаризованную стати-

ческие характеристики рассматриваемой системы.
Задача 3. Получить линеаризованное уравнение в отклонениях

для нелинейной системы, описываемой дифференциальным уравне-
нием 

,

в точке равновесия у0=4, х0=12.
Представить на графике нелинейную и линеаризованную стати-

ческие характеристики рассматриваемой системы.
Остальные задачи  на  практических занятиях  по  данной теме

будут предлагаться преподавателем.

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

1. Что считается математической моделью системы? Как она
представляется в общем виде?

2. В чем отличия  моделей  одномерных и  многомерных си-
стем, линейных и нелинейных систем, стационарных и нестацио-
нарных систем, систем с сосредоточенными и с распределенными
параметрами?

3. Что считается динамической и статической характеристи-
кой системы? Что такое уравнения состояния системы?

4. При  каких  условиях  допустима  линеаризация  уравнений
систем? Каковы особенности линеаризованных характеристик?

5. По каким правилам выполняется линеаризация уравнений
систем?

6. Что такое передаточная функция системы? Как она полу-
чается в операторной форме и в изображениях по Лапласу? В чем
отличия  передаточных  функций  в  операторной  форме  и  в  изоб-
ражениях по Лапласу?
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7. Как получаются уравнения состояния системы по ее пере-
даточной функции?
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Практическое  занятие  №6.  Вычисление  передаточной
функции по структурной схеме системы

Цель занятия: приобретение практических навыков получения
передаточных функции систем управления по их представлению в
виде структурных схем.

Актуальность темы занятия: структурные схемы — один из
самых  популярных  способов  отображения  структуры  системы
управления. Умение выполнять преобразования структурных схем
и получать по ним передаточные функции необходимо специалисту
в области автоматизации.

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

1.1. Понятие структурной схемы

Структурной  схемой называют  графическое  отображение
математической модели системы в виде соединений звеньев. Каж-
дому  звену  может  соответствовать  один  элемент,  соединение
элементов или вообще любая часть системы. 

Структурные схемы широко используются на практике при ис-
следовании и проектировании систем, так как они дают наглядное
представление о связях между звеньями, о прохождении и преобра-
зовании сигналов в системе.

На схеме звено обозначается в виде прямоугольника. Для него
определяются  входные  и  выходные  сигналы  и  передаточная
функция (вместо которой можно указывать уравнение звена или ка-
кую-либо иную характеристику).  Если  передаточная  функция за-
дана в изображениях по Лапласу, то и сигналы задаются в изоб-
ражениях.  Если  передаточная  функция  задана  в  операторной
форме, или звено описывается дифференциальным уравнением, то
входные и выходные переменные задаются в виде функций време-
ни.
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Суммирующие или сравнивающие (вычитающие) звенья изоб-
ражаются следующим образом:

Для  получения  структурной  схемы  систему  представляют  в
виде  совокупности  взаимосвязанных  элементов.  Для  каждого
элемента определяют математическое описание, исходя из физиче-
ских закономерностей протекающих в нем процессов. Все дальней-
шие преобразования,  необходимые для получения уравнений или
передаточных функций системы, проще и нагляднее выполняются
по структурной схеме.

1.2. Преобразование структурных схем

1.  Последовательное соединение звеньев. В этом случае вы-
ходная величина каждого предшествующего звена является вход-
ным воздействием последующего звена.

Так как x1 = W1x0, x2 = W2x1,.. xN = WNxN—1, то цепочку из по-
следовательно соединенных звеньев можно заменить одним звеном
со следующей передаточной функцией:

.

(1.1)
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2. Параллельное соединение звеньев. При параллельном со-
единении на вход всех звеньев подается один и тот же сигнал, а вы-
ходные величины складываются.

Так как x1 =  W1x0,  x2 =  W2x0,..  xN =  WNx0,  x = x1 + ..  + xN, то
цепь из параллельно соединенных звеньев можно заменить одним
звеном со следующей передаточной функцией:

.
(1.2)

3.  Охват обратной связью. В этом случае  выходной сигнал
звена подается на его вход (возможно через какое-либо другое зве-
но).  Если выходной сигнал вычитается  из  входного воздействия,
обратную связь считают  отрицательной.  Если он складывается с
входным воздействием, обратную связь называют положительной.
Если сигнал с выхода звена подается на его вход непосредственно,
обратную связь считают единичной.

Можно записать систему уравнений:

(1.3)
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После исключения из (1.3)  x1 и  x2 можно получить передаточ-
ную функцию контура положительной обратной связи:

.
(1.4)

Для  контура  отрицательной  обратной  связи  передаточная
функция будет иметь вид:

.
(1.5)

4.  Перенос сумматора через звено. Если такая операция вы-
полняется по ходу сигнала,  то добавляется звено с передаточной
функцией, равной передаточной функции звена, через которое пе-
реносится  сумматор.  Если  сумматор  переносится  против  хода
сигнала, то необходимо добавить звено с передаточной функцией,
обратной передаточной функции звена, через которое переносится
сумматор.

5.  Перенос узла  через звено. Если операция выполняется по
ходу  сигнала,  то  добавляется  звено  с  передаточной  функцией,
обратной передаточной функции звена, через которое переносится
узел.  Если узел переносится против хода сигнала, то добавляется
звено с передаточной функцией, равной передаточной функции зве-
на, через которое переносится узел.
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6.  Перестановка  узлов  и  сумматоров. Узлы  и  сумматоры
можно менять местами, не добавляя звеньев.

При переносе узла через сумматор добавляется суммирующее
или сравнивающее звено.
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1.3. Вычисление передаточных функций

1.  Вычисление  передаточной  функции одноконтурной  си-
стемы. Систему с обратной связью (замкнутую систему) называют
одноконтурной, если при ее размыкании в какой-либо точке полу-
чается  цепочка  из  последовательно  соединенных  звеньев,  не  со-
держащая параллельных и обратных связей. Для получения переда-
точной функции структуру системы упрощают с  использованием
правил преобразования из пункта 3.2.

Пусть имеется следующая структурная схема:

Необходимо найти передаточную функцию по входу  g и вы-
ходу x. Последовательность упрощения схемы показана ниже:

Участок от точки приложения входного воздействия до точки
съема выходного сигнала называется прямой цепью с передаточной

функцией  WП =  W1W2W3. Цепочка последовательно соединенных
звеньев,  входящих в  замкнутый контур,  называется  разомкнутой

цепью с  передаточной  функцией  WР =  W2W3W4.  Передаточная
функция системы равна:

.
(1.6)
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Уравнение (1.6) будет справедливо для любой одноконтурной
системы.

2. Вычисление передаточной функции многоконтурной си-
стемы. Замкнутую систему  называют  многоконтурной,  если  она
помимо главной обратной связи содержит местные обратные или
параллельные связи.  Говорят,  что многоконтурная система имеет
перекрещивающиеся связи, если контур обратной или параллельной
связи  охватывает  участок  цепи,  содержащий  только  начало  или
конец другой цепи обратной или параллельной связи.

Для  вычисления  передаточной  функции  многоконтурной  си-
стемы  необходимо  в  первую  очередь  освободиться  от  перекре-
щивающихся  связей  путем  перестановки  и  переноса  узлов  и
сумматоров. После этого по правилам, изложенным в пункте 3.2,
система  преобразовывается  в  одноконтурную.  Ее  передаточная
функция вычисляется по формуле (1.6).

Замечание: при преобразовании структурной схемы запреща-
ется переносить сумматор через точку съема выходного сигнала.

Пример.  Найти  передаточные  функции  системы  заданной

структуры по каналам g  x и f  x.
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Вариант 1: определение передаточных функций по правилам
преобразования.  Структурная  схема  системы  после  устранения
перекрещивающихся связей путем переноса сумматоров:

Структурная  схема  системы  после  замены  параллельной  и
обратной связей эквивалентными звеньями:

Эквивалентные передаточные функции:

,

Передаточная функция прямой цепи по каналу g  x:

.

Передаточная функция разомкнутой цепи по каналу g  x:

.

Передаточная функция по каналу g  x:
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.

Передаточная функция прямой цепи по каналу f  x:

.

Передаточная функция разомкнутой цепи по каналу f  x:

.

Передаточная функция по каналу f  x:

.
Вариант 2: определение передаточных функций по исходной

структурной схеме по уравнениям сигналов:

Найденное значение x:

.

Передаточная функция по каналу g  x (при f = 0):

.

Передаточная функция по каналу f  x (при g = 0):

.

  

2. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ
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Студент должен самостоятельно изучить правила построения и
преобразования структурных схем; по заданной структурной схеме
получить передаточную функцию системы по каждому входному
воздействию.

Задания  выполняются  по  варианту,  указанному  препода-
вателем. Для каждой задачи приводится ее условие, содержатель-
ные рассуждения, определяющие порядок решения, вывод конеч-
ных закономерностей, анализ полученных результатов. 

Достоверность  решения  можно  подтвердить  расчётами  на
компьютере  с  использованием  соответствующих  программных
средств (MathCAD, MathLab). Значения коэффициентов передаточ-
ных функций задаются самостоятельно.
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Варианты заданий для самостоятельного решения

№ Схема W1 W2 W3 W4 W5 W6 W7

1 1 1 2 3 4 5 6 7
2 2 8 1 2 3 4 5 6
3 3 7 8 1 2 3 4 5
4 4 6 7 8 1 2 3 4
5 5 5 6 7 8 1 2 3
6 6 4 5 6 7 8 1 2
7 7 3 4 5 6 7 8 1
8 8 2 3 4 5 6 7 8
9 9 1 2 3 4 5 6 7
10 10 8 1 2 3 4 5 6
11 1 7 8 1 2 3 4 5
12 2 6 7 8 1 2 3 4
13 3 5 6 7 8 1 2 3
14 4 4 5 6 7 8 1 2
15 5 3 4 5 6 7 8 1
16 6 2 3 4 5 6 7 8
17 7 1 2 3 4 5 6 7
18 8 8 1 2 3 4 5 6
19 9 7 8 1 2 3 4 5
20 10 6 7 8 1 2 3 4
21 1 5 6 7 8 1 2 3
22 2 4 5 6 7 8 1 2
23 3 3 4 5 6 7 8 1
24 4 2 3 4 5 6 7 8
25 5 1 2 3 4 5 6 7
26 6 8 1 2 3 4 5 6
27 7 7 8 1 1 3 4 5
28 8 6 7 8 1 2 3 4
29 9 5 6 7 8 1 2 3
30 10 4 5 6 7 8 1 2
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Варианты структурных схем:

1)

2)

3)
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4)

5)

6)
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7)

8)

9)
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10)

Варианты передаточных функций:

1) K 5)

2) 6)

3) 7)

4) 8)
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КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

1. Что считается структурной схемой системы? Из чего она со-
стоит? По каким правилам она строится?

2. Как определяется передаточная функция одноконтурной си-
стемы?

3. Как  определяется  передаточная  функция  многоконтурной
системы?
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Практическое  занятие  №7.  Вычисление  передаточной
функции по графу системы

Цель занятия: приобретение практических навыков получения
передаточных функции систем управления по их представлению в
виде ориентированных графов.

Актуальность темы занятия: графа — один из самых нагляд-
ных способов отображения структуры системы управления. Умение
выполнять преобразования графов и получать по ним передаточные
функции необходимо специалисту в области автоматизации.

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

Графом называется множество вершин и ребер, в котором каж-
дому ребру соответствует две вершины — начало и конец ребра.

Основные характеристики графов:

 каждой вершине на графе, изображаемой кружком или точ-
кой, ставится в соответствие величина одной из переменных (коор-
динат системы);

 каждое ребро, изображаемое на графе линией со стрелкой,
имеет вершину-«начало» и вершину-«конец». Стрелка обозначает
направление передачи сигнала от начала к концу, таким образом,
граф прохождения сигналов является направленным (антисиммет-
ричным) графом;

 величина, соответствующая началу (вершине) ребра, назы-
вается  входной  величиной  ребра.  Если  из  вершины  выходит
несколько  ребер,  то  входные  величины этих  ребер  одинаковы  и
равны величине соответствующей вершины;

 ребро изображает одно из звеньев в системе и ему ставится
в соответствие передаточная функция;

 если к вершине подходит несколько ребер, то сопоставля-
емая ей величина равна сумме выходных величин ребер.
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Между графом прохождения сигналов и  структурной схемой
имеется взаимно однозначное соответствие.  Стрелка структурной
схемы соответствует вершине графа,  а  прямоугольник (звено) —
ребру. При необходимости в граф системы могут вводиться допол-
нительные единичные ребра для выявления промежуточных коор-
динат, являющихся, как правило, выходами отдельных ребер. Для
примера приведены графические представления некоторой системы
в виде структурной схемы (рисунок 1) и графа (рисунок 2).

Рисунок 1 — Структурная схема системы

Рисунок 2 — Граф системы

Простейшие правила преобразования графов линейных систем
представлены в таблице 1.

Таблица 1 — Преобразование графов линейных систем
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№ Структурная схема Эквивалентная
передаточная
функция

1 Параллельное соединение звеньев

2 Последовательное соединение звеньев

3 Встречно-параллельное соединение звеньев

В случае громоздких систем с большим числом звеньев и пере-
крестных  связей  наиболее  эффективным  является  использование
для  получения  эквивалентных  передаточных  функций  правила
Мейсона.  В  связи  с  этим  введем  необходимые  дополнительные
определения.

Прямой путь между двумя  заданными вершинами графа  —
это непрерывная последовательность ветвей одного направления, в
которой каждая из вершин встречается не более одного раза.

Контур — замкнутая цепь, при однократном обходе которой в
направлении, указанном стрелками, каждая из вершин встречается
не более одного раза.

Согласно правилу Мейсона, передаточная функция   между

входом в точке  и выходом в точке  равна

, (1.1)

где  — число прямых путей между вершинами  и ; 

—  передаточная  функция  k-го  прямого  пути  от  вершины   к
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вершине   (она равна произведению передаточных функций всех

ребер,  входящих  в  последовательность  прямого  пути);   —

определитель графа;   — k-й минор определителя графа, рав-
ный определителю более  простого графа,  который получается из
данного графа путем удаления из него всех ребер и вершин, лежа-
щих  на  k-м  прямом  пути,  а  также  всех  ребер,  входящих  в  эти
вершины и исходящих из этих вершин.

Определитель графа определяется из соотношения

,
(1.2)

где   —  передаточные  функции  различных  контуров

графа;   — произведения передаточных функций не-

пересекающихся пар контуров;   — произведе-
ния передаточных функций непересекающихся троек контуров.

 

Пример. Найти  передаточную  функцию   для  системы,
структурная схема которой приведена на рисунке.

Этой схеме соответствует граф



95

Для этого графа:
передаточная функция единственного прямого пути

;
передаточные функции контуров

; ;
главный определитель

;
определитель прямого пути

;
искомая передаточная функция

.

  

Пример. Найти передаточную функцию между точками  и

 для графа
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Передаточные функции прямых путей

W1=Wa·Wb·Wc;
W2=Wa·Wd·We·Wc;
W3=Wa·Wd·Wg·Wh.

Передаточные функции контуров

W01= Wd·Wg·Wh·Wn·Wr·Wp·Wl;
W02= Wd·We·Wc·Wn·Wr·Wp·Wl;
W03= Wb·Wc·Wn·Wr·Wp·Wl;
W04= Wc·Wn·Wr·Wm;
W05= Wr·Wp·Wq;
W06=Wg Ws;
W07= Wg·Wf.

Произведения  передаточных  функций  непересекающихся  пар
контуров
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W02·W07; 
W03·W06; 
W03·W07; 
W04·W06; 
W04·W07; 
W05·W06; 
W05·W07.

  

2. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

Студент должен самостоятельно изучить правила построения и
преобразования графов систем; по заданной структурной схеме по-
лучить  граф  системы  и  ее  передаточную  функцию  по  каждому
входному воздействию.

Варианты структурных схем приведены в материале предыду-
щего занятия.

Задания  выполняются  по  варианту,  указанному  препода-
вателем. Для каждой задачи приводится ее условие, содержатель-
ные рассуждения, определяющие порядок решения, вывод конеч-
ных закономерностей, анализ полученных результатов. 

Достоверность  решения  можно  подтвердить  расчётами  на
компьютере  с  использованием  соответствующих  программных
средств (MathCAD, MathLab). Значения коэффициентов передаточ-
ных функций задаются самостоятельно.

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

1. Что  считается  графом  системы?  По  каким  правилам  он
строится?

2. Какие существуют основные характеристики графов?
3. Что определяет правило Мэйсона?
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4. Как  определяется  передаточная  функция  многоконтурной
системы по ее графу?
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3. СЛУЧАНЫЕ ПРОЦЕССЫ

Практическое  занятие  №8.  Определение  характеристик
случайного процесса по экспериментальных данным

Цель  занятия:  приобретение  практических  навыков  оценки
статистических  характеристик  случайных  процессов  по  экс-
периментальных данным.

Актуальность  темы занятия: наличие  случайных помех  —
объективная  реальность  функционирования  систем  управления.
Умение  определять  характеристики  случайных  сигналов  для  по-
следующего учета их влияния на поведение системы необходимо
специалисту в области автоматизации.

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

1.1. Случайные процессы

Случайные  (стохастические)  процессы —  случайные
функции независимой переменной — времени t. Случайной счита-
ется функция, значение которой для каждого значения аргумента
является случайной величиной.

По  результатам  n опытов  случайный  процесс  X (t )  может

отобразиться  n различными  функциями  времени  x i ( t ) ,  где
i = 1,...,n, которые называются реализациями (возможными значе-
ниями) случайного процесса (см. рисунок 1.1). Должна изучаться
не каждая реализация в отдельности, а свойства всего множества

X (t ) .
Для любого фиксированного момента времени t = tj реализация

x i ( t j )  является регулярной (неслучайной), а X (t j )  — случайной
функцией, полученной путем статистического усреднения свойств
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различных реализаций. Функция X (t j )  называется сечением слу-
чайного процесса в момент времени tj.

Нельзя утверждать, что случайный процесс в данный момент
времени  принимает  некоторое  детерминированное  значение.
Можно говорить лишь о том, что с некоторой вероятностью это
значение находится в определенных пределах.

t

t

t

 tx1

 txk

 txn

tj

 j1 tx

 jk tx

 jn tx

Рисунок 1 — Реализации случайного процесса

1.2. Основные характеристики случайных процессов

Определяют  следующие  основные  статистические  характери-
стики случайных процессов.

1.  Функция распределения. Эта  непрерывная  неубывающая
функция определяет вероятность того, что значение случайной ве-
личины не превысит некоторого заданного значения

Fx (ξ )≡P {x≤ξ } ,
Fx

(−∞ )=0 ,F x
(+∞ )=1. (1.1)
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Одномерная функция распределения (функция первого порядка)

случайного процесса  X ( t )  определяет вероятность того, что его
текущее значение не превысит некоторого заданного уровня

F1 (ξ1 ,t1)≡P {X (t1)≤ξ1} ,
F1 (−∞ ,t1)=0 , F1 (+∞ ,t1)=1 . (1.2)

Функция (1.2) характеризует случайный процесс изолированно
в отдельных сечениях, не отражая взаимосвязи между ними. Одно-
мерной  функцией  распределения  однозначно  охарактеризуется
только чисто случайный процесс или белый шум. Его различные се-
чения совершенно независимы друг от друга.

Двумерная функция распределения случайного процесса X ( t )

определяет вероятность того, что его текущее значение не превысит
заданного уровня для двух различных моментов времени

F2 (ξ1 ,t1 ;ξ2 , t2 )≡P {X (t1)≤ξ1 , X ( t2 )≤ξ2 },
F2 (−∞ , t1 ;ξ2 ,t2)=F2 (ξ1 , t1 ;−∞ , t2 )=0 ,

F2 (+∞ , t1 ;+∞ ,t2)=1 . (1.3)

Можно определить n-мерную функцию распределения

Fn (ξ1 , t1 ; . .. ;ξn , tn)≡P {X (t1)≤ξ1 , .. . , X ( tn )≤ξn},
Fn (−∞ ,t1 ; .. . , ξn ,tn )=Fn (ξ1 , t 1 ; .. .;−∞ , tn)=0 ,

Fn (+∞ , t1 ; . .. ;+∞ , tn)=1. (1.4)

Чем выше порядок функции распределения, тем точнее опреде-
ляются свойства процесса. Зная n-мерную функцию, можно опреде-
лить  статистические  характеристики  вплоть  до  порядка  n — 1.
Закономерности вида (1.4) обычно громоздкие, поэтому на практи-
ке ограничиваются функциями первого или второго порядков.

Существует особый класс случайных процессов, для которых
функции  распределения  в  любой  момент  времени  tk могут  быть
определены на основании информации о них в один единственный
предшествующий момент времени  tj.  Такие процессы называются
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марковскими (по имени впервые исследовавшего их математика
А.А. Маркова). Они характерны для систем с отсутствием памяти
(или систем без последействия).

2. Плотность вероятности. Эта непрерывная функция опреде-
ляет  вероятность  того,  что  значение  случайной  величины  при-
надлежит некоторому интервалу

ϖx (ξ )≡
dF (ξ )
dξ

,F (ξ )=∫
−∞

+∞

ϖx ( ξ )dξ=1 ,

P {A<x≤B }=∫
A

B

ϖ x (ξ )dξ=F (B )−F (A ) .
(1.5)

Для случайного процесса  X (t )  можно определить плотности
вероятности требуемого порядка

ϖ1 (ξ1 ,t1)=
∂F1 (ξ1 , t1 )
∂ ξ1

,

.. .

ϖn (ξ1 , t1 ; . ..ξn , tn)=
∂nFn(ξ1 , t1 ; . ..ξn , tn )

∂ ξ1 . ..∂ ξn
,

(1.6)

Примечание. Наиболее употребительными считаются следу-
ющие виды распределений.

Равномерное  распределение. Оно  характерно  для  случайных
экспериментов с равновероятными исходами. Его функция распре-
деления и плотность вероятности находятся по формулам

F ( x )=
x−a
b−a

,

ϖ ( x )={
1

b−a
, x∈ [a ,b ] ,

0 , x∉ [a ,b ] ,

где  a и  b — нижняя и верхняя граница диапазона распределе-
ния. Графики функций показаны на рисунке 2.
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Рисунок  2  —  Функция  распределения  и  плотность
вероятности для равномерного распределения

Экспоненциальное  распределение. Оно  характерно  для  си-
стем с отсутствием последействия, когда

P {ξ>x+s|ξ>s }=P {ξ>x } ,

в связи с чем является основным в теории скачкообразных мар-
ковских  процессов.  Его  функция  распределения  и  плотность  ве-
роятности находятся по формулам

F ( x )=1−exp (−λ⋅x ) ,

ϖ ( x )={λ⋅exp (−λ⋅x ) , x≥0 ,
0 , x<0 ,

где   — коэффициент затухания. Графики функций показаны
на рисунке 3.
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Рисунок  3  —  Функция  распределения  и  плотность
вероятности для экспоненциального распределения

Нормальное распределение. Оно характерно для случайных ве-
личин, определяемых суммарным эффектом от действия большого
числа  случайных  факторов.  Его  функция  распределения  и  плот-
ность вероятности находятся по формулам
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F ( x )=
1

√2π⋅σ X

⋅∫
−∞

x

exp (− (x−mX )
2

2⋅σ X
2 )dx ,

ϖ ( x )=
1

√2 π⋅σ X

⋅exp(− (x−mX )
2

2⋅σ X
2 ),

где mX — математическое ожидание, X — среднеквадратиче-
ское отклонение случайной величины X. Графики функций показаны
на рисунке 4.

0 x 0 x

 xF  x
1

mX mX

0,5

Рисунок  4  —  Функция  распределения  и  плотность
вероятности для нормального распределения

3. Среднее значение по множеству (математическое ожида-
ние). Оно  определяется на основе наблюдений над реализациями
случайного процесса в один и тот же момент времени

~x (t )=mX (t )=M [X (t ) ]=∫
−∞

+∞

x⋅ϖ1 ( x ,t )dx .
(1.7)

Математическое ожидание случайного процесса — регулярная
функция,  значение  которой  в  любой  момент  времени  tj равно

математическому ожиданию соответствующего сечения X (t j ) .
Оно  является  результатом  вероятностного  усреднения  случайной
величины, при котором каждое ее возможное значение берется с ве-

сом ϖ1 (x , t j ) .
Можно определить центрированный случайный процесс

X
0

( t )=X ( t )−mX (t ) , (1.8)

математическое ожидание которого равно
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M [X
0

(t ) ]=M [ X (t )−mX (t ) ]=M [X (t ) ]−mX (t )=0 .
(1.9)

Любой  случайный  процесс  можно  представить  как  совокуп-
ность  регулярной  составляющей  (математического  ожидания)  и
центрированной случайной составляющей

X (t )=mX (t )+X (t )
0

. (1.10)

4. Среднее значение по времени. Оно определяется на основе
наблюдения за отдельной реализацией случайного процесса в тече-
ние достаточно длительного времени, как

x̄= lim
T→∞

1
2⋅T
⋅∫
−T

T

x ( t )dt ,
(1.11)

если этот предел существует. В общем случае это значение раз-
лично для отдельных реализаций случайного процесса.

Для одного и того же случайного процесса среднее по множе-
ству  и  среднее  по  времени  обычно  различаются.  Процессы,  для
которых эти значения совпадают, называются эргодическими. От-
дельная реализация эргодического случайного процесса в бесконеч-
ном интервале времени полностью определяет весь процесс с его
бесконечными реализациями.

5. Дисперсия. Это математическое ожидание квадрата центри-
рованного случайного процесса

DX ( t )=M [X2
0

( t ) ]=∫
−∞

+∞

{x−mX (t ) }
2
⋅ϖ1 ( x , t ) dx .

(1.12)
Дисперсия случайного процесса — регулярная функция, значе-

ние которой в любой момент времени tj равно дисперсии соответ-

ствующего сечения X (t j ) .
6. Среднеквадратичное отклонение случайного процесса

σ X (t )=√DX (t ) . (1.13)

По характеру изменения статистических характеристик с тече-
нием  времени  случайные  процессы  делят  на  стационарные  и
нестационарные. Стационарный  процесс  может  считаться



106

аналогом установившегося режима в детерминированных системах,
а нестационарный процесс — аналогом переходного режима. Раз-
личают стационарность в узком и в широком смысле.

Стационарным в узком смысле  называют случайный процесс

X (t ) ,  статистические  характеристики  которого  неизменны  во
времени. Функция распределения и плотность вероятности любой
размерности не зависят от сдвига всех точек tj вдоль оси времени на

одинаковую величину 

Fn (ξ1 ,t 1 ; .. . ;ξn , tn )=Fn (ξ1 ,t 1+ τ ; . . .;ξn ,t n+ τ ) ,

ϖn (ξ1 ,t 1 ; . .. ;ξn , t n)=ϖn (ξ1 ,t 1+τ ; . . .;ξn ,t n+τ ) . (1.14)

Стационарным  в  широком  смысле  называют  случайный

процесс  X (t ) ,  математическое ожидание которого постоянно,  а
функции распределения и плотности вероятности любой размерно-
сти зависят  только  от  величины  сдвига  всех  точек  tj вдоль  оси

времени на одинаковую величину .

Процессы, стационарные в узком смысле, обязательно стацио-
нарны и в  широком смысле.  Обратное утверждение верно не  во
всех случаях.

2. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

Студенту необходимо самостоятельно изучить понятие случай-
ного процесса, основные характеристики случайных процессов.

На практических занятиях студенту необходимо  получить две
выборки объемом  15-20 случайных чисел  с  заданными законами
распределения; определить для каждой выборки функцию распре-
деления и плотность вероятности; рассчитать для каждой выборки
математическое ожидание и дисперсию.

Примечание. Для получения выборок случайных величин с за-
данными законами распределения можно использовать программ-
ные средства, например MS Excel или MathCAD.
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Выборки случайных чисел из  N элементов каждая имитируют
стационарные  эргодические  случайные  процессы.  Функцию  рас-
пределения рекомендуется оценивать по выражению

FX (ξ )=∑
i=1

μ (X )
1
N

,
(1.15)

где  μ (X )  —  число  элементов  в  выборке  X,  для  которых

x i<ξ . Аналог плотности вероятности можно получить по соот-
ношению

ϖX (ξ )=∑
i=1

η ( X )
1
N

,
(1.16)

где  η (X )  — число элементов в выборке  X, которые удовле-

творяют условию ξ≤x i<ξ+Δ . Параметр  — ширина интерва-
ла разбиения оси X, вычисляемая по формуле

Δ=
Xmax−Xmin

k
,

(1.17)

где k=1+3,2⋅lg N  — оценка количества интервалов, округ-
ленная до ближайшего целого числа.

Для расчета статистических характеристик выборки X случай-
ных чисел рекомендуется использовать дискретные соотношения

mX=
1
N
⋅∑
i=1

N

x i ,
(1.18)

DX=
1

N−1
⋅∑
i=1

N

( x i−mX )
2≈

1
N
⋅∑
i=1

N

x i
2−mX

2 .
(1.19)

Задания  выполняются  по  варианту,  указанному  препода-
вателем.  Варианты заданий  приведены в  Таблице  1.  Типы и  па-
раметры распределений приведены в таблице 2.

Таблица 1 — Варианты заданий для самостоятельного решения

№ В1 П1 П2 В2 П1 П2
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1 1 0,0 1,0 3 0,0 0,2
2 2 0,5 — 1 3,0 5,0
3 3 1,0 0,5 2 2,0 —
4 1 0,0 2,0 2 0,5 —
5 2 1,0 — 2 1,0 —
6 3 0,0 0,4 1 4,0 5,0
7 1 0,0 3,0 1 1,0 2,0
8 2 1,5 — 1 1,0 3,0
9 3 2,0 0,3 3 1,0 0,3
10 1 0,0 4,0 3 2,0 0,4
11 2 2,0 — 3 0,0 0,5
12 3 0,0 0,2 2 1,5 —
13 1 0,0 5,0 2 2,0 —
14 2 0,5 — 1 2,0 4,0
15 3 1,0 0,1 1 3,0 4,0
16 1 1,0 5,0 1 1,0 4,0
17 2 1,0 — 2 0,5 —
18 3 2,0 0,1 3 1,0 0,4
19 1 2,0 5,0 3 2,0 0,3
20 2 1,5 — 3 0,0 0,2

Таблица 2 — Типы и параметры распределений

№ В П1 П2
1 Равномерное распределение a b
2 Экспоненциальное распределение  —
3 Нормальное распределение mX X

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

1. Что считается случайным процессом? Что называется реа-
лизацией и сечением случайного процесса?

2. Какие  случайные  процессы  считаются  марковскими,
эргодическими, стационарными, центрированными?

3. Что  показывают функция  распределения  и  плотность  ве-
роятности? Какие основные виды распределений существуют?



109

4. Что  характеризует  среднее  по  множеству,  среднее  по
времени, дисперсия и среднеквадратическое отклонение случайно-
го процесса?

5.  Как определить статистические характеристики случайных
процессов по экспериментальным данным?
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Практическое  занятие  №9.  Определение  корреляционной
функции  и  спектральной  плотности  случайного  процесса  по
экспериментальных данным

Цель  занятия:  приобретение  практических  навыков  оценки
корреляционных функций и спектральных плотностей случайных
процессов по экспериментальных данным.

Актуальность  темы  занятия: Корреляционные  функции  и
спектральные плотности — важный инструмент анализа и синтеза
систем, находящихся под влиянием случайных воздействий. Уме-
ние  определять  эти  характеристики  случайных  сигналов  необхо-
димо специалисту в области автоматизации.

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

1.1. Корреляционные функции случайных процессов

Статистические характеристики,  рассмотренные ранее,  не от-
ражают в полной мере характера случайного процесса и не учиты-
вают изменение его характеристик с течением времени.

t

 tx

0 t

 tx

0

 tmX

   ttm XX 

   ttm XX 

 tmX

   ttm XX 

   ttm XX 

Рисунок 1 — Случайные процессы различной структуры
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Например,  случайные  процессы  на  рисунке  1  различны  по
своей структуре, хотя и имеют одинаковые значения математиче-
ского ожидания и дисперсии.

Чтобы учесть связь между сечениями случайного процесса в
различные моменты времени, используют понятие корреляционной
(автокорреляционной) функции.

Корреляционной функцией случайного процесса X ( t )  назы-
вают неслучайную функцию двух аргументов  t1 и  t2,  которая для
каждой пары произвольно выбранных моментов времени равна

RX (t 1 , t2)=M [X
0

(t 1)⋅X
0

(t 2) ]=
¿∫
−∞

+∞

∫
−∞

+∞

{x1−mX ( t1 )}⋅{x2−mX ( t2)}⋅ϖ2 ( x1 ,t 1 ; x2 ,t2) dx1dx2 .
(1.1)

Корреляционная функция случайного процесса, стационарного
в узком смысле, не зависит от разности аргументов  t2 и  t1. Корре-
ляционная  функция  случайного  процесса,  стационарного  в  ши-

роком смысле, зависит только от одного аргумента  = t2 — t1

RX (τ )=RX (t , t+τ )=M [X
0

( t )⋅X
0

(t+τ ) ]=
¿∫
−∞

+∞

∫
−∞

+∞

{x1−mX ( t ) }⋅{x2−mX ( t+τ ) }⋅ϖ2 ( x1 , x2 , τ )dx1dx 2 .
(1.2)

Если ограничиться рассмотрением процессов, стационарных в
широком смысле, с нулевым математическим ожиданием, то можно
упростить выражение для корреляционной функции 

RX (τ )=M [X
0

(t )⋅X
0

(t+τ ) ]=∫
−∞

+∞

∫
−∞

+∞

x1⋅x2⋅ϖ2 (x1 , x2 , τ )dx1dx2 .
(1.3)

Для эргодических процессов корреляционную функцию можно
определить как среднее по времени от произведения

RX (τ )=M [X
0

(t )⋅X
0

(t+ τ ) ]={x (t )− x̄ }⋅{x (t+τ )− x̄ }=

¿ lim
T→∞

1
2⋅T ∫

−T

T

{x (t )− x̄ }⋅{x (t+ τ )− x̄ }dt ,
(1.4)
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где  x (t )  — любая реализация случайного процесса  X ( t ) .
Если среднее по времени равно нулю, то

RX (τ )=x ( t )⋅x (t+τ )= lim
T→∞

1
2⋅T
∫
−T

T

x ( t )⋅x (t+τ )dt .
(1.5)

Статистическая  связь  двух  случайных  процессов  X (t )  и

G (t )  характеризуется  взаимной  корреляционной  функцией,
которая для каждой пары произвольно выбранных моментов време-
ни равна

RXG ( t1 ,t2)=M [X
0

( t1 )⋅G
0

(t2) ]=
¿∫
−∞

+∞

∫
−∞

+∞

{x−mX (t1) }⋅{g−mG (t2) }⋅ϖ2 (x ,t 1 ; g ,t2) dxdg .
(1.6)

Для эргодических случайных процессов

RXG (τ )= lim
T→∞

1
2⋅T
∫
−T

T

{x ( t )− x̄ }⋅{g (t+τ )−ḡ }dt ,
(1.7)

где  x (t )  и  g (t )  — любые реализации процессов  X ( t )  и

G (t ) .
Если  случайные  процессы  статистически  не  связаны  друг  с

другом и имеют равные нулю средние значения,  то их взаимная

корреляционная функция для всех  равна нулю.

Основные свойства корреляционных функций следующие.
1. Начальное значение корреляционной функции равно диспер-

сии случайного процесса.

2. Значение корреляционной функции при любом   не может
превышать ее начального значения.

3.  Корреляционная  функция  есть  четная  функция  .  График
корреляционной функции симметричен относительно оси ординат.

4. Корреляционная функция суммы двух случайных процессов

Z ( t )=X ( t )+G ( t )  определяется выражением

RZ (τ )=RX (τ )+RG (τ )+RXG ( τ )+RGX (τ ) . (1.8)
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5.  Корреляционная  функция  постоянного  сигнала  x (t )=A0

(см. рисунок 2 (а)) равна

RX (τ )=x (t )⋅x ( t+τ )=A0⋅A0=A0
2 . (1.9)
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Рисунок  2  —  Корреляционные  функции  и  спектральные
плотности случайных процессов различной структуры
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6. Для периодической функции x (t )=A1⋅sin (ω1⋅t+ϕ1 )  (см.
рисунок 2 (б)) корреляционная функция не содержит никаких све-
дений о фазовом сдвиге и равна

RX (τ )=
A1

2

2
⋅cos (ω1⋅τ ) .

(1.10)
7.  Корреляционная функция функции времени, разлагаемой в

ряд Фурье 
x (t )=A0+∑

k=1

n

Ak⋅¿sin (ωk⋅t+ϕk ) ¿
, на основании свойств

5 и 6 имеет вид

RX (τ )=A0
2+∑

k=1

n Ak
2

2
⋅cos (ωk⋅τ ).

(1.11)
Типичная корреляционная функция стационарного случайного

процесса может быть аппроксимирована выражением

RX (τ )=DX⋅exp (−α⋅|τ|) , (1.12)

где  — параметр затухания.

С ростом  связь между сечениями случайного процесса осла-
бевает. На рисунке 2 (в) и (г) приведены примеры реализаций слу-
чайных  процессов  и  соответствующих  им  корреляционных
функций.  Очевидно,  что  корреляционная  функция,  соответству-
ющая процессу с более тонкой структурой, убывает быстрее. Кор-

реляционная функция белого шума представляет собой -функцию,
расположенную в начале координат (см. рисунок 2 (д))

RX( τ )=N⋅δ ( τ ) , (1.13)

где N — некоторая константа.
В ряде случаев корреляционная функция может быть аппрокси-

мирована выражением

RX (τ )=DX⋅exp (−α⋅|τ|)⋅cos (β⋅τ ) , (1.14)

где  — резонансная частота системы.

При решении практических задач часто пользуются нормиро-
ванными корреляционными функциями
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ρX (τ )=
RX (τ )

DX

, ρXG ( τ )=
RXG (τ )

√DX⋅DG

.
(1.15)

Корреляционную функцию можно использовать для выявления
слабого периодического полезного сигнала на фоне большой поме-

хи. Для этого ее определяют при больших значениях , когда влия-
ние случайного сигнала сказывается слабо (см. рисунок 3, пункти-
ром показана корреляционная функция помехи).

0


 XR

Рисунок 3 — Фильтрация полезного периодического сигнала с
помощью его корреляционной функции 

Статистическая  связь  двух  случайных  процессов  X (t )  и

G (t )  характеризуется  взаимной  корреляционной  функцией,
которая для каждой пары произвольно выбранных моментов време-
ни равна

RXG (t 1 , t2 )=M [X
∘

( t1 )G
∘

( t2 )]=

¿∫
−∞

+∞

∫
−∞

+∞

[x−mX (t1) ] [g−mG ( t2)]ϖ 2( x , t1 ;g ,t 2)dxdg
(1.16)

Для эргодических случайных процессов
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RXG (τ )= lim
T→∞

1
2T
∫
−T

T

[ x ( t )− x̄ ] [g ( t+τ )− ḡ ] dt
, (1.17)

где x ( t )  и g (t )  — любые реализации процессов X (t )  и G (t ) .
Центрированные  случайные  процессы  считаются  коррелиро-

ванными,  если  их  взаимная  корреляционная  функция  не  равна
нулю. В противном случае они считаются некоррелированными.

Взаимная корреляционная функция не является симметричной
относительно своих аргументов, однако справедливо соотношение

RXG (t1 , t2 )=M [X
∘

( t1 )G
∘

( t2 )]=M [G
∘

( t2 )X
∘

(t 1)]=RGX (t2 , t1 ) .
(1.18)

Если  взаимная  корреляционная  функция  двух  случайных

процессов  X ( t )  и  G (t )  зависит  только  от  разности  своих
аргументов

RXG (t1 , t2 )=R XG (t2−t1)=RXG ( τ ) , (1.19)

то такие процессы считают стационарно-связанными. Для стацио-
нарно-связанных случайных процессов

RXG (τ )=RGX (−τ ) . (1.20)

Корреляционная  функция  суммы  двух  случайных  процессов
Z ( t )=X ( t )+G ( t )  вычисляется по формуле

RZ (t 1 ,t2)=RX (t1 , t2)+RG (t1 , t2 )+RXG ( t1 , t2)+RGX ( t1 , t 2) . (1.21)

Корреляционная функция произведения двух некоррелирован-

ных случайных процессов Z (t )=X (t )G ( t )  находится по соотноше-
нию

RZ (t1 ,t2)=RX (t1 , t2)RG (t 1 ,t2) . (1.22)



118

При решении практических задач можно использовать норми-
рованную взаимную корреляционную функцию

ρXG (τ )=
R XG (τ )

√DX DG . (1.23)

1.2. Спектральные плотности случайных процессов

Спектральная плотность случайного процесса определяется как
преобразование Фурье корреляционной функции

S X (ω )=∫
−∞

+∞

RX ( τ )⋅exp (− j⋅ω⋅τ )dτ=

¿∫
−∞

+∞

RX ( τ )⋅cos (ω⋅τ )dτ− j⋅∫
−∞

+∞

RX (τ )⋅sin (ω⋅τ )dτ .
(1.24)

Так как RX (τ )  — четная, а sin (ω⋅τ )  — нечетная функция ,

то в (1.24) второй интеграл равен нулю. Учитывая, что cos (ω⋅τ )

— четная функция , получаем

S X (ω )=2⋅∫
0

+∞

RX ( τ )⋅cos (ω⋅τ )dτ .
(1.25)

Если спектральная плотность известна,  то с  помощью обрат-
ного преобразования Фурье можно найти соответствующую ей кор-
реляционную функцию

RX (τ )=
1

2⋅π
⋅∫
−∞

+∞

S X (ω)⋅exp ( j⋅ω⋅τ )dω=

¿
1
π
⋅∫

0

+∞

S X (ω )⋅cos (ω⋅τ )dω .
(1.26)

Можно установить важную зависимость  статистическими ха-
рактеристиками случайного процесса

DX=R X (0 )=
1
π
⋅∫

0

+∞

S X (ω)dω .
(1.27)
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Физический  смысл  спектральной  плотности  заключается  в
том, что она характеризует распределение мощности сигнала по
частотному спектру.

Взаимная спектральная плотность двух стационарных случай-

ных процессов  X ( t )  и  G (t )  определяется  как  преобразование
Фурье взаимной корреляционной функции

S XG ( j⋅ω)=∫
−∞

+∞

RXG ( τ )⋅exp (− j⋅ω⋅τ )dτ .
(1.28)

Если процессы X ( t )  и G (t )  некоррелированные, а их сред-
ние значения равны нулю, то их взаимная спектральная плотность
также равна нулю.

Основные свойства спектральных плотностей следующие.
1. Спектральная плотность является действительной и четной

функцией частоты. Взаимная спектральная плотность действитель-
ной и четной функцией частоты не является.

2.  Спектральная  плотность  постоянного  сигнала  x (t )=A0

(см. рисунок 2 (а)) представляет собой -функцию, расположенную
в начале координат.

Форма спектральной плотности показывает, что вся мощность
постоянного сигнала сосредоточена на нулевой частоте.

3. Для периодической функции x (t )=A1⋅sin (ω1⋅t+ϕ1 )  (см.

рисунок 2 (б)) спектральная плотность представляет собой две  -
функции, расположенные симметрично относительно начала коор-

динат при  = 1.

Форма спектральной плотности показывает,  что  вся  мощ-
ность периодического сигнала сосредоточена на двух частотах.

4.  Спектральная  плотность  функции  времени,  разлагаемой  в

ряд Фурье 
x (t )=A0+∑

k=1

n

Ak⋅¿ sin (ωk⋅t+ϕk ) ¿
, на основании свойств

2 и 3 имеет вид линейчатого спектра с  -функциями, расположен-
ными на положительных и отрицательных частотах гармоник
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S X(ω )=2⋅π⋅{A0
2⋅δ (ω )+∑

k=1

n Ak
2

4
⋅[δ (ω−ωk )+δ (ω+ωk ) ]}.

(1.29)
5.  Спектральная  плотность  белого  шума  постоянна  во  всем

диапазоне частот (см. рисунок 2 (д)).
Постоянство  спектральной  плотности  белого  шума  во  всем

диапазоне частот формально означает, что его энергия распределе-
на  по  всему спектру  равномерно,  а  суммарная  энергия  процесса
равна бесконечности. Это указывает на невозможность физической
реализации белого шума.

Частотный спектр белого шума «западает» на высоких ча-
стотах (см. рисунок 2 (д)). Если эти частоты настолько велики,
что  при  рассмотрении  системы  они  не  играют  роли  (так  как
лежат вне полосы частот пропускания), то идеализация сигнала в
виде белого шума вполне целесообразна.

Спектральная плотность случайного процесса, не содержащего
периодической составляющей (см. рисунок 2 (в) и (г)) может быть
аппроксимирована выражением

S X(ω )=
2⋅DX⋅α

α2+ω2
=

2⋅DX⋅T X

1+T X
2⋅ω2

,
(1.30)

где  — параметр затухания, Tx = 1 /  — постоянная времени.
Такой плотности соответствует корреляционная функция

RX( τ )=
1

2⋅π
⋅∫
−∞

+∞ 2⋅DX⋅α

α 2+ω2
⋅exp ( j⋅ω⋅τ )dω=DX⋅exp (−α⋅|τ|).

(1.31)
Чем шире график спектральной плотности, тем уже график со-

ответствующей корреляционной функции (см. рисунок 1.3 (в) и (г)).
Это соответствует физической сущности процесса (чем более высо-
кие  частоты  представлены  в  спектральной  плотности,  тем  выше
степень его изменчивости).
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На практике часто используют нормированную спектральную
плотность, имеющую размерность времени, которая является пре-
образованием Фурье нормированной корреляционной функции

βX=∫
−∞

+∞

ρX (τ )⋅exp (− j⋅ω⋅τ )dτ=
SX (ω)

DX

, β XG (ω )=
SXG (ω)

√DX⋅DG

.

(1.32)
Спектральную плотность можно использоваться для выявления

слабого полезного сигнала на фоне большой помехи. Присутствие
периодической  составляющей  обнаруживается  по  всплескам  на
графике спектральной плотности (см. рисунок 4).

Рисунок 4 — Фильтрация полезного сигнала с  помощью его
спектральной плотности

Взаимная спектральная плотность двух стационарных слу-

чайных процессов X (t )  и G (t )  определяется как преобразование
взаимной корреляционной функции по Фурье

S XG ( jω )=∫
−∞

+∞

RXG ( τ ) e− jωτ dτ
. (1.33)

В отличие от спектральной плотности S X (ω )  взаимная спек-

тральная плотность S XG ( jω )  действительной и четной функцией
частоты не является.
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Если процессы X ( t )  и G (t )  некоррелированные, а их сред-
ние значения равны нулю, то их взаимная спектральная плотность
также равна нулю.

Можно использовать нормированную взаимную спектральную
плотность, имеющую размерность времени, которая является пре-
образованием нормированной взаимной корреляционной функции
по Фурье

βXG (ω)=
SXG (ω)

√DX DG . (1.34)
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2. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

Студенту необходимо самостоятельно изучить понятие корре-
ляционной функции случайного процесса  и ее свойства;  понятие
спектральной плотности случайного процесса и ее свойства.

На практических занятиях студенту необходимо: получить две
выборки объемом  15-20 случайных чисел  с  заданными законами
распределения;  определить для  каждой выборки корреляционные
функции  и  взаимные  корреляционные  функции;  определить  для
каждой выборки спектральные плотности и взаимные спектральные
плотности.

Примечание. Для получения выборок случайных величин с за-
данными законами распределения можно использовать программ-
ные средства, например MS Excel или MathCAD.

Выборки случайных чисел из  N элементов каждая имитируют
стационарные эргодические случайные процессы. 

Статистические  характеристики  эргодического  случайного

процесса X (t )  могут быть найдены по его единственной реализа-

ции  x ( t ) ,  наблюдаемой  в  течение  достаточно  длительного  по-
ложительного промежутка времени  T .  Для оценки математиче-
ского ожидания (среднего по времени) и корреляционной функции
можно  использовать  формулы  (2.20)  и  (2.31),  представленные  в
виде

m̂X=
1
T
∫
0

T

x ( t )dt
, (1.35)

R̂X (τ )=
1

T−τ
∫
0

T−τ

[ x (t )−m̂X ] [ x (t+τ )−m̂X ]dt
. (1.36)
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Примечание. Уменьшение в (1.36) интервала  T  на величину

τ  объясняется тем, что значения x ( t+τ )  известны только до

момента времени t=T−τ .

Промежуток времени наблюдения  T  должен быть разбит на

n  равных интервалов Δ=T /n  так, чтобы за время Δ  функция

x (t )  изменялась незначительно (см. рисунок 2.8). Чем больше T

и чем меньше , тем точнее оценка статистических характеристик.

 tx

t0
 iti

 nT

    jnT j   jj

   jj

 itx  jitx 

Рисунок  5  —  Определение  корреляционной  функции  по
экспериментальным данным

Параметрам t  и τ  придаются дискретные значения

ti=iΔ ,i=1,2, . .. (1.37)

τ j= jΔ , j=0,1 , .. . (1.38)

При  сделанных  допущениях  интегралы  в  формулах  (1.35)  и
(1.36) могут быть приближенно заменены суммами

m̂X=
Δ
T
∑
i=1

n

x ( ti )=
1
n
∑
i=1

n

x (t i )
, (1.39)
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R̂X ( τ j )=R̂X( jΔn )=

¿
Δ

T− jΔ∑i=1

n− j

[x ( ti )−m̂X ] [x (t i+ j )−m̂X ]=

¿
1

n− j∑i=1

n− j

[x (t i )−m̂X ] [x ( ti+τ j )−m̂X ]
(1.40)

Вычисления по формуле (1.40) выполняются до таких значений

j , при которых 
R̂X ( τ j )  начинает совершать небольшие нерегу-

лярные колебания относительно нуля.  Для получения ошибки не

более 2% желательно, чтобы выполнялось условие j≤0,1n .
Взаимная корреляционная функция двух случайных процессов

находится аналогично.
Для  расчета  спектральных  плотностей  можно  использовать

формулы (1.25)  и (1.33)  в дискретной форме,  заменив интегралы
суммами.

Варианты заданий для самостоятельного решения приведены в
материале предыдущего занятия

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

1. Что  характеризует  корреляционная  функция  случайного
процесса?  Что  характеризует  взаимная  корреляционная  функция
двух случайных процессов?

2. Каковы  свойства  корреляционных  функций  случайных
процессов?

3. Как  можно  использовать  корреляционную  функцию  для
фильтрации полезного сигнала?

4. Что  характеризует  спектральная  плотность  случайного
процесса?  Что  характеризует  взаимная  спектральная  плотность
двух случайных процессов?

5. Каковы  свойства  спектральных  плотностей  случайных
процессов?



126

6. Как  можно  использовать  спектральную  плотность  для
фильтрации полезного сигнала?

5.  Как  определить  корреляционные функции и  спектральные
плотности случайных процессов по экспериментальным данным?
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4.  ОСНОВНЫЕ  ПОЛОЖЕНИЯ  ТЕОРИИ
ВАРИАЦИОННОГО ИСЧИСЛЕНИЯ

Практическое занятие №10. Решение вариационной задачи
с фиксированными границами

Цель занятия:  приобретение практических навыков решения
вариационных задач с фиксированными границами и фиксирован-
ным временем методами теории вариационного исчисления.

Актуальность  темы  занятия: Вариационное  исчисление  —
важнейший математический аппарат решения задач оптимального
управление.  Умение использовать его необходимо специалисту в
области автоматизации.

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

1.1.  Основные  понятия  классического  вариационного
исчисления

Пусть  на  координатной  плоскости  задано  семейство  кривых

x i( t ) , i = 0, 1, 2,… Кривая  x0( t )  считается  опорной,  а  все
остальные — кривыми сравнения (см. рисунок 1).

x(t)

t0 t0 t1

x0

x1

0

1

2

Рисунок 1 — Опорная кривая (0) и кривые сравнения (1, 2)



128

Считается, что кривые x0( t )  и x i( t )  имеют близость нуле-

вого порядка, если для всех 
t∈ [t0 ,t 1 ]  выполняется условие

|x i( t )−x0 ( t )|≤ε . (1.1)

где  — малая величина. На рисунке 1 все кривые имеют бли-
зость нулевого порядка.

Считается, что кривые  x0( t )  и  x i( t )  имеют близость по-
рядка k, если аналогичное условие выполняется для всех их произ-
водных по времени до порядка k включительно

|x i
( j)
( t )−x0

( j)
( t )|≤ε , j=1, . .. , k . (1.2)

На  рисунке  1.1  близость  первого  и  второго  порядков  имеют
только кривые 0 и 2.

Вариацией параметра  x i( t )  называется  разность  между

функцией сравнения x i( t )  и опорной функцией x0( t )

δxi ( t )=x i( t )−x0 ( t ). (1.3)

Вариация  является  функцией  параметра  t, по  которому  она
может  быть  продифференцирована  нужное  число  раз,  при  этом
производная от вариации равна вариации от производной

(δx i( t ))
( j )
=x i

( j )
( t )−x0

( j)
( t )=δxi

( j )
( t ) , j=1, . .. , k .

(1.4)

Переменная  величина  J (x( t ))  называется  функционалом,

зависящим от функции x ( t ) , если каждой функции x i( t )  из не-

которого семейства соответствует значение  J ( x i( t )) .  Функцио-

нал  считается  непрерывным при  x=x0( t ) ,  если  для  любого

 > 0 можно подобрать такое  > 0, что для всех кривых, имеющих
близость порядка k, выполняется условие

|J (x i( t ))−J ( x0( t ))|≤Δ , i=1 ,. . ., k .
(1.5)



129

Функционал J (x( t ))  считается линейным, если

J (c⋅x ( t ))=c⋅J (x( t )) ,
J (x( t )±g ( t ))=J (x ( t ))±J (g( t )) . (1.6)

Пусть задана вариация  δxi ( t ) . По отношению к ней можно
выделить  линейную  L и  нелинейную  N части  приращения

J (x( t )) :

J (x ( t )+δx ( t ))−J (x ( t ))=
=L (x ( t ), δx ( t ))+N (x ( t ) , δx( t )) . (1.7)

Вариацией функционала J называется величина

δJ (x ( t ))=L (x( t ) , δx( t )) . (1.8)

Если функционал  J достигает экстремума на некоторой опор-

ной кривой x0( t ) , то для любой близкой к ней кривой сравнения
должно выполняться условие

δJ (x i( t ))=J ( xi ( t ))−J (x0 ( t ))≥0 , (1.9)

если J ( x0( t ))→min , или условие

δJ (x i( t ))=J ( xi ( t ))−J (x0 ( t ))≤0. (1.10)

если J ( x0( t ))→max .
Если  функционал  достигает  экстремума  в  некоторой  точке

x¿=x ( t ¿ )  внутри области его определения, то выполняется  не-
обходимое условие экстремума

δJ (x ( t
¿
))=0. (1.11)

Экстремум  считается  сильным,  если  он  достигается  по  от-
ношению к кривым равнения, имеющим с опорной кривой близость
нулевого порядка. Если экстремум достигается только по отноше-
нию к кривым, имеющим близость первого и выше порядков, он
считается слабым.
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1.2.  Решение  задачи  синтеза  оптимальной  траектории  с
фиксированными границами

Задача  синтеза формулируется как  задача  поиска экстремума
функционала

J (x( t ))=∫
t0

t1

f (t , x ( t ) , ẋ ( t ))dt , x ( t 0)=x0 , x ( t 1)=x1 .
(1.12)

где  f — непрерывная  функция,  дифференцируемая  по  своим

аргументам требуемое  число  раз;  x ( t )  — некоторая  скалярная

функция. На отрезке 
t∈ [ t0 ,t 1 ]  кривые семейства x ( t )  должны

быть непрерывными и кусочно-гладкими. Производные по времени

ẋ ( t )  могут иметь точки разрыва первого рода.
Пусть экстремум функционала (1.12)  достигается на опорной

кривой x0( t ) . Уравнения кривой сравнения и ее производной на-
ходятся через приращения

x=x0+δx , ẋ= ẋ0+δ ẋ . (1.13)

Приращение функционала (1.12) определится формулой

J ( x )−J ( x0)=J (x0+δx )−J (x0 )=

¿∫
t0

t 1

[ f ( t , x0+δx , ẋ0+δ ẋ)− f ( t , x0 , ẋ0) ]dt .
(1.14)

По теореме о конечном приращении

f (t , x0+δx , ẋ0+δ ẋ )− f (t , x0 , ẋ0)=

¿
∂ f
∂ x
⋅δx+

∂ f
∂ ẋ
⋅δ ẋ+N ( t , x , ẋ , δx , δ ẋ ) .

(1.15)
Выделяя главную часть приращения, линейную относительно

аргументов, можно определить вариацию функционала (1.12)

δJ=∫
t0

t 1

[ ∂ f∂ x
⋅δx+

∂ f
∂ ẋ
⋅δ ẋ ]dt=∫

t0

t1
∂ f
∂ x
⋅δ xdt+∫

t 0

t 1
∂ f
∂ ẋ
⋅δ ẋdt .

(1.16)
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Второе слагаемое интегрируется по частям

∫
t0

t1
∂ f
∂ ẋ
⋅δ ẋ dt=[ u=

∂ f
∂ ẋ

, du=
d
dt
∂ f
∂ ẋ

dt ,

dv=δ ẋ dt , v=δx ]=
=
∂ f
∂ ẋ
⋅δx|t0

t 1−∫
t
0

t1
d
dt
∂ f
∂ ẋ
⋅δ xdt .

(1.17)

С  учетом  краевых  условий  δx0=δx1=0  и  необходимого
условия экстремума (1.11)

δJ=∫
t0

t 1
∂ f
∂ x
⋅δ xdt−∫

t 0

t 1
d
dt
∂ f
∂ ẋ
⋅δ xdt=∫

t0

t1

[ ∂ f∂ x−
d
dt
∂ f
∂ ẋ ]⋅δ xdt=0 .

(1.18)

Так как величина δx  в общем случае является произвольной
непрерывной функцией, которая обращается в ноль только в гра-
ничных точках, то это равенство соблюдается только в случае

∂ f
∂ x
−

d
dt
∂ f
∂ ẋ
=0 .

(1.19)
Уравнение (1.19) называется  уравнением Эйлера или первым

необходимым условием экстремума. Кривая, на которой достигает-
ся  экстремум функционала (1.12),  называется  экстремалью.  Вид

экстремума определяется по теореме Лежандра. При 
t∈ [ t0 ,t 1 ]  в

задаче с фиксированными границами выполняется условие

∂
2 f

∂ ẋ∂ ẋ
≥0 ,

(1.20)

если J ( x0( t ))→min , или условие

∂
2 f

∂ ẋ∂ ẋ
<0 ,

(1.21)

если J ( x0( t ))→max .
Уравнения  (1.20)  и  (1.21)  определяют  второе  необходимое

условие экстремума.
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Пример. Нахождение оптимальной траектории в задаче с фикси-
рованными границами.

J=∫
t0

t1

[ x2+ τ2⋅ẋ2 ]dt , x ( t 0)=x0 , x ( t1)=x1 .

f=x2+τ 2⋅ẋ2 ,
∂ f
∂ x
=2⋅x ,

∂ f
∂ ẋ
=2⋅τ 2⋅ẋ ,

d
dt
∂ f
∂ ẋ
=2⋅τ2⋅ẍ .

Уравнение Эйлера

2⋅x−2⋅τ2
⋅ẍ=0 ,

τ2
⋅ẍ−x=0 .

Характеристический полином и его корни

τ2⋅λ2−1=0 ,

λ1,2=±
1
τ

.

Общее решение уравнения Эйлера

x=C1⋅exp( tτ )+C2⋅exp (− t
τ ) .

Система уравнений для определения коэффициентов C, составлен-
ная на основании граничных условий

{
x0=C1⋅exp (

t0
τ )+C2⋅exp (−

t0
τ ) ,

x1=C1⋅exp(
t1

τ )+C2⋅exp(−
t1

τ ).
Значения коэффициентов C

C1=

exp (−
t1
τ )⋅x0−exp(−

t 0

τ )⋅x1

exp (
t0

τ )⋅exp(−
t1

τ )−exp(−
t0

τ )⋅exp(
t 1

τ )
,

C2=

exp (
t 0

τ )⋅x1−exp(
t1
τ )⋅x0

exp (
t 0

τ )⋅exp (−
t1
τ )−exp(−

t0

τ )⋅exp (
t1

τ )
.



133

По  теореме  Лежандра  экстремум  функционала  является  ми-
нимумом, так как

∂
2 f

∂ ẋ∂ ẋ
=2⋅τ2>0.

  

2. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

Студенту  необходимо самостоятельно изучить:  основные  по-
ложения теории вариационного исчисления; порядок решения ва-
риационных задач с фиксированными границами и фиксированным
временем.

На практических занятиях необходимо решить вариационную
задачу с фиксированными границами и фиксированным временем.
Примерные задачи для самостоятельного решения приведены ниже.
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Остальные задачи  по  данной теме  на  практических занятиях
предлагаются преподавателем.

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

1. Что понимается под вариацией параметра? Каковы свойства
вариации? Что понимается под вариацией функционала?

2. Каково необходимое условие экстремума функционала? Что
считается сильным и слабым экстремумом?

3. Как синтезируется  оптимальная  траектория с  фиксирован-
ными границами и фиксированным временем?
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Практическое  занятие  №11.  Частные  случаи  решения
вариационных задач

Цель занятия:  приобретение практических навыков решения
вариационных задач с фиксированными границами и фиксирован-
ным временем методами теории вариационного исчисления.

Актуальность  темы  занятия: Вариационное  исчисление  —
важнейший математический аппарат решения задач оптимального
управление.  Умение использовать его необходимо специалисту в
области автоматизации.

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

Пусть вариационная задача формулируется как задача поиска
экстремума функционала

J (x( t ))=∫
t0

t1

f (t , x ( t ) , ẋ ( t ))dt , x ( t 0)=x0 , x ( t 1)=x1 .
(1.1)

где  f — непрерывная  функция,  дифференцируемая  по  своим

аргументам требуемое  число  раз;  x ( t )  — некоторая  скалярная

функция. На отрезке t∈ [ t0 ,t 1 ]  кривые семейства x ( t )  должны
быть непрерывными и кусочно-гладкими. Производные по времени

ẋ ( t )  могут иметь точки разрыва первого рода.

Если в (1.1) подынтегральная функция имеет вид f ( t , x ) , то
решение уравнения Эйлера не содержит элементов произвола и су-
ществует только в том случае, если оно удовлетворяет граничным
условиям.

Пример. Нахождение оптимальной траектории в задаче с фикси-
рованными границами.

J=∫
t0

t1

x2dt , x ( t 0)=x0 , x( t 1)=x1 .
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f=x2 ,
∂ f
∂ x
=2⋅x=0 , x ( t )=0 .

f=x2 ,
∂ f
∂ x
=2⋅x ,

∂ f
∂ ẋ
=0.

Уравнение Эйлера

2⋅x=0 .

Решение задачи существует только при x0= x1=0 .

  

Если в (1.1) подынтегральная функция имеет вид f ( t , ẋ ) , то
уравнение Эйлера решается интегрированием.

Пример. Нахождение оптимальной траектории в задаче с фикси-
рованными границами.

J=∫
t0

t1

τ2⋅ẋ2dt , x ( t 0)=x0 , x ( t1)=x1 .

f=τ2⋅ẋ2 ,
∂ f
∂ x
=0 ,

∂ f
∂ ẋ
=2⋅τ2⋅ẋ ,

d
dt
∂ f
∂ ẋ
=2⋅τ2⋅ẍ .

Уравнение Эйлера

2⋅τ 2
⋅ẍ=0 .

Решение уравнения Эйлера

τ2⋅ẋ=C1 ,

τ2⋅x=C1⋅t+C2 ,

x=
C1

τ2
⋅t+

C2

τ2
.

Система уравнений для определения коэффициентов C, составлен-
ная на основании граничных условий

{
x0=

C1

τ2

⋅t0+
C2

τ2

,

x1=
C1

τ2

⋅t 1+
C2

τ 2

.
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Значения коэффициентов C

C1=
x1−x0

t1−t 0

⋅τ2 ,

C2=
x0⋅t 1−x1⋅t 0

t 1− t0
⋅τ 2 ,

По  теореме  Лежандра  экстремум  функционала  является  ми-
нимумом, так как

∂
2 f

∂ ẋ∂ ẋ
=2⋅τ2>0.

  

2. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

Студенту  необходимо самостоятельно изучить:  основные  по-
ложения теории вариационного исчисления; порядок решения ва-
риационных задач с фиксированными границами и фиксированным
временем.

На практических занятиях необходимо решить частную вари-
ационную задачу с фиксированными границами и фиксированным
временем. Примерные задачи для самостоятельного решения при-
ведены в материалах занятия №10.

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

1. Как синтезируется  оптимальная  траектория с  фиксирован-
ными границами и фиксированным временем, если подынтеграль-
ная функция функционала не зависит от ?

2. Как синтезируется  оптимальная  траектория с  фиксирован-
ными границами и фиксированным временем, если подынтеграль-

ная функция функционала не зависит от ?

ЛИТЕРАТУРА
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Практическое  занятие  №12.  Решение  многомерной
вариационной задачи

Цель занятия:  приобретение практических навыков решения
вариационных задач с фиксированными границами и фиксирован-
ным временем методами теории вариационного исчисления.

Актуальность  темы  занятия: Вариационное  исчисление  —
важнейший математический аппарат решения задач оптимального
управление.  Умение использовать его необходимо специалисту в
области автоматизации.

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

Можно  сформулировать  многомерную  задачу  синтеза
оптимальной траектории

J (X ( t ))=∫
t0

t 1

f (t , X ( t ) , Ẋ ( t ))dt→extr ,
(1.1)

где X ( t )  — векторная функция размерностью n.
Для получения условия экстремума функционал (1.1) варьиру-

ется  поочередно  по  каждой  из  функций  x i( t ) ,i=1 , .. . , n .  При
этом он считается зависимым только от этой функции. Так как каж-
дая  из  кривых,  на  которой  функционал  достигает  экстремума,
должна удовлетворять условию Эйлера (1.19), можно составить си-
стему дифференциальных уравнений

∂ f
∂ x i

−
d
dt
∂ f
∂ ẋ i

=0 , i=1 , .. .n ,
(1.2)

которая определяет семейство из n экстремалей.

Пример.  Нахождение  оптимальной  пространственной  траекто-
рии в задаче с фиксированными границами.

J=∫
t0

t1

[x1
2+ x2

2+2⋅ẋ1⋅ẋ2 ]dt , X ( t 0)=X0 , X ( t1)=X1 .
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f=x1
2+x2

2+2⋅ẋ1⋅ẋ2 ,
∂ f
∂ x1

=2⋅x1 ,
∂ f
∂ ẋ1

=2⋅ẋ2 ,
d
dt
∂ f
∂ ẋ1

=2⋅ẍ2 ,

∂ f
∂ x2

=2⋅x2 ,
∂ f
∂ ẋ2

=2⋅ẋ1 ,
d
dt
∂ f
∂ ẋ2

=2⋅ẍ1 .

Система уравнений Эйлера

{
ẍ1−x2=0 ,

ẍ2−x1=0 ,

x2= ẍ1 , ẍ2=x1
( IV ) , x1

( IV )
−x1=0 .

Общее решение системы уравнений Эйлера

x1( t )=C1⋅exp (t )+C2⋅exp (−t )+C3⋅sin (t )+C4⋅cos (t ) ,

x2( t )=C1⋅exp (t )+C2⋅exp (−t )−C3⋅sin (t )−C4⋅cos (t ) .

Неопределенные коэффициенты Ci находятся на основании гранич-
ных условий.

  

2. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

Студенту  необходимо самостоятельно изучить:  основные  по-
ложения теории вариационного исчисления; порядок решения ва-
риационных задач с фиксированными границами и фиксированным
временем.

На практических  занятиях  необходимо решить  многомерную
вариационную задачу с фиксированными границами и фиксирован-
ным временем. Примерные задачи для самостоятельного решения
приведены ниже (ограничения-равенства не учитывать).
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Остальные задачи  на  практических занятиях  по  данной теме
предлагаются преподавателем.

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

1. Как синтезируется  оптимальная  траектория с  фиксирован-
ными границами и фиксированным временем, если подынтеграль-
ная функция функционала не зависит от ?

2. Как синтезируется  оптимальная  траектория с  фиксирован-
ными границами и фиксированным временем, если подынтеграль-

ная функция функционала не зависит от ?
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Воронеж  :  Воронежский  государственный  университет  инженер-
ных  технологий,  2016.  —  Режим  доступа  :  http://
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Практическое занятие №13. Решение вариационной задачи
высшего порядка

Цель занятия:  приобретение практических навыков решения
вариационных задач с фиксированными границами и фиксирован-
ным временем методами теории вариационного исчисления.

Актуальность  темы  занятия: Вариационное  исчисление  —
важнейший математический аппарат решения задач оптимального
управление.  Умение использовать его необходимо специалисту в
области автоматизации.

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

Можно  сформулировать  вариационную  задачу,  когда  подын-
тегральная функция содержит производные высших порядков

J (x ( t ))=∫
t0

t1

f ( t , x( t ) , ẋ ( t ), ẍ ( t ) ,. .. , x(n)( t ))dt ,

x ( t0 )=x0 , ẋ ( t 0 )= ẋ0 , ẍ ( t0 )= ẍ0 ,. .. , x
(n)
( t0 )=x0

(n) ,

x (t 1 )=x1 , ẋ( t 1 )= ẋ1 , ẍ( t 1 )= ẍ1 , .. . , x(n )( t1)=x1
(n) , (1.1)

Функция  f должна дифференцироваться по своим аргументам

n + 2 раза, функция x ( t )  — 2n раз. 

Пусть экстремум (1.1) достигается на опорной кривой x0( t ) .
Задавая приращение всем аргументам функции f, получим

J ( x0+δ x, { ẋ¿¿ 0+δ ẋ ,. . .,x0
(n )
+δx0

(n))−J ( x0 , ẋ0 ,. . .,x0
(n ))=

¿∫
t0

t 1

[ f (t , x0+δx , ẋ0+δ ẋ ,. . .,x0
(n )
+δx0

(n) )−f (t , x0 , ẋ0 ,. .. ,x0
(n) ) ]dt .

(1.2)
Решение  вариационной  задачи  высшего  порядка  получается

аналогично решению вариационной задачи первого порядка.
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Пусть  экстремум  функционала  (1.1)  достигается  на  опорной

кривой x0( t ) . Уравнения кривой сравнения и ее производной на-
ходятся через приращения

x=x0+δx , ẋ= ẋ0+δ ẋ . (1.2)

Приращение функционала (1.1) определится формулой

δJ=∫
t0

t 1

[ ∂ f∂ x
⋅δx+

∂ f
∂ ẋ
⋅δ ẋ+. . .+

∂ f

∂ x(n)
⋅δx(n )]dt .

(1.3)
Проинтегрировав все слагаемые, начиная со второго, по частям

заданное число раз, получим

∫
t0

t1
∂ f
∂ ẋ
⋅δ ẋ dt=

∂ f
∂ ẋ
⋅δx|t 0

t
1−∫

t 0

t 1
d
dt
∂ f
∂ ẋ
⋅δ xdt ,

∫
t0

t1
∂ f
∂ ẍ
⋅δ ẍ dt=

∂ f
∂ ẍ
⋅δ ẋ|t 0

t1−
d
dt
∂ f
∂ ẍ
⋅δx|t 0

t 1+∫
t0

t1
d2

dt 2
∂ f
∂ ẍ
¿δ xdt ,

. ..

∫
t0

t1
∂ f

∂ x(n)
⋅δx(n)dt=

∂ f
∂ x(n )

¿ δx( n−1)
|t 0

t
1−

d
dt
∂ f
∂ x(n )

¿δx(n−2 )
|t0

t
1+.. .

. ..+(−1 )n¿∫
t0

t1
dn

dtn
∂ f

∂ x(n )
¿δ xdt .

(1.4)

Так как δx=δ ẋ=. ..δx(n)=0  при t=t 0  и t=t1 , то

δJ=∫
t0

t 1

[ ∂ f∂ x
−

d
dt
∂ f
∂ ẋ
+. . .+(−1)n⋅

dn

dtn
∂ f

∂ x(n ) ]⋅δ xdt=0.
(1.5)

Так как форма функции  δx  произвольна, равенство (1.5) со-
блюдается только в случае

∂ f
∂ x
−

d
dt
∂ f
∂ ẋ
+ .. .+(−1)n⋅

dn

dtn
∂ f

∂ x(n )
=0 .

(1.6)

Уравнение (1.6) называется уравнением Эйлера-Пуассона или
первым необходимым условием экстремума для случая (1.1).

Пример. Нахождение оптимальной траектории в задаче с фикси-
рованными границами.
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J=∫
t0

t1

[ x2+ τ4⋅ẍ2] dt ,

x ( t0 )=x0 , ẋ ( t0 )= ẋ0 , x ( t1 )=x1 , ẋ ( t1 )= ẋ1 .

f=x2+τ 4⋅ẍ2 ,
∂ f
∂ x
=2⋅x ,

∂ f
∂ ẍ
=2⋅τ4⋅ẍ ,

d2

dt2
∂ f
∂ ẍ
=2⋅τ4⋅x( IV ) .

Уравнение Эйлера-Пуассона

2⋅x−2⋅τ4
⋅x( IV )=0 ,

τ 4
⋅x( IV )−x=0.

Характеристический полином и его корни

τ 4⋅λ4−1=0 ,
λ1,2=±1 , λ3,4=± j .

Общее решение уравнения Эйлера

x=C1⋅exp (t )+C2⋅exp (−t )+C3⋅sin (t )+C4⋅cos (t ) ,

ẋ=C1⋅exp (t )−C2⋅exp (− t )+C3⋅cos ( t )−C4⋅sin ( t ) .

Неопределенные коэффициенты Ci находятся на основании гранич-
ных условий.

  

2. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

Студенту  необходимо самостоятельно изучить:  основные  по-
ложения теории вариационного исчисления; порядок решения ва-
риационных задач с высшего порядка с фиксированными граница-
ми и фиксированным временем.

На практических занятиях необходимо решить вариационную
задачу высшего порядка с фиксированными границами и фиксиро-
ванным временем. Примерные задачи для самостоятельного реше-
ния приведены ниже.
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Остальные задачи  по  данной теме  на  практических занятиях
предлагаются преподавателем.

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

1. Как синтезируется  оптимальная  траектория с  фиксирован-
ными границами и фиксированным временем в вариационной зада-
че высшего порядка?
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Практическое занятие №14. Решение вариационной задачи
с подвижными границами

Цель занятия:  приобретение практических навыков решения
вариационных задач  с  нефиксированными границами и фиксиро-
ванным временем методами теории вариационного исчисления.

Актуальность  темы  занятия: Вариационное  исчисление  —
важнейший математический аппарат решения задач оптимального
управление.  Умение использовать его необходимо специалисту в
области автоматизации.

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

Можно  сформулировать  вариационную  задачу  поиска  экс-
тремума функционала

, (1.1)
из предположения, что одна или обе граничные точки траекто-

рии  могут  перемещаться.  Класс  допустимых  кривых  при  этом
расширяется. Если экстремум функционала достигается на опорной

кривой  x0( t )  в задаче с подвижными границами, он тем более
будет достигаться по отношению к кривым сравнения, имеющим с

x0( t )  общие граничные точки.
Будем считать, что левая граничная точка неподвижна, а правая

может варьироваться. Тогда для всех кривых, выходящих из точки

(t0 , x0) , можно определить
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J (x )−J ( x0)=J ( x0+δx )−J (x0 )=

¿ ∫
t0

t1+δt1

f ( t , x0+δx , ẋ0+δ ẋ ) dt−∫
t
0

t1

f ( t , x0 , ẋ0 )dt=

¿∫
t0

t
1

[ f (t , x0+δx , ẋ0+δ ẋ )−f (t , x0 , ẋ0 ) ]dt +

+ ∫
t 1

t 1+δt1

f (t , x0+δx , ẋ0+δ ẋ )dt .
(1.2)

На основании теоремы о среднем

∫
t1

t1+δt1

f ( t , x0+δx , ẋ0+δ ẋ) dt=f ( t , x0 , ẋ0 )|t1+θ⋅δt1
¿δt1 ,

0<θ<1 . (1.3)

Так как функция f непрерывна, то при δt1→0

∫
t1

t1+δt1

f ( t , x0+δx , ẋ0+δ ẋ ) dt= f ( t , x0, ẋ0 )|t1¿δt1 .
(1.4)

Первое слагаемое в уравнении (1.30) приводится к виду

∂ f
∂ ẋ
⋅δx|t0

t1−∫
t 0

t 1
d
dt
∂ f
∂ ẋ
⋅δ xdt .

(1.5)

Так как начальная точка неподвижна ( δx0=0 ), то

∂ f
∂ ẋ
⋅δx|t0

t1=
∂ f
∂ ẋ
⋅δx|t1 .

(1.6)
На основании (1.2), (1.4) и (1.6) условие экстремума функцио-

нала в задаче с подвижной правой границей можно записать

{
∂ f
∂ x
−

d
dt
∂ f
∂ ẋ
=0 ,

f |t1
⋅δt1+

∂ f
∂ ẋ
⋅δx|t 1

=0 .
(1.7)

Для определения величины 
δx|t1  перейдем от кривой, прохо-

дящей через точки (t0 , x0)  и (t1 , x1 ) , к кривой, проходящей че-

рез точки (t0 , x0)  и (t1+δt1 , x1+δx1) .
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x(t)

t0 t0 t1

x0

x1
1t

x

t1

x1

Рисунок  1  —  Решение  вариационной  задачи  с  подвижной
правой границей

Очевидно (см. рисунок 1), что

δx|t1
≈δx1− ẋ|t1¿δt1 .

(1.8)

Тогда второе уравнение системы (1.7) примет вид

f |t1
⋅δt1+

∂ f
∂ ẋ
⋅(δx 1− ẋ⋅δt1 )|t 1

=

=(f−∂ f∂ ẋ⋅ẋ )|t1
⋅δt1+

∂ f
∂ ẋ
|t 1
¿δx 1.

(1.9)
Аналогичное соотношение можно получить для случая, когда

фиксируется правая граничная точка.

Если вариации δt0  и δx0 , δt1  и δx1  независимы, то мож-
но определить условия для нахождения экстремали в задаче с по-
движными границами

{
∂ f
∂ x
−

d
dt
∂ f
∂ ẋ
=0 ,

( f−∂ f∂ ẋ⋅ẋ)|t0
=0 ,

∂ f
∂ ẋ
|t

0
=0 ,

( f−∂ f∂ ẋ
⋅ẋ )|t1=0 ,

∂ f
∂ ẋ
|t

1
=0 .

(1.10)
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Последние  две  группы  уравнений  в  (1.10)  называются
условиями трансверсальности. Они используются вместо гранич-
ных условий для определения постоянных коэффициентов, входя-
щих в решение уравнения Эйлера. Если значения t0 и t1 фиксирова-
ны, то условия трансверсальности примут вид

∂ f
∂ ẋ
|t0
=0 ,

∂ f
∂ ẋ
|t1
=0 .

(1.11)

Пример.  Нахождение  оптимальной  траектории  в  задаче  с  по-
движной правой границей.

J=∫
t0

t1

[ x2+ τ2⋅ẋ2 ]dt , x ( t 0)=x0 , x ( t1)=x1 .

f=x2+τ 2⋅ẋ2 ,
∂ f
∂ x
=2⋅x ,

∂ f
∂ ẋ
=2⋅τ 2⋅ẋ ,

d
dt
∂ f
∂ ẋ
=2⋅τ2⋅ẍ .

Общее решение уравнения Эйлера (см. п. 1.2)

x=C1⋅exp( tτ )+C2⋅exp (− t
τ ) ,

∂ f
∂ ẋ
=2⋅τ2⋅ẋ=2⋅τ2⋅[

C1

τ
⋅exp( tτ )−

C2

τ
⋅exp(− t

τ )].
Система уравнений для определения коэффициентов C, составлен-
ная  на  основании  левого  граничного  условия  и  правого  условия
трансверсальности

{
x0=C1⋅exp(

t0

τ )+C2⋅exp(−
t 0

τ ) ,

0=C1⋅τ⋅exp(
t 1

τ )−C2⋅τ⋅exp(−
t1

τ ) .
Значения коэффициентов C

C1=

exp (−
t1

τ )⋅x0

exp (
t0

τ )⋅exp(−
t1

τ )+exp(−
t0

τ )⋅exp(
t1
τ )

,
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C2=

exp (
t1

τ )⋅x0

exp (
t0

τ )⋅exp (−
t1
τ )+exp(−

t0

τ )⋅exp(
t1

τ )
.

  

2. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

Студенту  необходимо самостоятельно изучить:  основные  по-
ложения теории вариационного исчисления; порядок решения ва-
риационных  задач  с  подвижными  границами  и  фиксированным
временем.

На практических занятиях необходимо решить вариационную
задачу с подвижными границами и фиксированным временем. При-
мерные задачи для самостоятельного решения приведены ниже.
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Остальные задачи  на  практических занятиях  по  данной теме
предлагаются преподавателем.

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

1. Как синтезируется оптимальная траектория с подвижными
границами и фиксированным временем?

ЛИТЕРАТУРА

1. Богомолов  Н.В.  Математика  :  Учебник.  — М.  :  ЮРАЙТ,
2014.

2. Гаврилов А.Н.  Теория автоматического управления техно-
логическими объектами : Учеб. пособие. — Электрон. текст. дан.—
Воронеж  :  Воронежский  государственный  университет  инженер-
ных  технологий,  2016.  —  Режим  доступа  :  http://
www.iprbookshop.ru/50645. — ЭБС «IPRbooks», по паролю.

3. Глазырин  Г.В.  Теория  автоматического  регулирования  :
учебное пособие. — Электрон. текст. дан. — Новосибирск : Ново-
сибирский  государственный  технический  университет,  2014.  —
Режим  доступа  :  http://www.iprbookshop.ru/45443.  —  ЭБС
«IPRbooks», по паролю.

http://www.iprbookshop.ru/45443
http://www.iprbookshop.ru/50645
http://www.iprbookshop.ru/50645
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4. Данко П.Е. Высшая математика в примерах и задачах : В 2-х
ч. — М. : ОНИКС, 2008.

5. Завьялов  В.А.  Математические  основы  управления  техно-
логическими процессами :  Конспект лекций.  — Электрон.  текст.
дан.— М. : Московский государственный строительный универси-
тет, Ай Пи Эр Медиа, ЭБС АСВ, 2015. — Режим доступа :  http://
www.iprbookshop.ru/38471. — ЭБС «IPRbooks», по паролю.

6. Корнеев  Н.В.,  Кустарев  Ю.С.,  Морговский  Ю.Я.  Теория
автоматического  управления  с  практикумом  :  Учеб.  пособие.  —
М. : Академия, 2012.

7. Математика в примерах и задачах : Учеб. пособие / Под ред.
Л.Н. Журбенко. — М. : ИНФРА-М, 2012.

8. Певзнер Л.Д. Практикум по теории автоматического управ-
ления : Учеб. пособие. — М. : Высшая школа, 2006.

9. Теория автоматического управления :  Учебник /  Под ред.
В.Б. Яковлева. — М. : Высшая школа, 2009.

http://www.iprbookshop.ru/38471
http://www.iprbookshop.ru/38471
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Практическое занятие №15. Решение вариационной задачи
с подвижной правой границей

Цель занятия:  приобретение практических навыков решения
вариационных задач с нефиксированными границами и нефиксиро-
ванным временем методами теории вариационного исчисления.

Актуальность  темы  занятия: Вариационное  исчисление  —
важнейший математический аппарат решения задач оптимального
управление.  Умение использовать его необходимо специалисту в
области автоматизации.

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

Необходимые теоретические сведения приведены в материалах
предыдущего занятия.

2. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

Студенту  необходимо самостоятельно изучить:  основные  по-
ложения теории вариационного исчисления; порядок решения ва-
риационных задач с подвижными границами и нефиксированным
временем.

На практических занятиях необходимо решить вариационную
задачу высшего порядка с  подвижными границами и нефиксиро-
ванным временем. Примерные задачи для самостоятельного реше-
ния приведены в материалах занятия №14.

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

1. Как синтезируется оптимальная траектория с подвижными
границами и нефиксированным временем?
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ЛИТЕРАТУРА

1. Богомолов  Н.В.  Математика  :  Учебник.  — М.  :  ЮРАЙТ,
2014.

2. Гаврилов А.Н.  Теория автоматического управления техно-
логическими объектами : Учеб. пособие. — Электрон. текст. дан.—
Воронеж  :  Воронежский  государственный  университет  инженер-
ных  технологий,  2016.  —  Режим  доступа  :  http://
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«IPRbooks», по паролю.

4. Данко П.Е. Высшая математика в примерах и задачах : В 2-х
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5. Завьялов  В.А.  Математические  основы  управления  техно-
логическими процессами :  Конспект лекций.  — Электрон.  текст.
дан.— М. : Московский государственный строительный универси-
тет, Ай Пи Эр Медиа, ЭБС АСВ, 2015. — Режим доступа :  http://
www.iprbookshop.ru/38471. — ЭБС «IPRbooks», по паролю.

6. Корнеев  Н.В.,  Кустарев  Ю.С.,  Морговский  Ю.Я.  Теория
автоматического  управления  с  практикумом  :  Учеб.  пособие.  —
М. : Академия, 2012.

7. Математика в примерах и задачах : Учеб. пособие / Под ред.
Л.Н. Журбенко. — М. : ИНФРА-М, 2012.

8. Певзнер Л.Д. Практикум по теории автоматического управ-
ления : Учеб. пособие. — М. : Высшая школа, 2006.

9. Теория автоматического управления :  Учебник /  Под ред.
В.Б. Яковлева. — М. : Высшая школа, 2009.

http://www.iprbookshop.ru/38471
http://www.iprbookshop.ru/38471
http://www.iprbookshop.ru/45443
http://www.iprbookshop.ru/50645
http://www.iprbookshop.ru/50645
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Практическое занятие №16. Решение вариационной задачи
с конечными ограничениями

Цель занятия:  приобретение практических навыков решения
вариационных задач с конечными ограничениями-равенствами ме-
тодами теории вариационного исчисления.

Актуальность  темы  занятия: Вариационное  исчисление  —
важнейший математический аппарат решения задач оптимального
управление.  Умение использовать его необходимо специалисту в
области автоматизации.

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

Пусть  необходимо  отыскать  экстремум  функционала  следу-
ющего вида

J (X ( t ))=∫
t0

t 1

Φ0 (t , X ( t ) , Ẋ ( t ))dt ,

X ( t0 )=X0 , X ( t1 )=X1 , (1.1)

где X ( t )  — векторная функция размерностью n, на которую
могут накладываться следующие ограничения (связи).

1. Конечные  ограничения,  определяющие  принадлежность

X ( t )  некоторой поверхности

ϕi (t , X ( t ))=0 , i=1 ,. .. ,m ,m<n . (1.2)

2. Дифференциальные ограничения, определяющие систему
уравнений движения по некоторой траектории

Φi (t , X ( t ) , Ẋ ( t ))=0 , i=1 ,. . ., k , k≤n . (1.3)

3. Изопериметрические  ограничения,  определяющие  траек-

торию X ( t )  заданной длины

∫
t0

t1

θi (t , X ( t ) , Ẋ ( t ))dt=li , i=1 ,. . ., p , p≤n .
(1.44)
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Примечание. Обычно изопериметрические ограничения преобразу-
ют к виду дифференциальных связей путем введения дополнитель-
ных переменных

ẋn+i ( t )=θi (t , X ( t ) , Ẋ ( t )),
xn+i ( t0 )=0 , xn+i( t 1 )=li , i=1 ,. .. , p .

  

Для определения экстремума функционала (1.40) используется
метод неопределенных множителей Лагранжа.

Составим функцию Лагранжа

L ( t , X , Ẋ , Λ ,Ψ )=ψ 0⋅Φ0+∑
i=1

m

λi⋅ϕi+∑
i=1

k

ψ i( t )⋅Φi ,
(1.5)

где  константы  ψ0 ,  λi  и  функции времени  ψ i( t )  — не-
определенные множители Лагранжа. Используя их, можно свести
задачу  поиска  экстремума  с  ограничениями  к  задаче  поиска
безусловного экстремума функционала

~J ( X ( t ))=∫
t0

t1

L (t , X , Ẋ , Λ ,Ψ )dt ,

X ( t 0 )=X0 , X ( t1 )=X1 . (1.6)

Можно составить систему уравнений Эйлера-Лагранжа

{
∂L
∂ x i

−
d
dt
∂ L
∂ ẋi
=0 ,i=1, . .. , n ,

∂L
∂ λi
−

d
dt
∂L
∂ λ̇i
=0 ,i=1, . .. ,m,

∂L
∂ψ i

−
d
dt
∂ L
∂ ψ̇ i

=0 , i=1 ,. .. , k .

(1.7)

Так как функция Лагранжа не зависит явно от параметров λ̇i  и

ψ̇ i , то последние две группы уравнений упрощаются
∂ L
∂ λi
=0 ,i=1, . .. ,m,

∂L
∂ψ i

=0 , i=1 ,. .. , k .
(1.8)
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Если функции  X ( t )  существуют,  то  должны существовать
такие множители Лагранжа, при которых эти функции удовлетво-
ряют  системе  Эйлера-Лагранжа  и  доставляют  функционалу  (1.5)
безусловный экстремум. Эти же функции должны доставлять экс-
тремум функционалу (1.1) в более узком классе кривых, удовлетво-
ряющих поставленным ограничениям.

Так как множители Лагранжа входят в функцию (1.44) линейно

и однородно, то для определенности принимают ψ0=±1 . Случай,

когда ψ0=0 , считается особым (функционал (1.5) при этом не за-
висит от функционала (1.1)).

2. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

Студенту  необходимо самостоятельно изучить:  основные  по-
ложения теории вариационного исчисления; порядок решения ва-
риационных задач с конечными ограничениями-равенствами.

На практических занятиях необходимо решить вариационную
задачу конечными ограничениями-равенствами. Примерные задачи
для самостоятельного решения приведены ниже.
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Остальные задачи  на  практических занятиях  по  данной теме
предлагаются преподавателем.

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

1. Как решается вариационная задача с конечными ограниче-
ниями-равенствами?
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автоматического  управления  с  практикумом  :  Учеб.  пособие.  —
М. : Академия, 2012.
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Практическое занятие №17. Решение вариационной задачи
с дифференциальными ограничениями

Цель занятия:  приобретение практических навыков решения
вариационных  задач  с  дифференциальными  ограничениями-
равенствами методами теории вариационного исчисления.

Актуальность  темы  занятия: Вариационное  исчисление  —
важнейший математический аппарат решения задач оптимального
управление.  Умение использовать его необходимо специалисту в
области автоматизации.

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

Необходимые теоретические сведения приведены в материалах
практического занятия №16.

2. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

Студенту  необходимо самостоятельно изучить:  основные  по-
ложения теории вариационного исчисления; порядок решения ва-
риационных  задач  с  дифференциальными  ограничениями-
равенствами.

На практических занятиях необходимо решить вариационную
задачу  с  дифференциальными  ограничениями-равенствами.  При-
мерные задачи для самостоятельного решения приведены ниже.
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Остальные задачи  на  практических занятиях  по  данной теме
предлагаются преподавателем.

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

1. Как решается  вариационная  задача  с  дифференциальными
ограничениями-равенствами?

ЛИТЕРАТУРА

1. Богомолов  Н.В.  Математика  :  Учебник.  — М.  :  ЮРАЙТ,
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логическими объектами : Учеб. пособие. — Электрон. текст. дан.—
Воронеж  :  Воронежский  государственный  университет  инженер-
ных  технологий,  2016.  —  Режим  доступа  :  http://
www.iprbookshop.ru/50645. — ЭБС «IPRbooks», по паролю.

3. Глазырин  Г.В.  Теория  автоматического  регулирования  :
учебное пособие. — Электрон. текст. дан. — Новосибирск : Ново-
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сибирский  государственный  технический  университет,  2014.  —
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4. Данко П.Е. Высшая математика в примерах и задачах : В 2-х
ч. — М. : ОНИКС, 2008.
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дан.— М. : Московский государственный строительный универси-
тет, Ай Пи Эр Медиа, ЭБС АСВ, 2015. — Режим доступа :  http://
www.iprbookshop.ru/38471. — ЭБС «IPRbooks», по паролю.
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Практическое занятие №18. Решение вариационной задачи
с интегральными ограничениями

Цель занятия:  приобретение практических навыков решения
вариационных  задач  с  интегральными  (изопериметрическими)
ограничениями-равенствами  методами  теории  вариационного  ис-
числения.

Актуальность  темы  занятия: Вариационное  исчисление  —
важнейший математический аппарат решения задач оптимального
управление.  Умение использовать его необходимо специалисту в
области автоматизации.

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

Необходимые теоретические сведения приведены в материалах
практического занятия №16.

Пример.  Решение  вариационной  задачи  с  изопериметрическими
ограничениями.

Найти траекторию заданной длины, проходящую через закреплен-
ные граничные точки, для которой площадь соответствующей ей
криволинейной трапеции достигает максимума.

J=∫
t0

t1

xdt→max , x( t 0)=x0 , x ( t1 )=x1 .
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Длина траектории

l=∫
t0

t1

√1+ ẋ2dt .

Функция Лагранжа

L=x+ψ⋅√1+ ẋ2 ,
∂L
∂ x
=1 ,

∂ L
∂ ẋ
=
ψ⋅ẋ

√1+ ẋ2
.

Уравнение Эйлера-Лагранжа

1−
d
dt

ψ⋅ẋ

√1+ ẋ2
=0 .

После подстановки ẋ=tg (u)  это уравнение примет вид

d
ψ⋅tg (u )

√1+tg2(u )
=d [ψ⋅sin (u )]=dt ,

sin(u )=
t+C1

ψ
.

С другой стороны

dx=tg(u )dt=tg(u )d [ψ⋅sin (u )]=tg(u )⋅ψ⋅cos (u)du=
=ψ⋅sin (u)du , x=−ψ⋅cos (u)−C2 ,

cos (u )=−
x+C2

ψ
После исключения u получается уравнение окружности

sin2 (u )+cos2(u )=
(t+C1 )

2

ψ2
+
( x+C2)

2

ψ2
=1 .

Уравнение траектории

x=√ψ2−( t+C1)
2
−C2 , ẋ=−

t+C1

√ψ2
−( t+C1)

2
.

Длина траектории

l=∫
t0

t1

√1+ ẋ2dt=ψ⋅arctg(
t+C1

ψ )|t 0

t 1 .
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Параметры C1, C2 и  находятся на основании граничных условий и
ограничения на длину траектории из системы уравнений

{
x0=√ψ2−( t0+C1)

2−C2 ,

x1=√ψ2−( t1+C1 )
2
−C2 ,

l=ψ⋅[arctg( t1+C1

ψ )−arctg(
t0+C1

ψ )] .

  

2. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

Студенту  необходимо самостоятельно изучить:  основные  по-
ложения теории вариационного исчисления; порядок решения ва-
риационных задач с интегральными (изопериметрическими) огра-
ничениями-равенствами.

На практических занятиях необходимо решить вариационную
задачу  с  интегральными  (изопериметрическими)  ограничениями-
равенствами.  Примерные  задачи  для  самостоятельного  решения
приведены ниже.
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Остальные задачи  на  практических занятиях  по  данной теме
предлагаются преподавателем.

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

1. Как решается вариационная задача с интегральными (изопе-
риметрическими) ограничениями-равенствами?
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5. ОПТИМИЗАЦИЯ СИСТЕМ

Практическое занятие №19. Решение задачи оптимизации
без ограничений

Цель занятия:  приобретение практических навыков решения
задач поиска экстремума целевой функции без ограничений мето-
дами теории нелинейного программирования.

Актуальность темы занятия: Оптимизация режимов функци-
онирования систем автоматического управления — один из глав-
ных путей повышения их качества. Умение выполнять такие опера-
ции необходимо специалисту в области автоматизации.

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

1.1. Постановка задачи оптимизации

Оптимизацией считается целенаправленный процесс нахожде-
ния наилучшей в некотором смысле системы при заранее опреде-
ленных условиях. Если оптимизация связана с выбором оптималь-
ной структуры системы, она считается структурной. Если оптими-
зация  заключается  в  определении  оптимальных  параметров  си-
стемы, она считается параметрической.

Постановка задачи оптимизации предполагает:

 наличие объекта оптимизации;

 наличие ресурсов оптимизации, определяющих ограничения
на параметры системы;

 наличие цели оптимизации,  согласованной с  имеющимися
ресурсами;

 наличие критерия для количественной оценки достижения
цели оптимизации;

 наличие метода достижения цели оптимизации.
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Математическая формулировка задачи оптимизации включает
в  себя  два  основных  компонента.  Скалярная целевая  функция

Q (X )  векторного аргумента X ∈Rn
 является мерой «качества»

проведенной оптимизации. Ограничения определяют допустимую

область 
~X ⊆Rn

 поиска решения задачи оптимизации. 

Требуется найти такое значение аргумента X̂ ∈~X , при кото-

ром Q (X )  имеет экстремум, т. е.

Q ( X̂ )= extr
X ∈~X

Q (X ) .
(1.1)

В допустимой области 
~
X  целевая функция может иметь один

или  несколько  экстремумов.  В  первом  случае  ее  называют  уни-
модальной, во втором —  мультимодальной. Один из экстремумов
мультимодальной целевой функции будет глобальным, а остальные
— локальными.

Если экстремум целевой функции ищется на всем множестве

значений  ее  параметров  (
~X=Rn

),  оптимизацию  считают
безусловной (глобальной).  Если  область  поиска  ограничивается  (
~X ⊂Rn

), оптимизацию считают условной (локальной).
Решением задачи безусловной оптимизации целевой функции

может быть:

строгий глобальный экстремум, если Q ( X̂ )<Q (X )  для всех

X ∈~
X  при X̂≠X ;

нестрогий  глобальный  экстремум,  если  Q ( X̂ )≤Q (X )  для

всех X ∈~
X  при X̂≠X .

строгий локальный экстремум, если  Q ( X̂ )<Q (X )  для всех

X ∈~
X  при X̂≠X  и ‖X̂−X‖<ε , где ‖¿‖  — евклидова норма

вектора, ε>0  — достаточно малое число;
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нестрогий  локальный  экстремум,  если  Q ( X̂ )≤Q (X )  для

всех X ∈~
X  при X̂≠X  и ‖X̂−X‖<ε .

Решением задачи условной оптимизации может быть:

строгий или нестрогий глобальные экстремумы, если они рас-

положены внутри области 
~
X ;

строгий или нестрогий локальные экстремумы, если они рас-

положены внутри области 
~
X .

Градиентом непрерывно дифференцируемой целевой функции
является  вектор-столбец,  элементами  которого  являются  частные
производные целевой функции первого порядка

∇Q (X )=(
∂Q ( X )

∂ x1

.. .
∂Q (X )

∂ xn

) .
(1.1)

В любой точке X ∈~
X  градиент функции направлен в сторону

ее  наискорейшего возрастания по нормали к поверхности уровня

(т. е. по нормали к касательной плоскости в точке X ∈~
X ).

Матрицей Гессе (Hesse)  дважды непрерывно дифференциру-

емой  целевой  функции  Q (X )  является  симметричная  матрица,
элементами  которой  являются  частные  производные  целевой
функции второго порядка

H (X )=∇
2Q (X )=(

∂2Q (X )

∂ x1∂ x1

. . .
∂2Q (X )

∂ x1∂ xn

. . . . . . .. .
∂2Q (X )

∂ xn ∂ x1

. . .
∂2Q (X )

∂ xn∂ xn

) .
(1.2)
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Пусть  — произвольный вектор размерностью n. Матрица Гес-

се H (X )  считается:

 положительно определенной, если для любого ненулевого 

выполняется строгое неравенство ξT
⋅H (X )⋅ξ>0 ;

 неотрицательно определенной, если для любого  выполня-

ется неравенство  ξT
⋅H (X )⋅ξ≥0 , и имеется отличный от нуля

вектор , для которого ξT
⋅H (X )⋅ξ=0 ;

 отрицательно определенной, если для любого ненулевого 

выполняется строгое неравенство ξT
⋅H (X )⋅ξ<0 ;

 неположительно определенной, если для любого  выполня-

ется неравенство  ξT
⋅H (X )⋅ξ≤0 , и имеется отличный от нуля

вектор , для которого ξT
⋅H (X )⋅ξ=0 ;

 знаконеопределенной,  если  существуют  такие  ненулевые

векторы   и  ,  для  которых  выполняются  неравенства

ξT
⋅H (X )⋅ξ>0  и ζT

⋅H ( X )⋅ζ<0 .
Оценить определенность  матрицы Гессе  можно по критерию

Сильвестра (Sylvester). Необходимым и достаточным условием по-

ложительной определенности матрицы H (X )  в точке X¿  явля-
ется положительность ее угловых миноров

h11>0 ,|
h11 h12

h21 h22

|>0 ,|
h11 .. . h1 n

. . . .. . .. .
hn1 .. . hnn

|>0 ,

(1.3)

вычисленных  при  X=X¿ .  Необходимым  и  достаточным

условием отрицательной определенности матрицы H (X )  в точке

X ¿  является чередование знаков ее угловых миноров (начиная с
отрицательного)
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h11<0 ,|
h11 h12

h21 h22

|>0 , (−1 )n⋅|

h11 .. . h1 n

. .. .. . .. .
hn1 .. . hnn

|>0 ,

(1.4)

вычисленных при X=X¿ .

1.2 Решение задачи безусловной оптимизации

Для  задачи  безусловной  оптимизации  используются  условия
безусловного  экстремума  функции,  которые  основываются  на  ее
свойствах непрерывности, дифференцируемости и выпуклости.

Функция  Q (X )  считается  непрерывной в точке  X ¿ ,  если

для любого ε>0  существует такое δ>0 , что для всех X ∈~
X ,

при  которых  ‖X
¿
−X‖<ε ,  выполняется  условие

‖Q (X¿ )−Q (X )‖<δ .

Функция Q (X )  считается дифференцируемой в точке X ¿ ,

если  ее  градиент  ∇Q (X ¿
)  существует,  и  в  этой  точке  Q (X )

имеет полный дифференциал

dQ (X )=∑
i=1

n
∂Q ( X )

∂ xi
|X=X

¿dx i .
(1.5)

Функция Q (X )  считается дважды дифференцируемой в точ-

ке  X ¿ ,  если ее  матрица Гессе  H (X ¿)  существует  и  является

симметричной, и в этой точке Q (X )  имеет второй дифференциал

d2Q (X )=∑
i=1

n

∑
j=1

n
∂2Q (X )

∂ xi∂ x j

|X=X
¿ dxi dx j .

(1.6)
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Функция Q (X )  считается выпуклой, если она определена на

выпуклом множестве U ⊆Rn
, и для любых точек X 1 и X 2 и лю-

бого α∈ [0,1 ]  справедливо

Q [α⋅X1+(1−α )⋅X2 ]≤α⋅Q (X1 )+(1−α )⋅Q (X2) . (1.7)

Функция  Q (X )  считается  строго выпуклой,  если  условие
(1.7) выполняется, как строгое неравенство.

Примечание. Множество  U считается  выпуклым,  если  две

любые  его  точки  X1 ∈U  и  X2 ∈U  можно  соединить  от-
резком, целиком принадлежащим U, т. е. точка

X '
=α⋅X1+(1−α )⋅X2 , α∈ [0,1 ] , (1.8)

будет также принадлежать U (см. рисунок 1).

Рисунок 1 — Выпуклое (а) и невыпуклое (б) множества

Чтобы дважды дифференцируемая на выпуклом множестве  U

функция  Q (X )  была выпуклой (вогнутой), необходимо и доста-

точно, чтобы ее матрица Гессе H (X )  была нетрицательно (непо-

ложительно) определена в любой точке X ∈U . Чтобы на этом же

множестве функция  Q (X )  была строго выпуклой (строго вогну-

той),  достаточно,  чтобы ее матрица Гессе  H (X )  была положи-

тельно (отрицательно) определена в любой точке X ∈U .
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Для решения  задачи  безусловной оптимизации используются
два условия существования экстремума целевой функции.

Необходимое условие экстремума. Чтобы непрерывно диффе-

ренцируемая  функция  Q (X )  имела  в  точке  X̂  безусловный
локальный экстремум, необходимо, чтобы в этой точке ее градиент

∇Q ( X̂ )  был равен нулю, т. е.

∂Q (X )

∂ x i

|
X= X̂
=0 ,i=1 , .. . , n.

(1.9)

Равенства (1.9) образуют систему из n уравнений, решая кото-

рую можно найти  n компонентов вектора  X̂ . Точки, удовлетво-
ряющие этой системе, называются стационарными, а само условие
(1.18) — условием стационарности.

Условие (1.9) не определяет тип экстремума и не является до-
статочным. Оно выполняется, например, для седловых точек.

Примечание. Пара  { x̂1 , x̂2 }  (где  x̂1  и  x̂2  — скаляры или

векторы) называется седловой точкой Φ (x1 , x2) , если для любых

x1  и x2  справедливо Φ (x1 , x̂2)≤Φ ( x̂1 , x̂2 )≤Φ ( x̂1 , x2 ) , т. е.

Φ ( x̂1 , x̂2)=max
x1

min
x

2

Φ (x1 , x2 )=min
x

2

max
x

1

Φ (x1 , x2 ) .
(1.10)

Достаточное условие экстремума. Чтобы дважды непрерывно

дифференцируемая функция  Q (X )  имела в стационарной точке

X̂  безусловный  локальный  минимум  (максимум),  необходимо,

чтобы в этой точке Q (X )  была выпукла (вогнута) и достаточно,
чтобы она была строго выпукла (строго вогнута).

Порядок  решения задачи  безусловной  оптимизации  преду-
сматривает выполнение следующих действий:

 с  помощью  необходимых  условий  экстремума  находятся

стационарные точки целевой функции Q (X ) ;
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 с помощью достаточных условий экстремума из стационар-

ных  точек  целевой  функции  Q (X )  выбираются  безусловные
локальные экстремумы;

 путем сравнения значений целевой функции из ее локаль-
ных экстремумов выбирается  безусловный глобальный экстремум

X̂ , который является решением задачи оптимизации.
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а) б)

в) г)
Рисунок 2 — Графики поверхности квадратичных функций:

(а) Q (X )=2⋅x1
2
+ x2

2
; (б) Q (X )=−x1

2
−2⋅x2

2
;

(в) Q (X )=2⋅x1
2
−x2

2
; (г) Q (X )=−x1

2
+2⋅x2

2
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Пример  1.  Определение  экстремума  целевой  функции

Q (X )=2⋅x1
2
+ x2

2
 (см. рисунок 2 (а)).

Вектор-градиент и матрица Гессе равны

∇Q (X )=(
4⋅x1

2⋅x2
) , H ( X )=(4 0

0 2 ) .

На основании необходимого условия экстремума ( 4⋅x1=0  и

2⋅x2=0 ) находится единственная стационарная точка (0,0 ) .
Угловые миноры матрицы Гессе в этой точке

h11=4>0 ,|
h11 h12

h21 h22

|=|
4 0
0 2

|=8>0 ,

поэтому матрица H (X )  является положительно определен-

ной, а функция  Q (X )  — строго выпуклой. На основании доста-
точного  условия  экстремума  стационарная  точка  является  ми-

нимумом, в котором Q (X )=0 .

  

Пример  2.  Определение  экстремума  целевой  функции

Q (X )=−x1
2
−2⋅x2

2
 (см. рисунок 2 (б)).

Вектор-градиент и матрица Гессе равны

∇Q (X )=(
−2⋅x1

−4⋅x2
) , H (X )=(−2 0

0 −4 ) .
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На основании необходимого условия экстремума ( −2⋅x1=0

 и  −4⋅x2=0 )  находится  единственная стационарная  точка

(0,0 ) . Угловые миноры матрицы Гессе в этой точке

h11=−2<0 , (−1 )
2
⋅|
h11 h12

h21 h22

|=(−1 )
2
⋅|
−2 0
0 −4

|=8>0 ,

поэтому матрица H (X )  является отрицательно определен-

ной, а функция  Q (X )  — строго вогнутой. На основании доста-
точного условия экстремума стационарная точка является мак-

симумом, в котором Q (X )=0 .

  

Пример  3.  Определение  экстремума  целевой  функции

Q (X )=2⋅x1
2
−x2

2
 (см. рисунок 2 (в)).

Вектор-градиент и матрица Гессе равны

∇Q (X )=(
4⋅x1

−2⋅x2
) ,H (X )=(4 0

0 −2 ).

На основании необходимого условия экстремума ( 4⋅x1=0  и
−2⋅x2=0 )  находится  единственная стационарная  точка

(0,0 ) . Угловые миноры матрицы Гессе в этой точке

h11=4>0 ,|
h11 h12

h21 h22

|=|
4 0
0 −2

|=−8<0 ,

поэтому матрица H (X )  не определена ни положительно, ни

отрицательно,  а  функция  Q (X )  не  является  ни  выпуклой,  ни
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вогнутой. На основании достаточного условия экстремума стаци-

онарная точка, в которой Q (X )=0 , является седловой.

  

Пример  4.  Определение  экстремума  целевой  функции

Q (X )=−x1
2
+2⋅x2

2
 (см. рисунок 2 (г)).

Вектор-градиент и матрица Гессе равны

∇Q (X )=(
−2⋅x1

4⋅x2
) , H (X )=(−2 0

0 4 ) .

На основании необходимого условия экстремума ( −2⋅x1=0

 и  4⋅x2=0 )  находится  единственная стационарная  точка

(0,0 ) . Угловых миноры матрицы Гессе в этой точке

h11=−2<0 , (−1 )
2
⋅|
h11 h12

h21 h22

|=(−1 )
2
⋅|
−2 0
0 4

|=−8<0 ,

поэтому матрица H (X )  не определена ни положительно, ни

отрицательно,  а  функция  Q (X )  не  является  ни  выпуклой,  ни
вогнутой. На основании достаточного условия экстремума стаци-

онарная точка, в которой Q (X )=0 , является седловой.

  

2. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

Студенту  необходимо самостоятельно изучить:  основные  по-
ложения теории оптимизации; порядок решения оптимизационных
задач без ограничений.
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На  практических  занятиях  необходимо  решить
оптимизационную задачу без ограничений. Примерные задачи для
самостоятельного решения приведены ниже.
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3. КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

1. Что понимается под оптимизацией?
2. Что предполагает постановка задачи оптимизации?
3. Что включает в себя математическая формулировка задачи

оптимизации?
4. Какая целевая функция считается унимодальной, а какая —

мультимодальной?
5. Какая оптимизация считается глобальной, а какая — локаль-

ной?
6. Что  может  быть  решением задачи  безусловной  оптимиза-

ции?
7. Что может быть решением задачи условной оптимизации?
8. Что называется градиентом целевой функции?
9. Что называется матрицей Гессе целевой функции?
10.Какая целевая функция считается непрерывной?
11.Какая целевая функция считается дифференцируемой?
12.Какая целевая функция считается выпуклой?
13.Что  является  необходимым условием  экстремума  целевой

функции?
14.Что  является  достаточным  условием  экстремума  целевой

функции?
15.Какая точка целевой функции считается седловой?
16.В  каком  порядке  решается  задача  безусловной  оптимиза-

ции?

ЛИТЕРАТУРА

1.Богомолов  Н.В.  Математика  :  Учебник.  —  М.  :  ЮРАЙТ,
2014.

2.Данко П.Е. Высшая математика в примерах и задачах : В 2-х
ч. — М. : ОНИКС, 2008.

3.Завьялов  В.А.  Математические  основы  управления  техно-
логическими процессами :  Конспект лекций.  — Электрон.  текст.
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Практическое занятие №20. Решение задачи оптимизации с
ограничениями-равенствами

Цель занятия:  приобретение практических навыков решения
задач  поиска  экстремума  целевой  функции  с  ограничениями-
равенствами методами теории нелинейного программирования.

Актуальность темы занятия: Оптимизация режимов функци-
онирования систем автоматического управления — один из глав-
ных путей повышения их качества. Умение выполнять такие опера-
ции необходимо специалисту в области автоматизации.

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

Для условной оптимизации целевой функции должны задавать-
ся ограничения на область поиска решения. Ограничения типа ра-

венств определяют номинальные значения параметров Q (X )

(1.1)

Условие регулярности. Если X ¿∈~
X , то векторы-градиенты

∇ g j (X
¿
) , j=1 , .. . , p

 должны  быть  линейно  независимы.  Если
условие регулярности не выполняется, система ограничений счита-
ется вырожденной.

Для  решения  задачи  условной  оптимизации  составляется
функция Лагранжа (Lagrange)

, (1.2)

где  λ0=const ,  Λ∈R p
 —  множители  Лагранжа.  Если

λ0=1 , функция Лагранжа считается классической. Если λ0=0 ,
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функция Лагранжа не зависит от Q (X )  и считается вырожденной
(в этом случае условие регулярности не выполняется).

Используя (1.25 и множители Лагранжа, можно свести задачу

поиска  условного  экстремума  функции  Q (X )  к  задаче  поиска

безусловного экстремума функции , т. е.

. (1.3)

Условно-стационарная  точка  X̂ ,  в  которой  функция  (1.2)
имеет экстремум, и выполняются условия (1.1), считается регуляр-

ной, если λ̂0≠0 , и нерегулярной, если λ̂0=0 .
Задача условной оптимизации функции (1.2) решается методом

множителей Лагранжа.  Если функции  Q (X )  и  g j (X )  непре-

рывно дифференцируются  в  точке X̂ ,  и  X̂  является  условно-

стационарной  точкой  Q (X )  при  ограничениях  g j
( X̂ )=0 ,

удовлетворяющих условию регулярности, то существуют такие не

равные  нулю  одновременно  множители  Лагранжа  λ̂0 , λ̂1 , .. . , λ̂p ,
для которых выполняется условие стационарности 

∇ L ( X̂ , λ̂0 , Λ̂ )= λ̂0⋅∇Q ( X̂ )+∑
j=1

p

λ̂ j⋅∇ g j
( X̂ )=0 .

(1.4)

Пример.  Определение  условного  экстремума  функции

Q (X )=x1
2
+x2

2
 при g (X )=( x1−1 )

2
+x2

2−4=0 . 

Линии уровня  Q (X )  и график  g (X )  показаны на рисунке.
Допустимые точки располагаются на окружности с  центром в

точке (1,0 )  радиусом 2.
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0
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1

1

2x

1x

Функция  Лагранжа и  система уравнений  стационарности и
допустимости решения имеют вид

L (X , λ0 , Λ )=λ0⋅( x1
2+x2

2)+λ1⋅[(x1−1 )
2+ x2

2−4] ,

{
∂ L (X ,λ0 , Λ )

∂ x1

=2⋅λ0⋅x1+2⋅λ1⋅( x1−1 )=0 ,

∂L (X ,λ0 , Λ )
∂ x2

=2⋅λ0⋅x2+2⋅λ1⋅x2=0 ,

g (X )=(x1−1 )
2+x2

2−4=0 .

Из условия λ0=0  следует

{
2⋅λ1⋅(x1−1 )=0 ,

2⋅λ1⋅x2=0 ,

( x1−1 )
2+x2

2−4=0 .

Вектор  (λ0 , λ1 )
T

 не  может  быть  нулевым,  т.  е.  λ1  не
может равняться  0.  Можно последовательно получить: из  пер-

вого  уравнения  x1=1 ;  из  второго  уравнения  x2=0 ;  тогда
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g (X )=−4≠0 ,  что говорит о несовместности системы и от-
сутствии решения задачи условной оптимизации.

Из условия λ0≠0  следует

{
2⋅λ0⋅x1+2⋅λ1⋅( x1−1 )=0 ,

2⋅λ0⋅x2+2⋅λ1⋅x2=0 ,

(x1−1 )
2+x2

2−4=0.

Для определенности принимается  λ0=1 . Если  λ1=0 , то

можно последовательно получить: из первого уравнения  x1=0 ;

из второго уравнения  x2=0 ; тогда  g (X )=−3≠0 ,  что гово-
рит  о  несовместности  системы  и  отсутствии  решения  задачи

безусловной  оптимизации.  Если  λ1≠0 ,  то  можно  последо-

вательно получить: из второго уравнения  x2=0 ;  из третьего

уравнения x1=3  или x1=−1 ; из первого уравнения λ1=−3 /2

или  λ1=−1/2  (по  второму  варианту  решения:  из  второго

уравнения  λ1=−1 ;  тогда  первое  уравнение  принимает  вид
2=0 ,  что говорит о несовместности системы и отсутствии

решения задачи условной оптимизации). Таким образом, находятся

две условно-стационарные точки X̂1=(3,0 )  и X̂2=(−1,0 ) .

Так  как  Q ( X̂1 )=9  и  Q ( X̂2 )=1 ,  то  X̂1  —  условный

локальный  максимум,  а  X̂2  —  условный  локальный  минимум

Q (X ) . 

  

2. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ
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Студенту  необходимо самостоятельно изучить:  основные  по-
ложения теории оптимизации; порядок решения оптимизационных
задач с ограничениями-равенствами.

На  практических  занятиях  необходимо  решить
оптимизационную  задачу  с  ограничениями-равенствами.
Примерные задачи для самостоятельного решения приведены ниже.
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Остальные задачи  на  практических занятиях  по  данной теме
предлагаются преподавателем.

3. КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

1. Что определяют ограничения типа равенств на  поиск экс-
тремума целевой функции?

2. Что определяет условие регулярности в задаче с ограниче-
ниями типа равенств?

3. Как составляется функция Лагранжа в задаче с ограничени-
ями типа равенств?
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4. Как методом множителей Лагранжа решается задача опти-
мизации с ограничениями типа равенств?

ЛИТЕРАТУРА
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Практическое занятие №21. Решение задачи оптимизации с
ограничениями-неравенствами

Цель занятия:  приобретение практических навыков решения
задач поиска экстремума целевой функции с ограничениями-нера-
венствами методами теории нелинейного программирования.

Актуальность темы занятия: Оптимизация режимов функци-
онирования систем автоматического управления — один из глав-
ных путей повышения их качества. Умение выполнять такие опера-
ции необходимо специалисту в области автоматизации.

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

Для условной оптимизации целевой функции должны задавать-
ся ограничения на область поиска решения. Ограничения типа не-
равенств  определяют допустимые  области  изменения  параметров

Q (X ) ,

. (1.1)

Примечание. Если  ограничения-неравенства  заданы,  как

h j (X )≥0 , их необходимо привести к виду (1.1) путем преобразо-

вания −h j (X )≤0 .

Если в стационарной точке X¿  ограничение h j (X
¿
)  выпол-

няется как равенство, оно считается  активным (связывающим),  а
если  как  строгое  неравенство  —  пассивным  (несвязывающим).
Множество  индексов  активных  ограничений  будет  обозначаться,

как J A .

Условие регулярности. Если X ¿∈~
X , то векторы-градиенты

∇ h j ( X
¿
) , j∈JA  должны  быть  линейно  независимы.  Если
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условие регулярности не выполняется, система ограничений счита-
ется вырожденной.

Для  решения  задачи  условной  оптимизации  составляется
функция Лагранжа (Lagrange)

(1.2)

где  λ0=const ,  Μ∈ Rq
 —  множители  Лагранжа.  Если

λ0=1 , функция Лагранжа считается классической. Если λ0=0 ,

функция Лагранжа не зависит от Q (X )  и считается вырожденной
(в этом случае условие регулярности не выполняется).

Используя (1.25) и множители Лагранжа, можно свести задачу

поиска  условного  экстремума  функции  Q (X )  к  задаче  поиска

безусловного экстремума функции , т. е.

. (1.3)

Условно-стационарная  точка  X̂ ,  в  которой  функция  (1.2)
имеет экстремум, и выполняются условия (1.1), считается регуляр-

ной, если λ̂0≠0 , и нерегулярной, если λ̂0=0 .
Задача условной оптимизации функции (1.2) решается на осно-

вании теоремы Куна-Такера (Kuhn-Tucker). 

Теорема Если функции  Q (X )  и  h j (X )  непрерывно диффе-

ренцируются в точке X̂ , и если  X̂  является условным локаль-

ным минимумом Q (X )  при ограничениях h j
( X̂ )≤0 , удовлетво-

ряющих условию регулярности, то существуют такие неотрица-
тельные  и  не  равные  одновременно  нулю множители Лагранжа
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λ
0
≥0

 и 
μ̂

j
≥0

, для которых выполняются условие стационар-
ности

∇ L ( X̂ , λ̂0 , Μ̂ )= λ̂0⋅∇Q ( X̂ )+∑
j=1

q

μ̂ j⋅∇ h j
( X̂ )=0 ,

(1.4)

и условие дополняющей нежесткости

μ̂ j⋅h j
( X̂ )=0 , j∈ JA . (1.5)

Чтобы точка X̂  являлась условным локальными максимумом

Q (X ) , множители Лагранжа 
μ

1
,. . ., μq  должны быть неположи-

тельными (
μ̂

j
≤0

).

Примечание. Множители  Лагранжа  в  задаче  с  ограничени-
ями-равенствами  считаются  знаконеопределенными.  Теорема
Куна-Таккера в задаче с ограничениями-неравенствами определяет
их знаки в зависимости от типа экстремума.

Из условий стационарности следует, что для пассивных ограни-

чений  μ̂ j=0 ,  что  равносильно  их  исключению  из  функции
Лагранжа (для активных ограничений условия (1.5)  выполняются
по определению).

Пример.  Определение  условного  экстремума  функции

Q (X )=x1
2
+x2

2
 при h (X )= (x1−1 )

2
+x2

2−4≤0 . 

Линии уровня Q (X )  и область, ограниченная h (X ) , показа-
ны на рисунке. Допустимые точки располагаются внутри круга с

центром в точке (1,0 )  и радиусом 2 и на его границе.
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0

 Xh

1

1

2x

1x

Функция Лагранжа и системы уравнений  стационарности и
дополняющей нежесткости имеют вид

L (X , λ0 , Μ )=λ0⋅(x1
2+x2

2 )+μ1⋅[(x1−1 )
2+ x2

2−4 ] ,

{
∂L (X ,λ0 , Μ )

∂ x1

=2⋅λ0⋅x1+2⋅μ1⋅( x1−1 )=0 ,

∂L (X ,λ0 , Μ )
∂ x2

=2⋅λ0⋅x2+2⋅μ1⋅x2=0 ,

μ1⋅[(x1−1 )
2
+ x2

2
−4 ]=0 .

Из условия λ0=0  следует

{
2⋅μ1⋅(x1−1 )=0 ,

2⋅μ1⋅x2=0 ,

μ1⋅[ (x1−1 )
2
+x2

2
−4 ]=0.

Вектор  (λ0 , μ1)
T

 не  может  быть нулевым,  т.  е.  μ1  не

может равняться  0,  и ограничение  h (X )  должно быть актив-
ным.  Можно  последовательно  получить:  из  первого  уравнения
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x1=1 ; из второго уравнения x2=0 ; но тогда h (X )=−4≠0 ,
что говорит об отсутствии решения задачи условной оптимиза-
ции.

Из условия λ0≠0  следует

{
2⋅λ0⋅x1+2⋅μ1⋅(x1−1 )=0 ,

2⋅λ0⋅x2+2⋅μ1⋅x2=0 ,

μ1⋅[(x1−1 )
2
+x2

2
−4 ]=0 .

Для определенности принимается  λ0=1 . Если  μ1=0 , то

ограничение h (X )  пассивное. Можно последовательно получить:

из  первого  уравнения  x1=0 ;  из  второго  уравнения  x2=0 ;

тогда  h (X )=−3<0 .  Таким  образом  находится  стационарная

точка X̂1=(0,0 ) . Если μ1≠0 , то ограничение h ( X̂ 1)  актив-
ное.  Можно  последовательно  получить:  из  второго  уравнения
x2=0 ; из третьего уравнения x1=3  или x1=−1 ; из первого

уравнения  μ1=−3/2  или  μ1=−1/2  (по  второму  варианту

решения: из второго уравнения μ1=−1 ; тогда первое уравнение

принимает вид 2=0 , что говорит о несовместности системы и
отсутствии решения задачи условной оптимизации). Таким обра-

зом,  находятся  две  условно-стационарные  точки  X̂2=(3,0 )  и

X̂3=(−1,0 ) .

Так как  Q ( X̂1 )=0 ,  Q ( X̂2 )=9  и  Q ( X̂3 )=1 ,  то  X̂1  —

глобальный  минимум,  а  X̂2  —  условный  локальный  максимум

Q (X )  (об  этом  также  можно  судить  по  знаку  множителя
μ1<0 ). 
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2. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

Студенту  необходимо самостоятельно изучить:  основные  по-
ложения теории оптимизации; порядок решения оптимизационных
задач с ограничениями-неравенствами.

На  практических  занятиях  необходимо  решить
оптимизационную  задачу  с  ограничениями-неравенствами.
Примерные задачи для самостоятельного решения приведены ниже.
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Остальные задачи  на  практических занятиях  по  данной теме
предлагаются преподавателем.

3. КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

1. Что определяют ограничения типа неравенств на поиск экс-
тремума целевой функции?

2. Что определяет условие регулярности в задаче с ограниче-
ниями типа неравенств?

3. Как составляется функция Лагранжа в задаче с ограничени-
ями типа неравенств?

4. Что определяет теорема Куна-Таккера?
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5. Как методом множителей Лагранжа решается задача опти-
мизации с ограничениями типа неравенств?

ЛИТЕРАТУРА
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Практическое занятие №22. Решение задачи оптимизации
со смешанными ограничениями

Цель занятия:  приобретение практических навыков решения
задач поиска экстремума целевой функции со смешанными ограни-
чениями методами теории нелинейного программирования.

Актуальность темы занятия: Оптимизация режимов функци-
онирования систем автоматического управления — один из глав-
ных путей повышения их качества. Умение выполнять такие опера-
ции необходимо специалисту в области автоматизации.

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

Пусть для условной оптимизации целевой функции задаются
ограничения типа равенств и неравенств

g j (X )=0 , j=1 ,. .. , p , p<n ,

h j (X )≤0 , j=1 ,. . ., q .
(1.1)

Если в стационарной точке X¿  ограничение h j (X
¿
)  выпол-

няется как равенство, оно считается  активным (связывающим),  а
если  как  строгое  неравенство  —  пассивным  (несвязывающим).
Множество  индексов  активных  ограничений  будет  обозначаться,

как J A .

Условие регулярности. Если X ¿∈~
X , то векторы-градиенты

∇ g j (X
¿
) , j=1 , .. . , p

 и  
∇ h j ( X

¿
) , j∈J A  должны быть  линейно

независимы.  Если условие регулярности не выполняется,  система
ограничений считается вырожденной.

Для  решения  задачи  условной  оптимизации  составляется
функция Лагранжа (Lagrange)
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L (X , λ0 , Λ , Μ )= λ0⋅Q (X )+∑
j=1

p

λ j⋅g j (X )+∑
j=1

q

μ j⋅h j (X ) ,

(1.2)

где  λ0=const ,  Λ∈R p
 и  Μ ∈ Rq

 — множители Лагран-

жа. Если λ0=1 , функция Лагранжа считается классической. Если

λ0=0 ,  функция  Лагранжа  не  зависит  от  Q (X )  и  считается
вырожденной  (в этом случае условие регулярности не выполняет-
ся).

Задача оптимизации решается с помощью условий, сформули-
рованных Карушем, Куном и Такером (Karush-Kuhn-Tucker).

Если  функция  Q (X )  и  ограничения  g j (X )  и  h j (X ) ,
удовлетворяющие  условию  регулярности, непрерывно  диффе-

ренцируются в точке X̂ , то должны существовать такие не равные

одновременно  нулю  множители  Лагранжа  λ0 ,  Λ∈R p
 и

Μ∈ Rq
, для которых выполняются:

 условие стационарности

∂L( X̂ , λ̂0 , Λ̂ , Μ̂ )
∂ xi

=0 ,i=1 , .. . , n ;
(1.3)

 условия допустимости решения

∂L( X̂ , λ̂0 , Λ̂ , Μ̂ )
∂ λ j

=g j
( X̂ )=0 , j=1 ,. .. , p ,

(1.4)

∂L ( X̂ , λ̂0 , Λ̂ , Μ̂ )
∂ μ j

=h j
( X̂ )≤0 , j=1 ,. .. , q ;

(1.5

 условие дополняющей нежесткости

μ̂ j⋅h j
( X̂ )=0 , j∈JA . (1.6)
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Необходимое условие экстремума. Чтобы точка X̂ , в кото-

рой при λ0≠0  выполняются условия (1.3)-(1.6), являлась услов-

ным  локальным  минимумом  (максимумом)  Q (X ) ,  необходимо,

чтобы для всех j∈J A  множители Лагранжа μ̂ j  были неотрица-
тельны (неположительны) и достаточно, чтобы они были строго по-
ложительны (строго отрицательны).

Достаточное условие экстремума. Чтобы условно-стационар-

ная точка X̂  была локальным минимумом (максимумом) целевой

функции Q (X ) , необходимо, чтобы второй дифференциал класси-

ческой функции Лагранжа d2 L ( X̂ , Λ̂ , Μ̂ )  был неотрицателен (не-
положителен)  и  достаточно,  чтобы  он  был  строго  положителен

(строго отрицателен) для всех ненулевых dX ∈Rn
, при которых

dg j
( X̂ )=0 , j=1, . .. , p ;

dh j ( X̂ )=0 , j∈J A . (1.7)

Порядок решения задачи  условной оптимизации предусмат-
ривает выполнение следующих действий:

 с помощью необходимых условий экстремума при λ0=0

и  λ0≠0  находятся условно-стационарные  точки целевой

функции Q (X ) , из которых выделяются регулярные точки. Начи-

нать рекомендуется с рассмотрения всех  2q
 вариантов выполне-

ния условий дополняющей нежесткости (1.6);

 из условно-стационарных точек  Q (X )  выбираются  услов-
ные локальные экстремумы.  Если суммарное число ограничений-
равенств  и  активных  ограничений-неравенств  m=n ,  то  прове-
ряются необходимые условия экстремума. Если они не выполняют-
ся, или m<n , проверяются достаточные условия экстремума.
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 путем сравнения значений целевой функции из ее локаль-

ных экстремумов выбирается глобальный экстремум X̂ , который

являются решением задачи условной оптимизации Q (X ) .

Пример.  Определение  условного  экстремума  функции

Q (X )=x1
2
+x2

2
 при  ограничениях  g (X )=x1+x2−1=0  и

h (X )= (x1−1 )
2
+x2

2−4≤0 . 

Линии уровня Q (X ) , график g (X )  и область, ограниченная

h (X ) ,  показаны на рисунке.  Допустимые точки располагаются

на линии g (X )  внутри круга с центром в точке (1,0 )  радиусом
2 и на его границе.

 

0

 Xh

1

1

2x

1x

 Xg

Функция Лагранжа и системы уравнений  стационарности и
дополняющей нежесткости имеют вид

L (X , λ0 ,Μ )=λ0⋅(x1
2+ x2

2 )+
+λ1⋅(x1+x2−1 )+

+μ1⋅[(x1−1 )
2
+x2

2
−4 ] ,
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{
∂L (X ,λ0 , Μ )

∂ x1

=2⋅λ0⋅x1+ λ1+2⋅μ1⋅(x1−1 )=0 ,

∂L (X , λ0 , Μ )
∂ x2

=2⋅λ0⋅x2+ λ1+2⋅μ1⋅x2=0 ,

x1+x2−1=0 ,

μ1⋅[ (x1−1 )
2+x2

2−4 ]=0.

Из условия λ0=0  следует

{
λ1+2⋅μ1⋅(x1−1 )=0 ,

λ1+2⋅μ1⋅x2=0 ,

x1+x2−1=0 ,

μ1⋅[ (x1−1 )
2+x2

2−4 ]=0.

Вектор (λ0 , λ1 , μ1)
T

 не может быть нулевым, поэтому μ1

не может равняться  0 (в  этом случае из первого уравнения на-

ходится λ1=0 ). Если μ1≠0 , то можно последовательно по-

лучить:  из  третьего  уравнения  x2=1−x1 ;  из  четвертого

уравнения  x1=1−√2  и  x1=1+√2 ;  из  третьего  уравнения

x2=√2  и  x2=−√2 ;  но  тогда  из  первых  двух  уравнений
λ1=μ1=0 , что говорит об отсутствии решения задачи услов-

ной оптимизации.

Из условия λ0≠0  следует
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{
2⋅λ0⋅x1+λ1+2⋅μ1⋅(x1−1 )=0 ,

2⋅λ0⋅x2+λ1+2⋅μ1⋅x2=0 ,

x1+x2−1=0 ,

μ1⋅[( x1−1 )
2+x2

2−4 ]=0 .

Для определенности принимается  λ0=1 . Если  μ1=0 , то
можно  последовательно  получить:  из  первых  двух  уравнений

x1=x2 ; из третьего уравнения  x1=x2=1/2 . Таким образом

находится  стационарная  точка  X̂1=(1/2 ,1/2 ) .  Из  первого

уравнения  находится  λ1=−1 .  Так  как  ограничение

h ( X̂ 1)=−7/2<0  пассивное,  требуется  проверка  достаточных
условий экстремума. Второй дифференциал классической функции
Лагранжа равен 

d2 L (X , Λ ,Μ )=2⋅dx1
2
+2⋅dx 2

2 .

В точке X̂  активно ограничение g (X ) , поэтому

dg (X )=dx1+dx2=0 ,

откуда  можно  найти  dx1=−dx2 .  При  любых  ненулевых

dx1  и dx2  выполняется условие d2 L ( X̂1 , Λ ,0 )>0 . На основа-

нии  этого  стационарная  точка  X̂1  — условным минимум,  где

Q ( X̂1 )=1 /4 .

Если  μ1≠0 , то можно последовательно получить: из тре-

тьего  уравнения  x2=1−x1 ;  из  четвертого  уравнения

x1=1−√2  и x1=1+√2 ; из третьего уравнения x2=√2  и

x2=−√2 .  Таким  образом  находятся  стационарные  точки
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X̂2=(1−√2 ,√2 )  и X̂3=(1+√2 ,−√2 ) . Из первых двух уравне-

ний  находится:  для  X̂2  множители  Лагранжа  λ1=−1  и

μ1=√2 /4−1<0 ,  для  X̂2  множители Лагранжа  λ1=−1  и

μ1=−√2/4−1<0 .  Так  как  ограничения  h ( X̂ 2)=0  и

h ( X̂ 3)=0  активные, проверка достаточных условий экстремума

не требуется.  Так как в обеих точках  μ1<0 ,  X̂2  и  X̂3  —

локальные  максимумы,  в  которых Q ( X̂2 )=5−2⋅√2  и

Q ( X̂3 )=5+2⋅√2 .

  

2. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

Студенту  необходимо самостоятельно изучить:  основные  по-
ложения теории оптимизации; порядок решения оптимизационных
задач с ограничениями-равенствами.

На  практических  занятиях  необходимо  решить
оптимизационную  задачу  с  ограничениями-равенствами.
Примерные  задачи  для  самостоятельного  решения  приведены  в
материалах занятия №21.

3. КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

1. Что  определяют  смешанные  ограничения  на  поиск  экс-
тремума целевой функции?

2. Что определяет условие регулярности в задаче со смешан-
ными ограничениями?

3. Как  составляется  функция  Лагранжа  в  задаче  со  смешан-
ными ограничениями?

4. Что определяют условия Каруша-Куна-Таккера?
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5. Как методом множителей Лагранжа решается задача опти-
мизации со смешанными ограничениями?
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Практическое  занятие  №23.  Решение  задачи  линейного
программирования графическим методом

Цель занятия:  приобретение практических навыков решения
задачи линейного программирования.

Актуальность темы занятия: Оптимизация режимов функци-
онирования систем автоматического управления — один из глав-
ных путей повышения их качества. Умение выполнять такие опера-
ции необходимо специалисту в области автоматизации.

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

1.1 Постановка задачи линейного программирования

Линейное  программирование —  метод  нахождения  экс-
тремума  линейной  функции  конечного  числа  переменных  при
условии, что эти переменные удовлетворяют конечному числу до-
полнительных  условий  (ограничений),  имеющих  вид  линейных
уравнений или линейных неравенств.

Целевая функция представляется в виде

Q (X )=c1⋅x1+c2⋅x2+ .. .+cn⋅xn+d=CT
⋅X+d→extr , (1.1)

где X ∈En
 — вектор параметров целевой функции, C∈En

— действительный вектор коэффициентов целевой функции,  d —
скаляр (его значение, строго говоря, не влияет на координаты экс-
тремума функции (1.1)).

Чтобы целевая функция имела экстремум (была ограниченной),
на координаты вектора X должны быть наложены ограничения

{
a11⋅x1+a12⋅x2+. ..+a1n⋅xn≥b1 ,

. . .
ai1⋅x1+ai2⋅x2+. ..+ain⋅xn≤b i ,

. . .
am1⋅x1+am2⋅x2+.. .+amn⋅xn=bm ,

(1.2)
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где m < n — число ограничений типа равенств или неравенств,

A ∈Em×n
 — действительная матрица,  B∈ Em

 — действитель-
ный вектор. Частным случаем ограничений общего вида являются
дополнительные условия

x j≥0 , j=1 , .. . , n. (1.3)

Точка  X=(x1 , x2 , . .. , xn)
T

,  удовлетворяющая  ограничениям
(1.2) и (1.3), называется  допустимой. Множество допустимых то-
чек называется  допустимой областью. Допустимая область обра-
зуется  пересечением  m + n множеств  точек,  каждое  из  которых
определяется условиями (1.2) и (1.3). Если после отбрасывания ка-
кого-либо  условия  размер  допустимой  области  не  изменяется,
условие считается лишним.

Задачу  линейного  программирования  обычно  приводят  к
каноническому виду, выполняя следующие преобразования.

1. Сведение задачи минимизации к задаче максимизации.

Пример. Задачу Q (X )=CT
⋅X+d→min  можно преобразовать

в задачу Q' (X )=−CT
⋅X−d→max .

  

2. Переход к неотрицательным переменным.

Пример. Любую переменную xj можно заменить разностью xj = uj

— vj, uj  0, vj  0.

  

3. Переход от ограничений-равенств к неравенствам.

Пример. Равенство  ai 1⋅x1+a i2⋅x2+.. .+ain⋅xn=bi  можно

заменить  парой  неравенств  ai 1⋅x1+a i2⋅x2+.. .+ain⋅xn≤bi  и
ai 1⋅x1+a i2⋅x2+.. .+ain⋅xn≥bi .
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4. Переход от ограничений «снизу» к ограничениям «сверху».

Пример. Неравенство  ai 1⋅x1+a i2⋅x2+.. .+ain⋅xn≥bi  можно

заменить неравенством −ai 1⋅x1−ai 2⋅x2−.. .−a in⋅xn≤−b i .

  

5.  Введение  дополнительных  неотрицательных  фиктивных
«ослабляющих» переменных.

Пример. Неравенство  ai 1⋅x1+a i2⋅x2+.. .+ain⋅xn≤bi  можно

заменить равенством ai 1⋅x1+a i2⋅x2+.. .+ain⋅xn+xn+i=bi .

  

После всех преобразований (1.2) становится системой равенств

{
a11⋅x1+a12⋅x2+. ..+a1n⋅xn+xn+1=b1 ,

. . .
ai1⋅x1+ai 2⋅x2+. . .+ain⋅xn+xn+i=b i ,

. . .
am1⋅x1+am2⋅x2+.. .+amn⋅xn+xn+m=bm .

(1.4)

Коэффициент перед ослабляющей переменной xj в  j-м уравне-
нии системы (1.4) всегда равен единице. Во всех остальных уравне-
ниях он равен нулю.

В  канонической  форме  задача  линейного  программирования
представляется следующим образом

Q'
( X )=(C ' )

T
⋅X '
+d→max, X '

≥0 ,C'
≥0 , A '

⋅X '
=B ,

X '
=(XT , xn+1 ,. .. , xn+m)

T
,C '
=(CT⋮0 )

T
, A '
=[ A⋮I ] , (1.5)

где  X ∈En+m
и  C∈En+m

 —  действительные  векторы,

A ∈Em×(n+m )
 — действительная матрица ранга  m,  I∈ Em×m

 —
диагональная единичная матрица.

Пример. Представление  задачи  линейного  программирования  в
канонической форме.



221

Целевая функция и система ограничений

Q (X )=2⋅x1+x2 , {
x1≥2 ,

x1≤7 ,
x2≥1 ,

x2≤4 ,
x1+ x2≥4 ,

x1+x2≤9.

Преобразование системы ограничений

{
−x1≤−2,

x1≤7 ,
−x2≤−1,

x2≤4 ,

−x1−x2≤−4 ,

x1+x2≤9 ,

→ {
−x1+x3=−2 ,

x1+x4=7 ,
−x2+ x5=−1 ,

x2+x6=4 ,

−x1−x2+x7=−4 ,

x1+ x2+x8=9.

Компоненты канонической задачи линейного программирования

X=[
x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7

x8

] , C=[
2
1
0
0
0
0
0
0

] , B=[
−2
7
−1
4
−4

9
] ,

A=[
−1 0 1 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 0 0
0 −1 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
−1 −1 0 0 0 0 1 0
1 1 0 0 0 0 0 1

] .
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Решение задачи линейного программирования в канонической
форме обладает нижеперечисленными свойствами.

 Оно удовлетворяет поставленным ограничениям (1.2).

 Не более  m координат  решения  больше или равны нулю.
Они считаются базисными.

 Не менее n координат решения равны нулю. Они считаются
свободными.

 Векторы-столбцы  матрицы  A,  соответствующие  базисным
переменным, линейно независимы (т. е. образуют базис про-
странства Rm). Составленная из них невырожденная матрица
называется базисной.

Допустимое  решение,  доставляющее  максимум  целевой
функции,  называется  оптимальным.  Допустимое  решение,  соот-
ветствующее нулевым значениям свободным переменным, называ-
ется базисным. Если оно имеет m положительных координат, оно
считается  невырожденным.  Если среди координат решения есть
нулевые, оно считается вырожденным. 

Если существует  какое-либо допустимое  решение  задачи  ли-
нейного программирования, то существует и базисное допустимое
решение. Если существует какое-либо оптимальное решение задачи
линейного программирования, то существует и базисное оптималь-
ное решение.

1.2  Графическое  решение  задачи  линейного
программирования 

Графическое  решение  задачи  линейного  программирования
применяется ограниченно (на практике — только для функций двух
переменных). Однако оно оказывается полезным для демонстрации
идей, лежащих в основе других методов, придавая им наглядность.

Геометрическое  представление  задачи  линейного  программи-
рования следующее. В пространстве переменных X каждое условие
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(1.2)  определяет  полупространство,  лежащее  по  одну сторону от
гиперплоскости

a j1⋅x1+a j2⋅x2+. ..+a jn⋅xn≤b j , j=1 , .. . ,m . (1.4)

Пересечение таких полупространств образует  многогранник,
ограничивающий допустимую область решений S. Она всегда явля-
ется выпуклой (см. материалы занятия №19). 

Точка,  лежащая  на  пересечении  k линейно  независимых
гиперплоскостей и являющаяся допустимой, называется вершиной
допустимой области S в пространстве  En. Ее нельзя представить в
виде выпуклой линейной комбинации (1.5)  двух других точек  S.
Вершина,  образованная  пересечением  более  чем  n гиперплоско-
стей, называется вырожденной. Любая допустимая область, ограни-
ченная m условиями (1.2) и n неравенствами (1.3), имеет конечное

число вершин, которое не превышает  Cn+m
m

.  Любая точка допу-
стимой области имеет, по меньшей мере, одно представление вида

x=∑
i=1

k

λ i⋅x
i

,
(1.6)

где x
i

∈S  — вершины выпуклого многогранника.
Форма допустимой области существенно зависит от характера

ограничений (см. рисунок 1).



224

а) б) в)

г) д) е)

ж)

x1

x2

0 x1

x2

0
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x2

0

и)
x1

x2

0

x1

x2

0

x1

x2

0

x1

x2

0

Рисунок 1 — Допустимая область: (а) ограниченная; (б) неогра-
ниченная; (в) пустая; (г) точка; (д) отрезок; (е) луч; (ж) имеющая
лишнее ограничение; (и) имеющая вырожденную вершину

Линии уровня функции (1.1) представляют собой семейство па-
раллельных гиперплоскостей

c1⋅x1+c2⋅x2+. ..+c1⋅xn=CT
⋅X=const . (1.7)

Направление  наискорейшего  возрастания  целевой  функции

определит  ее  вектор-градиент  gradQ (X )=C=(c1 , c2 , .. . , cn )
T

,
перпендикулярный плоскостям (1.7).

Выберем из семейства (1.7) любую плоскость, которую будем
смещать в направлении вектора C, пока допустимая область не ока-
жется  в  одном из  порождаемом ею полупространств.  Такая  пре-
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дельная плоскость называется  опорной. Точки ее пересечения с  S
будут решением задачи линейного программирования.

Если допустимая область пуста, задача линейного программи-
рования неразрешима. Если допустимая область не пуста и ограни-
ченна,  эта  задача  всегда  разрешима,  а  экстремальное  значение
функции (1.1) достигается, по крайней мере, в одной из вершин S.
Если  допустимая  область  неограниченна,  задача  линейного
программирования  может  быть  как  разрешимой,  так  и  нераз-
решимой (см. рисунок 2).

а)
x1

x2

0
б)

x1

x2

0
в)

x1

x2

0

C C C

Рисунок 2 — Влияние ограничений на решение задачи линей-
ного  программирования:  (а)  имеются  строгие  минимум  и  мак-
симум; (б) имеются строгий минимум и нестрогий максимум; (в)
имеется строгий минимум и отсутствует максимум

Примечание. Найденное решение всегда будет значением целе-
вой  функции  на  границе  допустимой  области,  так  как  функции
вида (1.1) не имеют безусловных экстремумов.

  

Пример. Графическое  решение  задачи линейного  программирова-
ния (см. пример в п. 1.1).
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Рисунок 3 — Допустимая область решений задачи из п. 1.1

По положению опорных плоскостей можно определить координа-

ты минимума (2,2 )  и максимума (7,2 ) . Для проверки выполнен

расчет значений Q (X )  во всех вершинах допустимой области.

Таблица 1 — Расчет Q (X )  в вершинах допустимой области

Вершина Q (X ) Вершина Q (X ) Вершина Q (X )

(2,2 ) 6 (7,1 ) 15 (5,4 ) 14

(3,1 ) 7 (7,2 ) 16 (2,4 ) 8

Приближенные  значения  координат  точек  экстремума  можно
найти непосредственно из графика.  Их точные значения можно
получить, решая систему уравнений прямых линий, на пересечении
которых располагаются эти точки. 
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2. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

Студенту  необходимо самостоятельно изучить:  основные  по-
ложения  теории  линейного  программирования;  порядок  решения
задачи линейного программирования графическим методом.

На  практических  занятиях  необходимо  решить  задачу
линейного  программирования  графическим  методом.  Примерные
задачи для самостоятельного решения приведены ниже.
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Остальные задачи  на  практических занятиях  по  данной теме
предлагаются преподавателем.

3. КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

1. Что понимается под линейным программированием?
2. Что считается допустимой точкой и допустимой областью

решения задачи линейного программирования?
3. Как  задача  линейного  программирования  приводится  к

каноническому виду? Какими свойствами обладает решение задачи
линейного программирования в каноническом виде?
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4. Как  геометрически  интерпретируется  задача  линейного
программирования? Какие виды допустимых областей решений су-
ществуют?

5. Как графически решается задача линейного программирова-
ния? Каковы условия существования такого решения?
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Практическое  занятие  №24.  Решение  задачи  линейного
программирования симплекс-методом

Цель занятия:  приобретение практических навыков решения
задачи линейного программирования.

Актуальность темы занятия: Оптимизация режимов функци-
онирования систем автоматического управления — один из глав-
ных путей повышения их качества. Умение выполнять такие опера-
ции необходимо специалисту в области автоматизации.

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

Идея этого метода заключается в целенаправленном переборе
вершин выпуклой допустимой области1. После выбора произволь-
ной начальной вершины находятся все выходящие из нее ребра. Пе-
реход в новую вершину выполняется по тому ребру, в направлении
которого целевая функция возрастает наибольшим образом (т. е. в
направлении градиента  Q),  после чего эти действия повторяются.
Поиск прекращается после обнаружения вершины, любое движение
из которой уменьшает целевую функцию. Ее координаты считают-
ся решением задачи линейного программирования.

Так как целевая функция — линейная, а допустимая область —
выпуклый многогранник, то вычислительный процесс завершается
за конечное число шагов порядка n (при простом переборе вершин
это значение может иметь порядок 2n).

Примечание. В  исключительных  случаях  при  наличии
вырожденных вершин обход допустимой области может повто-
ряться.

Для  использования  симплекс-метода  задача  линейного
программирования  должна  быть  представлена  в  канонической

1 Простейший  выпуклый  многогранник  для  заданного  числа
измерений называется симплексом.
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форме.  При  поиске  решения  исходят  из  того,  что  соблюдаются
следующие условия.

 Уравнения системы ограничений  линейно независимы (ли-
нейно зависимые ограничения должны быть отброшены).

 Система  ограничений  совместна,  т. е.  среди  ограничений
нет противоречивых (в этом случае  m < n;  если  m = n,  эта
система имеет единственное решение, что исключает опти-

мизацию; если m  n, формулировка задачи некорректна).

Пусть ставится невырожденная задача линейного программи-
рования,  для которой известно одно из ее  допустимых базисных

решений 
~
X . Ровно n координат вектора 

~
X  будут нулевыми или

свободными, а  m — положительными или базисными. Не нарушая
общности, ими можно считать последние  m координат. Их можно
выразить через свободные переменные с помощью соотношений

xn+i=μn+i−∑
j=1

n

zij⋅x j ,i=1, . .. ,m,
(1.1)

где  и z — некоторые параметры (их можно вычислить, напри-
мер, методом исключения Гаусса). Так как равенства (1.1) должны

выполняться при X=
~
X  (когда свободные координаты нулевые),

то можно записать

xn+i=
~x n+ i−∑

j=1

n

zij⋅x j ,i=1 , .. . ,m .
(1.2)

С  учетом  (1.2)  для  любой  точки,  удовлетворяющей  системе
ограничений, целевую функцию можно записать

Q (X )=∑
i=1

n

ci⋅x i+∑
i=1

m

cn+i⋅[~xn+i−∑
j=1

n

zij⋅x j]=
¿∑
i=1

m

cn+i⋅
~x n+i−∑

j=1

n

[∑
i=1

m

cn+i⋅zij−c j]⋅x j=

¿∑
i=1

m

cn+i⋅
~x n+i−∑

j=1

n

σ j⋅x j .
(1.3)
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Значения  j называют  оценками замещения, а  zij — коэффи-
циентами замещения.

Если все оценки замещения неположительные, то при увеличе-

нии любой свободной переменной Q (X )  не может уменьшиться.

Решение будет считаться оптимальным, если все j больше нуля.

Значения целевой функции, базисных переменных, коэффици-
ентов и оценок замещения сводят в симплекс-таблицу, которая яв-
ляется расширением системы уравнений (1.9).

[
Q (
~X )

~x n+1
~x n+2

. . .
~x n+m

|

σ 1 .. . σn 0 0 . .. 0
z11 .. . z1 n 1 0 . .. 0

z21 .. . z2 n 0 1 . .. . ..
.. . .. . .. . .. . . .. . .. . ..
zm1 .. . zmn 0 0 . .. 1

]
Рисунок 1 — Внешний вид исходной симплекс-таблицы

Примечание. До начала решения задачи линейного программи-
рования  столбцы,  соответствующие  базисным  переменным,
образуют единичную подматрицу.  В процессе решения их распо-
ложение  может  меняться.  Оценки  замещения  для  базисных  пе-
ременных всегда равны нулю.

Алгоритм регулярного перебора допустимых базисных реше-
ний предусматривает выполнение следующих операций.

1. Выбор начального допустимого базисного решения. Если
размерность  задачи  сознательно  увеличена  за  счет  введения
ослабляющих  переменных,  то  одной  из  вершин  допустимой
области всегда будет точка с координатами

. (1.4)

Оценки замещения zij в столбцах от 1 до n будут при этом рав-
ны aij.
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2.  Выбор  ведущего  столбца  симплекс-таблицы. Для  этого
анализируются оценки замещения.  Если все они неотрицательны,
найденная вершина считается оптимальной, и поиск прекращает-
ся. В противном случае в качестве ведущего выбирается  k-й стол-

бец с минимальным значением k.

3. Выбор ведущей строки симплекс-таблицы. Для этого ана-
лизируется ведущий столбец. Если среди его коэффициентов заме-
щения  нет  строго  положительных,  задача  не  имеет  конечного
решения. В  противном  случае  в  качестве  ведущей  выбирается
строка s, для которой

~x s

z sk

=min
{ i ¿ }¿{}

~x i

zik

.
(1.5)

4.  Изменение  базиса.  На  этом  этапе  из  него  выводится  пе-
ременная s + n и вводится переменная k. Это достигается путем пе-
ресчета симплекс-таблицы, новые значения элементов которой вы-
числяются по правилам

z̄i , j={
zij−

zik⋅zsj
zsk

,i≠s ,

zij
zik

, i=s ,

i=0 , .. . ,m, j=0 ,. . ., n , (1.6)

где  z̄i0  соответствует значениям базисных переменных,  z̄0 j

— значениям оценок замещения, а z̄00  — значению Q (X ) .

Примечание. Порядок индексирования оценок замещения удоб-
но запоминать с помощью т. н.  «правила треугольников»,  соот-
ветствующего схеме исключения Гаусса (см. рисунок 2).
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zij zik

zsj zsk

Рисунок 2 — Правила индексирования оценок замещения при
пересчете симплекс-таблицы

После пересчета симплекс-таблицы шаги 2-4 повторяются. Для
невырожденной задачи  за  конечное  число  шагов  (т. к.  число  ба-
зисов конечно) симплекс-метод гарантированно или найдет ограни-
ченное решение, или установит его отсутствие. Алгоритм приме-
ним и для решения вырожденных задач, однако формальная смена
базисов может привести к его зацикливанию (это во многом зависит
от выбора ведущих строки и столбца).
Пример. Решение задачи линейного программирования (см. пример
в материалах занятия №23) симплекс-методом.

Таблица 1 — Симплекс-таблица на шаге 1

Q = 0

Переменные
~x i/ zik

1 2 3 4 5 6 7 8
Оценки замещения

–2 –1 0 0 0 0 0 0

Б
аз

и
сы

–2 –1 0 1 0 0 0 0 0 —
7 1 0 0 1 0 0 0 0 7
–1 0 –1 0 0 1 0 0 0 —
4 0 1 0 0 0 1 0 0 —
–4 –1 –1 0 0 0 0 1 0 —
9 1 – 0 0 0 0 0 1 9

Коэффициенты замещения

Шаг  1.  Ведущими  становятся  первый  столбец  с  минимальной
оценкой замещения и вторая строка с минимальным отношением
базисной переменной к коэффициенту замещения (строки с номе-
рами 1, 3, 4, и 5 не рассматриваются, так как для них в ведущем
столбце располагаются значения, меньшие или равные нулю). В ба-
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зис вводится первая переменная, исключается из него — четвер-
тая.
Шаг 2.  Ведущими становятся второй столбец шестая строка. В
базис  вводится  вторая  переменная,  исключается  из  него  —
восьмая.

Таблица 2 — Симплекс-таблица на шаге 2

Q = 14

Переменные
~x i/ zik

1 2 3 4 5 6 7 8
Оценки замещения

0 –1 0 2 0 0 0 0

Б
аз

и
сы

5 0 0 1 1 0 0 0 0 —
7 1 0 0 1 0 0 0 0 —
–1 0 –1 0 0 1 0 0 0 —
4 0 1 0 0 0 1 0 0 4
3 0 –1 0 1 0 0 1 0 —
2 0 1 0 –1 0 0 0 1 2

Коэффициенты замещения

Шаг 3. Все оценки замещения положительны. Решением задачи бу-
дут значения  x1 = 7 и  x2 = 2.  Остальные базисные переменные на
целевую функцию не влияют.

Таблица 1.3 — Симплекс-таблица на шаге 3

Q = 16

Переменные
~x i/ zik

1 2 3 4 5 6 7 8
Оценки замещения

0 0 0 1 0 0 0 1

Б
аз

и
сы

5 0 0 1 1 0 0 0 0 —
7 1 0 0 1 0 0 0 0 —
1 0 0 0 –1 1 0 0 1 —
2 0 0 0 1 0 1 0 –1 —
5 0 0 0 0 0 0 1 1 —
2 0 1 0 –1 0 0 0 1 —

Коэффициенты замещения
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2. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

Студенту  необходимо самостоятельно изучить:  основные  по-
ложения  теории  линейного  программирования;  порядок  решения
задачи линейного программирования симплекс-методом.

На  практических  занятиях  необходимо  решить  задачу
линейного  программирования  симплекс-методом.  Примерные
задачи  для  самостоятельного  решения  приведены  в  материалах
занятия №23.

3. КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

1. В чем заключается сущность симплекс-метода решения за-
дачи линейного программирования? Какие условия должны соблю-
даться для его использования?

2. Как составляется симплекс-таблица? Каковы ее элементы?
3. Каков алгоритм симплекс-метода решения задачи линейного

программирования?
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Практическое занятие №25. Решение транспортной задачи

Цель занятия:  приобретение практических навыков решения
транспортной задачи.

Актуальность темы занятия: Оптимизация режимов функци-
онирования систем автоматического управления — один из глав-
ных путей повышения их качества. Умение выполнять такие опера-
ции необходимо специалисту в области автоматизации.

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

1.1 Постановка транспортной задачи

Экономическая  формулировка  транспортной  задачи  следу-
ющая. Пусть имеется m поставщиков однородного груза с его запа-
сами в  ai, (i = 1,...,m) единиц. Пусть имеется  n потребителей этого
груза, запросы которых равных bj, (j = 1,...,n единиц). Выделяют два
вида транспортных задач:

 сбалансированные задачи,  в  которых общий запас  груза
равен суммарному запросу потребителей, т. е.

∑
i=1

m

ai=∑
j=1

n

b j ;
(1.1)

 задачи с нарушенным балансом

∑
i=1

m

ai>∑
j=1

n

b j ,
(1.2)

∑
i=1

m

ai<∑
j=1

n

b j .
(1.3)

Примечание.  В дальнейшем будут рассматриваться  только
сбалансированные задачи.

Введем матрицу плана перевозок X, каждый элемент которой
определяет количество груза, перевозимого от i-го поставщика j-му
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потребителю. В условиях сбалансированности и неотрицательности
поставок можно составить систему ограничений

{
xi 1+x i2+. . .+ xin=a i ,i=1 , .. . ,m,
x1 j+x2 j+ .. .+xnj=b j , j=1 , .. . , n ,

xij≥0 , i=1 ,. . .,m , j=1 , .. . ,n .
(1.4)

Любой план X, удовлетворяющий системе (1.4), называется до-
пустимым.

Введем матрицу тарифов перевозок C, каждый элемент кото-
рой  определяет  стоимость  перевозки  единицы  груза  от  i-го  по-
ставщика  j-му потребителю. Тогда можно представить транспорт-
ную задачу в виде таблицы 1.

Таблица 1 — Таблица оптимального планирования

Q (X ) b1 b2 … bj … bn

a1
x11

c11

x12

c12
…

x1j

c1j
…

x1n

c1n

a2
x21

c21

x22

c22
…

x2j

c2j
…

x2n

c2n

… … … … … … …

ai
xi1

ci1

xi2

ci2
…

xij

cij
…

xin

cin

… … … … … … …

am
xm1

cm1

xm2

cm2
…

xmj

cmj
…

xmn

cmn

Ячейки таблицы планирования,  в которых  xij > 0,  называются
базисными. Их число равно числу независимых уравнений системы
(1.4). Ячейки, в которых xij = 0, называются свободными.

Требуется  найти  оптимальный план  перевозок,  обеспе-
чивающий  при  соблюдении  ограничений  (1.4)  их  минимальную
суммарную стоимость, т. е.

Q (X )=∑
i=1

m

∑
j=1

n

c ij⋅x ij→min .
(1.5)
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Стратегия решения транспортной задачи следующая.
1. Составляется первоначальный допустимый план перевозок.
2. Полученный план исследуется на оптимальность.
3. При необходимости план улучшается так, чтобы суммарная

стоимость перевозок уменьшилась, после чего повторяется шаг 2.

1.2 Составление начального плана перевозок

Начальный план должен быть допустимым,  хотя  и не обяза-
тельно  оптимальным.  Значения  xij в  таблице  планирования  на-
значаются, исходя из условия

x ij=min (āi ,b̄ j ) , (1.6)

где āi  — остаточные запасы груза у i-го поставщика, b̄ j  —
неудовлетворенные запросы j-го потребителя. Необходимо стреми-
ться к максимальному удовлетворению запросов потребителей или
максимальному исчерпанию возможностей поставщиков.

Если начальный план составляется методом северо-западного
угла,  то формирование матрицы  X начинается с  элемента  x11 по
направлению «сверху вниз и слева направо». Детали поясняются на
примере.

Пример. Составление допустимого начального плана перевозок ме-
тодом северо-западного угла.

30600 170 110 100 120 200

300 170
70

110
50

20
15 80 70

150
80 90

80
40

70
60 85

250
50 10 90

50
10

200
25

Матрица  плана  формируется  в  последовательности:  x11 = 170,
x12 = 110, x13 = 20, x23 = 80, x24 = 70, x34 = 50, x35 = 200.
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Полученный таким способом начальный допустимый план пе-
ревозок не учитывает их стоимость. Поэтому в общем случае он да-
лек от оптимального.

По  идее  метода  наименьшего  элемента предпочтение  при
планировании  отдается  перевозкам  с  минимальными  тарифами
(если одинаковую стоимость имеют несколько перевозок,  из них
выбирают любую). Детали поясняются на примере.

Пример. Составление допустимого начального плана перевозок ме-
тодом наименьшего элемента.

30300 170 110 100 120 200

300 20
70 50

100
15 80

180
70

150 150
80 90 40 60 85

250
50

110
10 90

120
10

20
25

Матрица  плана  формируется  в  последовательности:  x34 = 120,
x32 = 110, x13 = 100, x35 = 20, x15 = 180, x11 = 20, x12 = 150.

  

Полученный таким способом начальный допустимый план пе-
ревозок обычно близок к оптимальному. 

Лучший начальный план позволяет получить метод добротно-
стей.  Добротностью i-й строки или  j-го столбца считается произ-
ведение  ai или  bj на сумму двух минимальных элементов  соответ-
ственно строки или столбца «зануленной» матрицы тарифов перево-
зок  C(0).  Матрица  считается  зануленной,  если  каждая  ее  строка и
каждый ее столбец содержат хотя бы один ноль. Она формируется в
следующем порядке:

 из каждого элемента строки исходной матрицы вычитается
ее минимальный элемент;



243

 из каждого элемента столбца полученной матрицы вычита-
ется его минимальный элемент.

Очевидно, что изменение порядка преобразования приводит к
получению другой зануленной матрицы (см. рисунок 1).

[
7 8 5 3
2 4 5 9
6 3 1 2 ]→ [

4 5 2 0
0 2 3 7
5 2 0 1 ]→ [

4 3 2 0
0 0 3 7
5 0 0 1 ]

а)

[
7 8 5 3
2 4 5 9
6 3 1 2 ]→ [

5 5 4 1
0 1 4 7
4 0 0 0 ]→[

4 4 3 0
0 1 4 7
4 0 0 0 ]

б)

Рисунок  1  —  Формирование  зануленной  матрицы:  а)  по
принципу  «строки  —  столбцы»;  б)  по  принципу  «столбцы  —
строки»

Метод  добротностей  подобен  методу  наименьшего  элемента.
Все ненулевые элементы матрицы плана должны располагаться на
позициях нулевых элементов матрицы C(0). Приоритет имеют ячей-
ки, находящиеся в строке или в столбце с максимальной добротно-
стью. Если на каком-либо этапе планирования обнаруживается, что
среди незанятых ячеек строки или столбца  C(0) нет нулевых, опера-
цию зануления повторяют. Детали поясняются на примере.

Пример. Составление допустимого начального плана перевозок ме-
тодом  добротностей  для  задачи  из  предыдущих  примеров.  На
каждом  этапе  ресурсы  поставщиков  и  запросы  потребителей
уменьшаются на вновь вводимое значение матрицы плана.

Зануление  матрицы тарифов по  принципу  «строки — столбцы»
(справа и снизу показаны добротности строк и столбцов).
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170 110 100 120 200

300
15 35 0 65 40

4500

150
0 50 0 20 30

0

250
0 0 80 0 0

0

0 3850 0 2400 6000

Первый  этап  планирования. Запросы  4-го  потребителя  полно-
стью удовлетворяются по минимально возможному тарифу.

170 110 100 — 200

300
15 35 0 65 40

4500

150
0 50 0 20 30

0

130
0 0 80

120
0 0

0

0 3850 0 — 6000

Второй этап планирования. Ресурсы 3-го поставщика полностью
исчерпываются по минимально возможному тарифу.

170 110 100 — 70

300
15 35 0 65 40

150
0 50 0 20 30

—
0 0 80

120
0

130
0

Третий этап планирования. Незанятая часть матрицы C(0) зану-
ляется по 2-му и 5-му столбцам.

170 110 100 — 70

300
15 0 0 65 10

0
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150
0 15 0 20 0

0

—
0 0 80

120
0

130
0

—

2550 1650 0 — 700

Ресурсы 2-го поставщика полностью исчерпываются по минималь-
но возможному тарифу.

20 110 100 — 70

300
15 0 0 65 10

— 150
0 15 0 20 0

—
0 0 80

120
0

130
0

Последний этап планирования. Получение окончательного вари-
анта допустимого начального плана перевозок (показана исходная
матрица тарифов).

29750 170 110 100 120 200

300 20
70

110
50

100
15 80

70
70

150 150
80 90 40 60 85

250
50 10 90

120
10

130
25

  

Для транспортных задач небольшой размерности использова-
ние метода добротностей позволяет, как правило, сразу получить
оптимальный (или очень близкий к оптимальному) план.

Примечание. Возможно вырождение начального плана перево-
зок,  когда  в  результате  определения  xij одновременно  исчерпы-
ваются ресурсы i-го поставщика и удовлетворяются запросы j-го
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потребителя,  и  из  плана  одновременно  исключаются  строка  и
столбец.  В  этом случае  рекомендуется в  одну  из  клеток  выбы-
вающих строки или столбца (желательно с наименьшей стоимо-
стью) поставить т. н.  базисный нуль.  Общее количество базис-
ных переменных при этом остается равным m + n — 1.

1.3 Улучшение плана перевозок

Имеется несколько методов улучшения начального плана пере-
возок. Одним из самых популярных является метод потенциалов.

Потенциалами строк  и  столбцов  матрицы  считаются  числа  i,

(i = 1,...,m) и j, (j = 1,...,n), поставленные в соответствие ресурсам ai

и запросам bj. Алгоритм метода включает следующие шаги.
1. Составление начального плана перевозок.
2.  Составление  системы  потенциалов для  базисных  ячеек

таблицы планирования

α i+β j=c ij . (1.7)

Систему (1.7) образуют m + n — 1 уравнений с m + n неизвест-
ными. Для однозначного определения потенциалов значением од-
ного из них задаются (например, принимают его равным 0).

3. Расчет относительных оценок для свободных ячеек табли-
цы планирования

Δij=cij−(α i+β j ) . (1.8)

4. Анализ относительных оценок для свободных ячеек табли-
цы планирования.

Если  все  значения  ij неотрицательны,  план  считается
оптимальным,  стоимость  перевозок  рассчитывается,  и  решение
прекращается. В противном случае определяется свободная ячейка

( p ,q ) ,  для  которой  отрицательная  относительная  оценка  ми-
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нимальна. Она должна вводиться в базис вместо одной из базисных
ячеек.

5. Улучшение плана перевозок в пользу ячейки ( p ,q ) .
Для перераспределения плана работ строится  контур —  зам-

кнутый многоугольник, обладающий следующими свойствами:

 число вершин контура всегда четно;

 одна  из  вершин  контура  —  свободная  ячейка  ( p ,q ) ,  а
остальные вершины — базисные ячейки плана; 

 все углы контура прямые, и каждый отрезок, ограниченный
двумя  вершинами,  целиком  принадлежит  одному  столбцу
или одной строке таблицы планирования;

 отрезки контура могут проходить через ячейки таблицы пла-
нирования, не являвшиеся вершинами контура;

 контур  может  иметь  вид  самопересекающейся  замкнутой
ломаной  линии,  но  точки  ее  пересечения  не  могут  быть
вершинами контура;

 вершины  контура,  начиная  с  ( p ,q ) ,  попеременно  отме-
чаются знаками «+» и «–».

После этого находится наименьшее из значений xij для «отрица-
тельных» вершин контура. На эту величину содержимое «положи-
тельных» вершин увеличивают, а «отрицательных» — уменьшают.
Остальные ячейки таблицы планирования не изменяются.

Шаги 2-5 алгоритма повторяются до получения оптимального
плана перевозок.

Примечание. Если наименьшее из значений xij соответствует
нескольким «отрицательным» вершинам, то при пересчете плана
все они, кроме одной, становятся базисными нулями (т. е. исклю-
чению из базиса подлежит только одна вершина). Число базисных
клеток при этом остается равным m + n — 1.

Если наименьшее из значений xij для «отрицательных» вершин
равно  нулю,  то  при  пересчете  плана  вводимая  в  базис  вершина
должна становиться базисным нулем.
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Пример. Решение  транспортной  задачи  из  п.  1.2  методом
потенциалов. Используется начальный план, составленный мето-
дом минимального элемента.

Оценка начального плана. Определяются потенциалы и относи-

тельные оценки (значение 5 принимается равным нулю).

{
α 1+β1=70 ,

α 1+β3=15 ,
α 1+β5=70 ,

α 2+β1=80 ,
α 3+β2=10 ,

α3+β4=10 ,

α3+β5=25 ,

α 1=70 ,

α 2=80 ,
α3=25 ,

β1=0 ,

β2=−15 ,
β3=−55 ,

β4=−15 ,

β5=0 ,

Δ12=−5 ,

Δ14=25 ,
Δ22=25 ,

Δ23=15 ,

Δ24=−5 ,
Δ25=5 ,

Δ31=25 ,
Δ33=120 .

Среди относительных оценок есть отрицательные. План должен
быть улучшен. 

Улучшение плана. Контур перераспределения работ показан ниже
(белым цветом помечены «отрицательные» вершины,  черным —
«положительные»).  Наименьшая  нагрузка  в  «отрицательных»
вершинах контура равна 120.
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30300 170 110 100 120 200

300 20
70 50

100
15 80

180
70

150 150
80 90 40 60 85

250
50

110
10 90

120
10

20
25

Из  базиса  выводится  ячейка  (3,4 ) ,  а  вводится  в  него  ячейка

(2,4 ) . Ячейка  (1,2 )  заменяется базисным нулем. Объем работ
во всех вершинах контура изменяется на 120 с соответствующим
знаком. Новый план показан ниже. Стоимость его уменьшилась.

29700 170 110 100 120 200

300 140
70 50

100
15 80

60
70

150 30
80 90 40

120
60 85

250
50

110
10 90 10

140
25

Оценка плана. Определяются новые потенциалы и относительные

оценки (значение 5 принимается равным нулю).

{
α 1+β1=70 ,

α 1+β3=15 ,
α 1+β5=70 ,

α 2+β1=80 ,
α2+ β4=60 ,

α 3+β2=10 ,

α3+β5=25 ,

α 1=70 ,

α 2=80 ,
α3=25 ,

β1=0 ,

β2=−15 ,
β3=−55 ,

β4=−20 ,

β5=0 ,

Δ12=−5 ,

Δ14=30 ,
Δ22=25 ,

Δ23=15 ,

Δ25=5 ,
Δ31=25 ,

Δ33=120 ,
Δ34=5 .

Среди относительных оценок есть отрицательные. План должен
быть улучшен.
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Улучшение плана. Контур перераспределения работ показан ниже
Наименьшая нагрузка в его «отрицательных» вершинах равна 60.

29700 170 110 100 120 200

300 140
70 50

100
15 80

60
70

150 30
80 90 40

120
60 85

250
50

110
10 90 10

140
25

Улучшение плана. Из базиса выводится ячейка (1,5 ) , а водится в

него ячейка (1,2 ) . Объем работ во всех вершинах контура изменя-
ется на 60 с соответствующим знаком. Новый план показан ниже.
Стоимость его уменьшилась.

29400 170 110 100 120 200

300 140
70

60
50

100
15 80 70

150 30
80 90 40

120
60 85

250
50

50
10 90 10

200
25

Оценка плана. Определяются новые потенциалы и относительные

оценки (значение 5 принимается равным нулю).

{
α 1+β1=70 ,

α 1+β2=50 ,

α 1+β3=15 ,

α 2+β1=80 ,

α2+ β4=60 ,

α 3+β2=10 ,

α3+β5=25 ,

α 1=65 ,

α 2=75 ,
α3=25 ,

β1=5 ,

β2=−15 ,
β3=−50 ,

β4=−15 ,

β5=0 ,

Δ14=30 ,

Δ15=5 ,
Δ22=30 ,

Δ23=15 ,

Δ25=10 ,
Δ31=20 ,

Δ33=115 ,
Δ34=0.

Среди относительных оценок нет отрицательных. План перевозок
является оптимальным.
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2. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

В процессе работы на практических занятиях и самостоятельно
студент  должен  научиться:  формулировать  задачу  оптимального
распределения ресурсов систем при наличии ограничений; состав-
лять допустимые начальные планы распределения ресурсов систем;
оптимизировать созданные планы.

На практических занятиях необходимо решить транспортную
задачу. Примерные задачи для самостоятельного решения приведе-
ны ниже.
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Остальные задания по данной теме на практических занятиях
предлагает преподаватель.



253

3. КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

1. Каково  экономическое  содержание  транспортной  задачи?
Что принимается в качестве целевой функции? В чем смысл огра-
ничений?

2. Какова стратегия решения транспортной задачи?
3. Как строится таблица оптимального планирования?
4. Какими методами составляются допустимые начальные пла-

ны перевозок?
5. Как  решается  транспортная  задача  методом  потенциалов?

Каково условие оптимальности решения?
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ВВЕДЕНИЕ

Дисциплина «Математические основы теории управления» ставит своей

целью  формирование  следующих  компетенций  будущего  бакалавра  по

направлению  подготовки  15.03.04  —  Автоматизация  технологических

процессов и производств. 

Код, формулировка 
компетенции

Код, формулировка 
индикатора

Планируемые 
результаты обучения по
дисциплине (модулю), 
характеризующие 
этапы формирования 
компетенций, 
индикаторов

ОПК-1. Применять 
естественнонаучные и 
общеинженерные зна-
ния, методы математи-
ческого анализа и моде-
лирования в профессио-
нальной деятельности

ИД-2ОПК-1 Применяет 
методы математиче-
ского анализа и моде-
лирования в профессио-
нальной деятельности

Демонстрирует знание 
математического аппа-
рата описания систем 
автоматического управ-
ления и умение приме-
нять его при решении 
профессиональных за-
дач

Главной задачей дисциплины является приобретение практических на-

выков  использования  математического  аппарата  теории  автоматического

управления при анализе и синтезе систем автоматического управления.

В результате освоения дисциплины студент должен:

 знать основные закономерности, действующие в процессе изготовле-

ния продукции требуемого качества, заданного количества при наименьших

затратах общественного труда;

 уметь  использовать  основные  закономерности  функционирования

систем автоматического управления;

 владеть практическими навыками математического описания систем

управления.
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Методические указания предназначены для выполнения самостоятель-

ной работе по дисциплине «Математические основы теории управления» с

учетом требований ФГОС ВО для направления подготовки 15.03.04 — Авто-

матизация  технологических  процессов  и  производств.  Они  способствуют

лучшему  усвоению  студентами  теоретических  положений  и  обеспечивает

приобретение практических навыков по исследованию элементов и систем

автоматического регулирования и управления.

1. ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ

ОБУЧАЮЩИХСЯ ПРИ ИЗУЧЕНИИ ДИСЦИПЛИНЫ

«МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ТЕОРИИ УПРАВЛЕНИЯ»

Самостоятельная  работа  студентов  (далее  — СРС)  является  неотъем-

лемой составляющей образовательного процесса в Университете и является

обязательной для каждого студента. Основная цель СРС — освоение в пол-

ном объеме образовательной программы и последовательное формирование

компетенций  эффективной  самостоятельной  профессиональной  (практиче-

ской  и  научно-теоретической)  деятельности.  Самостоятельная  работа  кон-

кретна по своей предметной направленности и сопровождается непрерывным

контролем и оценкой ее результатов.

Количество часов, отводимое на самостоятельную работу, определяется

учебным планом направления подготовки 15.03.04.

Содержательно самостоятельная работа студентов определяется ФГОС

ВО направления  подготовки  15.03.04,  программой и  учебно-методическим

комплексом дисциплины «Математические основы теории управления». 

Методика  организации  самостоятельной  работы студентов  зависит  от

структуры, характера и особенностей дисциплины «Математические основы

теории управления», объема часов на ее изучение, вида заданий для СРС, ин-

дивидуальных возможностей студентов и условий учебной деятельности.
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Формы самостоятельной работы студентов определяются содержанием

дисциплины  «Математические  основы  теории  управления»,  степенью

подготовленности студентов. Они могут быть тесно связаны с теоретическим

курсом  и  иметь  учебный  или  учебно-исследовательский  характер.  Форму

самостоятельной работы студентов  определяют кафедра  ИСЭА при разра-

ботке программы дисциплины «Математические основы теории управления».

Самостоятельная  работа  может  осуществляться  индивидуально  или

группами студентов  в  зависимости  от  цели,  объема,  конкретной тематики

самостоятельной работы, уровня сложности, уровня умений студентов.

СРС,  не  предусмотренная  образовательной  программой,  учебным

планом и учебно-методическими материалами, раскрывающими и конкрети-

зирующими их содержание, осуществляется студентами инициативно, с це-

лью реализации собственных учебных и научных интересов.

В учебном процессе выделяют аудиторную и внеаудиторную самостоя-

тельную работу.

Аудиторная  самостоятельная  работа  по  дисциплине  «Математические

основы  теории  управления»  выполняется  на  учебных  занятиях  (лекциях,

практических,  лабораторных занятиях  и  консультациях)  под руководством

преподавателя и по его заданию.

Внеаудиторная самостоятельная работа студентов выполняется во внеа-

удиторное время по заданию и при методическом руководстве и контроле

преподавателя, но без его непосредственного участия. СРС включает в себя:

 подготовку к аудиторным занятиям (лекционным и практическим) и

выполнение соответствующих заданий;

 работу над отдельными темами учебных дисциплин (модулей) в со-

ответствии с учебно-тематическими планами;

 выполнение контрольных работ;

 подготовку ко всем видам промежуточных и итоговых контрольных

испытаний.
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1.1. Подготовка к лекциям

Главное в период подготовки к лекционным занятиям — научиться ме-

тодам  самостоятельного  умственного  труда,  сознательно  развивать  свои

творческие  способности  и  овладевать  навыками  творческой  работы.  Для

этого необходимо строго соблюдать дисциплину учебы и поведения. Четкое

планирование  своего  рабочего  времени  и  отдыха  является  необходимым

условием для успешной самостоятельной работы.  В основу его нужно по-

ложить рабочие программы изучаемых в семестре дисциплин. 

Каждому  студенту  следует  составлять  еженедельный  и  семестровый

планы работы, а также план на каждый рабочий день. С вечера всегда надо

распределять работу на завтрашний день. В конце каждого дня целесообраз-

но подводить итог работы: тщательно проверить, все ли выполнено по наме-

ченному плану, не было ли каких-либо отступлений, а если были, по какой

причине это произошло. Нужно осуществлять самоконтроль, который явля-

ется необходимым условием успешной учебы. Если что-то осталось невы-

полненным, необходимо изыскать время для завершения этой части работы,

не уменьшая объема недельного плана.

Слушание и запись лекций — сложный вид вузовской аудиторной ра-

боты. Внимательное слушание и конспектирование лекций предполагает ин-

тенсивную умственную деятельность  студента.  Краткие записи лекций,  их

конспектирование помогает  усвоить учебный материал.  Конспект является

полезным тогда, когда записано самое существенное, основное и сделано это

самим студентом. Не надо стремиться записать дословно всю лекцию. Такое

«конспектирование» приносит больше вреда, чем пользы. Запись лекций ре-

комендуется  вести  по  возможности  собственными  формулировками.  Же-

лательно запись осуществлять на одной странице, а  следующую оставлять

для проработки учебного материала самостоятельно в домашних условиях. 

7



Конспект лекций лучше подразделять на пункты, параграфы, соблюдая

красную  строку.  Этому  в  большой  степени  будут  способствовать  пункты

плана лекции, предложенные преподавателям. Принципиальные места, опре-

деления,  формулы  и  другое  следует  сопровождать  замечаниями  «важно»,

«особо важно», «хорошо запомнить» и т.п. Можно делать это и с помощью

разноцветных  маркеров  или  ручек.  Лучше  если  они  будут  собственными,

чтобы не приходилось просить их у однокурсников и тем самым не отвлекать

их  во  время  лекции.  Целесообразно  разработать  собственную  «мар-

кографию» (значки, символы), сокращения слов. Не лишним будет и изуче-

ние основ стенографии. Работая над конспектом лекций, всегда необходимо

использовать не только учебник, но и ту литературу, которую дополнительно

рекомендовал лектор. Именно такая серьезная, кропотливая работа с лекци-

онным материалом позволит глубоко овладеть знаниями.

1.2. Подготовка к практическим занятиям

Подготовку к каждому практическому занятию студент должен начать с

ознакомления с методическими указаниями, которые включают содержание

работы.  Тщательное  продумывание  и  изучение  вопросов  основывается  на

проработке текущего материала лекции, а затем изучения обязательной и до-

полнительной литературы, рекомендованную к данной теме. На основе инди-

видуальных  предпочтений  студенту  необходимо  самостоятельно  выбрать

тему доклада по проблеме и по возможности подготовить по нему презента-

цию. 

Если  программой  дисциплины  предусмотрено  выполнение  практиче-

ского  задания,  то  его  необходимо  выполнить  с  учетом  предложенной

инструкции (устно или письменно). Все новые понятия по изучаемой теме

необходимо выучить наизусть и внести в глоссарий, который целесообразно

вести  с  самого  начала  изучения  курса.  Результат  такой  работы  должен

проявиться  в  способности  студента  свободно  ответить  на  теоретические
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вопросы семинара, его выступлении и участии в коллективном обсуждении

вопросов изучаемой темы, правильном выполнении практических заданий и

контрольных работ. 

В  зависимости  от  содержания  и  количества  отведенного  времени  на

изучение каждой темы практическое занятие может состоять из четырех-пяти

частей: 

1. Обсуждение теоретических вопросов, определенных программой дис-

циплины. 

2. Доклад и/или выступление с презентациями по выбранной проблеме. 

3. Обсуждение выступлений по теме — дискуссия. 

4.  Выполнение  практического  задания  с  последующим  разбором  по-

лученных результатов или обсуждение практического задания.

5. Подведение итогов занятия. 

Первая часть — обсуждение теоретических вопросов — проводится в

виде фронтальной беседы со всей группой и включает выборочную проверку

преподавателем теоретических знаний студентов. Примерная продолжитель-

ность — до 15 минут. Вторая часть — выступление студентов с докладами,

которые должны сопровождаться презентациями с целью усиления наглядно-

сти восприятия, по одному из вопросов практического занятия.  Обязатель-

ный  элемент  доклада  —  представление  и  анализ  статистических  данных,

обоснование социальных последствий любого экономического факта,  явле-

ния  или  процесса.  Примерная  продолжительность  —  20-25  минут.  После

докладов следует их обсуждение — дискуссия. В ходе этого этапа практиче-

ского занятия могут быть заданы уточняющие вопросы к докладчикам. При-

мерная продолжительность — до 15-20 минут. Если программой предусмот-

рено  выполнение  практического  задания  в  рамках  конкретной  темы,  то

преподавателями определяется его содержание и дается время на его выпол-

нение, а замет идет обсуждение результатов. Подведением итогов заканчива-

ется практическое занятие. 
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В процессе подготовки к практическим занятиям, студентам необходимо

обратить  особое  внимание  на  самостоятельное  изучение  рекомендованной

учебно-методической (а также научной и популярной) литературы. Самосто-

ятельная работа с учебниками, учебными пособиями, научной, справочной и

популярной литературой, материалами периодических изданий и Интернета,

статистическими данными является наиболее эффективным методом получе-

ния  знаний,  позволяет  значительно  активизировать  процесс  овладения

информацией, способствует более глубокому усвоению изучаемого материа-

ла,  формирует у студентов свое отношение к конкретной проблеме. Более

глубокому раскрытию вопросов способствует знакомство с дополнительной

литературой,  рекомендованной  преподавателем  по  каждой  теме  семинар-

ского или практического занятия,  что позволяет  студентам проявить свою

индивидуальность в рамках выступления на данных занятиях, выявить ши-

рокий спектр мнений по изучаемой проблеме.

1.3. Самостоятельное изучение материала тем

Конспект — наиболее совершенная и наиболее сложная форма записи.

Слово «конспект» происходит от латинского «conspectus», что означает «об-

зор,  изложение».  В  правильно  составленном  конспекте  обычно  выделено

самое основное в изучаемом тексте, сосредоточено внимание на наиболее су-

щественном, в кратких и четких формулировках обобщены важные теорети-

ческие положения. 

Конспект представляет собой относительно подробное, последователь-

ное изложение содержания прочитанного. На первых порах целесообразно в

записях ближе держаться тексту, прибегая зачастую к прямому цитированию

автора. В дальнейшем, по мере выработки навыков конспектирования, запи-

си будут носить более свободный и сжатый характер. 

Конспект книги обычно ведется в тетради.  В самом начале конспекта

указывается фамилия автора,  полное название произведения,  издательство,
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год  и  место  издания.  При  цитировании  обязательная  ссылка  на  страницу

книги. Если цитата взята из собрания сочинений, то необходимо указать со-

ответствующий том. Следует помнить, что четкая ссылка на источник — не-

пременное правило конспектирования. Если конспектируется статья, то ука-

зывается, где и когда она была напечатана.

Конспект подразделяется на части в соответствии с заранее продуман-

ным планом. Пункты плана записываются в тексте или на полях конспекта.

Писать его рекомендуется четко и разборчиво, так как небрежная запись с те-

чением времени становиться малопонятной для ее автора. Существует прави-

ло: конспект, составленный для себя, должен быть по возможности написан

так, чтобы его легко прочитал и кто-либо другой.

Формы конспекта могут быть разными и зависят от его целевого назна-

чения  (изучение  материала в  целом или под  определенным углом зрения,

подготовка к докладу, выступлению на занятии и т.д.), а также от характера

произведения (монография, статья, документ и т.п.). Если речь идет просто

об изложении содержания работы, текст конспекта может быть сплошным, с

выделением  особо  важных  положений  подчеркиванием  или  различными

значками.

В случае, когда не ограничиваются переложением содержания, а фикси-

руют в конспекте и свои собственные суждения по данному вопросу или до-

полняют конспект соответствующими материалами их других источников,

следует отводить место для такого рода записей. Рекомендуется разделить

страницы тетради  пополам  по  вертикали  и  в  левой  части  вести  конспект

произведения, а в правой свои дополнительные записи, совмещая их по со-

держанию.

Конспектирование в большей мере, чем другие виды записей, помогает

вырабатывать навыки правильного изложения в письменной форме важные

теоретических и практических вопросов, умение четко их формулировать и

ясно излагать своими словами.
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Таким  образом,  составление  конспекта  требует  вдумчивой  работы,

затраты времени и труда.  Зато во время конспектирования приобретаются

знания, создается фонд записей.

Конспект может быть текстуальным или тематическим. В текстуальном

конспекте сохраняется логика и структура изучаемого произведения, а запись

ведется в соответствии с расположением материала в книге. За основу тема-

тического конспекта берется не план произведения, а содержание какой-либо

темы или проблемы.

Текстуальный конспект желательно начинать после того, как вся книга

прочитана и продумана, но это, к сожалению, не всегда возможно. В первую

очередь необходимо составить план произведения письменно или мысленно,

поскольку в соответствии с этим планом строится дальнейшая работа. Кон-

спект включает в себя тезисы, которые составляют его основу. Но, в отличие

от  тезисов,  конспект  содержит  краткую  запись  не  только  выводов,  но  и

доказательств, вплоть до фактического материала. Иначе говоря, конспект —

это расширенные тезисы, дополненные рассуждениями и доказательствами,

мыслями и соображениями составителя записи.

Как правило, конспект включает в себя и выписки, но в него могут войти

отдельные места,  цитируемые дословно,  а  также факты,  примеры,  цифры,

таблицы и схемы, взятые из книги. Следует помнить, что работа над конспек-

том  только  тогда  будет  творческой,  когда  она  не  ограничена  текстом

изучаемого произведения. Нужно дополнять конспект данными из других ис-

точников.

В конспекте необходимо выделять отдельные места текста в зависимо-

сти от их значимости. Можно пользоваться различными способами: подчер-

киваниями,  вопросительными  и  восклицательными  знаками,  репликами,

краткими  оценками,  писать  на  полях  своих  конспектов  слова:  «важно»,

«очень важно», «верно», «характерно».

В  конспект  могут  помещаться  диаграммы,  схемы,  таблицы,  которые

придадут ему наглядность.
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Составлению тематического конспекта предшествует тщательное изуче-

ние всей литературы, подобранной для раскрытия данной темы. Бывает, что

какая-либо тема рассматривается в нескольких главах или в разных местах

книги. А в конспекте весь материал, относящийся к теме, будет сосредоточен

в одном месте. В плане конспекта рекомендуется делать пометки, к каким ис-

точникам  (вплоть  до  страницы)  придется  обратиться  для  раскрытия

вопросов.  Тематический  конспект  составляется  обычно  для  того,  чтобы

глубже изучить определенный вопрос, подготовиться к докладу, лекции или

выступлению на семинарском занятии. Такой конспект по содержанию при-

ближается к реферату, докладу по избранной теме, особенно если включает и

собственный вклад в изучение проблемы.

1.4. Подготовка к экзамену

Экзаменационная сессия — очень тяжелый период работы для студентов

и  ответственный  труд  для  преподавателей.  Главная  задача  экзаменов  —

проверка качества усвоения содержания дисциплины.

На основе такой проверки оценивается учебная работа не только студен-

тов, но и преподавателей: по результатам экзаменов можно судить и о каче-

стве всего учебного процесса. При подготовке к экзамену студенты повто-

ряют материал курсов, которые они слушали и изучали в течение семестра,

обобщают полученные знания, выделяют главное в предмете, воспроизводят

общую  картину  для  того,  чтобы  яснее  понять  связь  между  отдельными

элементами дисциплины.

При  подготовке  к  экзаменам  основное  направление  дают  программы

курса и конспект, которые указывают, что в курсе наиболее важно. Основной

материал должен прорабатываться по учебнику, поскольку конспекта недо-

статочно для изучения дисциплины. Учебник должен быть проработан в те-

чение семестра, а перед экзаменом важно сосредоточить внимание на основ-

ных, наиболее сложных разделах. Подготовку по каждому разделу следует
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заканчивать восстановлением в памяти его краткого содержания в логиче-

ской последовательности.

До экзамена обычно проводится консультация, но она не может возме-

стить отсутствия систематической работы в течение семестра и помочь за

несколько часов освоить материал, требующийся к экзамену. На консульта-

ции студент получает  лишь ответы на трудные или оставшиеся  неясными

вопросы. Польза от консультации будет только в том случае, если студент до

нее проработает весь материал. Надо учиться задавать вопросы, вырабаты-

вать привычку пользоваться справочниками, энциклопедиями, а не быть на

иждивении у преподавателей, который не всегда может тут же, «с ходу» на-

звать какой-либо факт, имя, событие. На экзамене нужно показать не только

знание предмета, но и умение логически связно построить устный ответ.

Получив билет, надо вдуматься в поставленные вопросы для того, чтобы

правильно понять их. Нередко студент отвечает не на тот вопрос, который

поставлен, или в простом вопросе ищет скрытого смысла. Не поняв вопроса

и не обдумав план ответа, не следует начинать писать. Конспект своего отве-

та  надо  рассматривать  как  план  краткого  сообщения  на  данную  тему  и

составлять  ответ  нужно  кратко.  При  этом  необходимо  показать  умение

выражать мысль четко и доходчиво.

Отвечать нужно спокойно, четко, продуманно, без торопливости, при-

держиваясь записи своего ответа. На экзаменах студент показывает не только

свои знания, но и учится владеть собой. После ответа на билет могут следо-

вать вопросы, которые имеют целью выяснить понимание других разделов

курса, не вошедших в билет. Как правило, на них можно ответить кратко, до-

статочно показать знание сути вопроса. Часто студенты при ответе на допол-

нительные вопросы проявляют поспешность: не поняв смысла того, что у них

спрашивают, начинают отвечать и нередко говорят не по сути.

Следует помнить, что необходимым условием правильного режима ра-

боты в период экзаменационной сессии является нормальный сон, поэтому

подготовка к экзаменам не должна быть в ущерб сну. Установлено, что силь-
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ное эмоциональное напряжение во время экзаменов неблагоприятно отража-

ется на нервной системе и многие студенты из-за волнений не спят ночи пе-

ред экзаменами. Обычно в сессию студенту не до болезни, так как весь орга-

низм озабочен одним — сдать экзамены. Но это еще не значит, что послед-

ствия неправильно организованного  труда и чрезмерной занятости не ска-

жутся потом. Поэтому каждый студент помнить о важности рационального

распорядка рабочего дня и о своевременности снятия или уменьшения ум-

ственного напряжения.

2. СРЕДСТВА ОЦЕНИВАНИЯ УРОВНЯ СФОРМИРОВАННОСТИ

КОМПЕТЕНЦИЙ ОБУЧАЮЩИХСЯ ПРИ ИЗУЧЕНИИ

ДИСЦИПЛИНЫ «МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ТЕОРИИ

УПРАВЛЕНИЯ»

Вопросы для собеседования

Тема 1. Основные положения теории операционного исчисления

1. Как выполняется преобразование Лапласа?

2. Какую форму имеет интеграл Лапласа?

3. Какие функции считаются оригиналами? Каковы их свойства?

4. Какие функции считаются изображениями по Лапласу? Каковы их 

свойства?

5. Как выполняется обратное преобразование Лапласа?

6. Что определяет теорема обращения?

7. Как использовать преобразование Лапласа для решения обыкновен-

ных дифференциальных уравнений и их систем?

8. Как используется преобразование Лапласа для расчета переходных 

процессов в цепях постоянного и переменного тока?

9. Как выполняется преобразование Фурье?

10. Какую форму имеет интеграл Фурье?

15



11. Какими свойствами обладает преобразование Фурье?

12. Как выполняется обратное преобразование Фурье? 

13. Как используется преобразование Фурье для решения задач теории 

сигналов.

14. Что понимается под двусторонним и односторонним преобразова-

нием Лапласа?

15. Какие свойства преобразования Лапласа определяют теоремы линей-

ности, подобия, затухания, запаздывания?

16. Как выполняется дифференцирование оригинала и изображения по 

параметру?

17. Как меняется изображение по Лапласу при дифференцировании и 

интегрировании оригинала?

18. Как меняется оригинал при дифференцировании и интегрировании 

изображения по Лапласу?

19. Как выполняется операция свертки функций? Каковы ее основные 

свойства?

20. Как определяется оригинал от произведения изображений по Лапла-

су двух функций?

21. Как определяется изображение по Лапласу от произведения двух 

оригиналов?

22. Как используется интеграл Дюамеля для решения обыкновенных 

дифференциальных уравнений?

23. Как решаются интегральные уравнения типа свертки?

24. Как использовать преобразование Лапласа для решения дифференци-

альных уравнений в частных производных?

25. Как используется преобразование Лапласа для решения прикладных 

задач теории управления?

26. Что понимается под двусторонним и односторонним преобразова-

нием Фурье?

27. Что считается быстрым преобразованием Фурье?
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28. Как используется преобразование Фурье для решения прикладных 

задач теории управления?

Тема 2. Математическое описание систем

1. Что считается математической моделью системы? Как она представ-

ляется в общем виде?

2. Что считается динамической и статической характеристикой си-

стемы? 

3. Что считается уравнением состояния системы?

4. Что считается фазовым вектором?

5. Что считается фазовой плоскостью?

6. Что считается фазовой траекторией?

7. Что считается фазовым портретом системы?

8. При каких условиях допустима линеаризация уравнений систем? 

9. Каковы особенности линеаризованных характеристик?

10. Что такое передаточная функция системы? 

11. Как получается передаточная функция в операторной форме?

12. Как получается передаточная функция в изображениях по Лапласу? 

13. Что считается структурной схемой системы? Из каких элементов она

состоит? По каким правилам она строится?

14. Как определяется передаточная функция одноконтурной системы по 

ее структурной схеме?

15. Что считается графом системы? По каким правилам он строится?

16. В чем отличия моделей одномерных систем от моделей многомер-

ных систем?

17. В чем отличия моделей линейных систем от моделей нелинейных си-

стем?

18. В чем отличия моделей стационарных систем от моделей нестацио-

нарных систем?

19. В чем отличия моделей систем с сосредоточенными параметрами от 
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моделей систем с распределенными параметрами?

20. Каковы особенности фазового портрета?

21. Что считается особой точкой фазовой плоскости?

22. Что считается особой точкой фазовой траектории?

23. По каким правилам выполняется линеаризация уравнений систем?

24. В чем отличия передаточных функций в операторной форме и в 

изображениях по Лапласу?

25. Как получаются уравнения состояния системы по ее передаточной 

функции?

26. Как определяется передаточная функция многоконтурной системы 

по ее структурной схеме?

27. Как определяется передаточная функция системы по ее графу?

Тема 3. Основные положения теории вариационного исчисления

1. Что понимается под вариацией параметра? 

2. Каковы свойства вариации? 

3. Что понимается под вариацией функционала?

4. Каково необходимое условие экстремума функционала? 

5. Как формулируется вариационная задача с фиксированными грани-

цами?

6. Как формулируется вариационная задача с подвижными границами?

7. Как формулируется вариационная задача с ограничениями?

8. Что считается сильным и слабым экстремумом?

9. Как синтезируется оптимальная траектория в задаче с фиксирован-

ными границами и фиксированным временем?

10. Как синтезируется оптимальная траектория в задаче с подвижными 

границами?

11. Как синтезируется оптимальная траектория в задаче с ограничени-

ями?
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Критерии оценивания компетенций

Оценка «зачтено» выставляется студенту, если он твердо знает матери-

ал, грамотно и по существу излагает его, правильно применяет теоретические

положения  при  решении  практических  вопросов  и  задач,  владеет  необхо-

димыми навыками и приемами их выполнения. Допускаются некоторые не-

точности, недостаточно правильные формулировки в изложении программ-

ного материала, затруднения при выполнении практических работ.

Оценка «не зачтено» выставляется студенту,  если он не знает значи-

тельной части  программного  материала,  допускает  существенные  ошибки,

неуверенно, с большими затруднениями выполняет практические задания.

Вопросы к экзамену

Вопросы (задача, задание) для проверки уровня обученности

1. Понятие о преобразовании Лапласа. Оригиналы и изображения.

2. Понятие об обратном преобразовании Лапласа.

3. Свойства преобразования Лапласа.

4. Применение преобразования Лапласа для решения обыкновенных 

дифференциальных уравнений.

5. Применение преобразования Лапласа для решения дифференциаль-

ных уравнений в частных производных.

6. Применение преобразования Лапласа для решения задач теории 

управления.

7. Понятие о преобразовании Фурье.

8. Понятие об обратном преобразовании Фурье.

9. Математическое описание сложной системы.

10. Уравнения статики и динамики. 

11. Нормализация уравнений статики и динамики.

12. Фазовый вектор и фазовая плоскость.
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13. Фазовая траектория и фазовый портрет.

14. Линеаризация уравнений систем.

15. Структурные схемы систем.

16. Графы систем.

17. Основные понятия классического вариационного исчисления.

18. Вариационная задача с фиксированными границами.

19. Вариационная задача с подвижными границами.

20. Вариационная задача с ограничениями.

1 Критерии оценивания компетенций

Оценка «отлично» выставляется студенту, если он имеет глубокие зна-

ния об аналитических и численных методах анализа математических моделей

технических  систем  и  технологических  процессов;  умеет  использовать

современные методы системного анализа процессов и принятия решений в

системах управления, методы и инструментальные средства моделирования

при исследовании и проектировании систем управления; уверенное владеет

методами математического моделирования и автоматизированного проекти-

рования  при  разработке  и  совершенствовании  программно-технических

средств и систем автоматизации и управления.

Оценка «хорошо» выставляется студенту, если он знает аналитические и

численные методы анализа математических моделей технических систем и

технологических  процессов;  умеет  использовать  современные  методы  си-

стемного анализа процессов и принятия решений в системах управления, ме-

тоды  и  инструментальные  средства  моделирования  при  исследовании  и

проектировании  систем  управления;  владеет  методами  математического

моделирования  и  автоматизированного  проектирования  при  разработке  и

совершенствовании программно-технических средств и систем автоматиза-

ции и управления.

Оценка «удовлетворительно» выставляется студенту, если он имеет по-

верхностные знания об аналитических и численных методах анализа матема-
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тических моделей технических систем и технологических процессов; ограни-

ченно умеет использовать современные методы системного анализа процес-

сов и принятия решений в системах управления, методы и инструментальные

средства моделирования при исследовании и проектировании систем управ-

ления; неуверенно владеет методами математического моделирования и авто-

матизированного  проектирования  при  разработке  и  совершенствовании

программно-технических средств и систем автоматизации и управления.

Оценка  «неудовлетворительно»  выставляется  студенту,  если  он  не

знает аналитические и численные методы анализа математических моделей

технических  систем  и  технологических  процессов;  не  умеет  использовать

современные методы системного анализа процессов и принятия решений в

системах управления, методы и инструментальные средства моделирования

при исследовании и проектировании систем управления; не умеет применять

методы математического моделирования и автоматизированного проектиро-

вания при разработке и совершенствовании программно-технических средств

и систем автоматизации и управления.

3. ОТЧЕТНОСТЬ ПО ДИСЦИПЛИНЕ

В рамках рейтинговой системы успеваемость студентов по дисциплине

оценивается в ходе текущего контроля успеваемости и промежуточной ат-

тестации.

Максимально возможный балл за весь текущий контроль устанавливает-

ся равным 55. Текущее контрольное мероприятие считается сданным, если

студент получил за него не менее 60% от установленного для этого контроля

максимального балла. Рейтинговый балл, выставляемый студенту за текущее

контрольное  мероприятие,  сданное  студентом  в  установленные  графиком

контрольных мероприятий сроки, определяется следующим образом:

Уровень выполнения  контрольного 
задания

Рейтинговый балл  (в % от мак-
симального балла  за контрольное за-
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дание)
Отличный 100
Хороший 80
Удовлетворительный 60
Неудвлетворительный 0

Промежуточная аттестация

Промежуточная аттестация в форме экзамена предусматривает проведе-

ние обязательной экзаменационной процедуры и оценивается 40 баллами из

100. Минимальное количество баллов, необходимое для допуска к экзамену,

составляет 33 балла. Положительный ответ студента на экзамене оценивается

рейтинговыми баллами в диапазоне от 20 до 40 (20Sэкз40), оценка меньше

20 баллов считается неудовлетворительной.

Шкала соответствия рейтингового балла экзамена 5-балльной системе 
Рейтинговый балл по дисциплине Оценка по 5-балльной системе
35-40 Отлично
28-34 Хорошо
20-27 Удовлетворительно

Итоговая оценка по дисциплине, изучаемой в одном семестре, определя-

ется по сумме баллов, набранных за работу в течение семестра, и баллов, по-

лученных при сдаче экзамена:

Шкала  пересчета  рейтингового  балла  по  дисциплине  в  оценку  по  5-

балльной системе 

Рейтинговый балл по дисциплине Оценка по 5-балльной системе
88-100 Отлично
72-87 Хорошо
53-71 Удовлетворительно
менее 53 Неудовлетворительно

Для студентов очно-заочной формы обучения рейтинговая оценка зна-

ний не предусмотрена
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