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Введение 

Целью освоения дисциплины «Алгебра и геометрия» является формирование и 

развитие интеллекта и способностей студентов к логическому и алгоритмическому 

мышлению, обучение основным математическим понятиям и методам линейной алгебры и 

аналитической геометрии, их использованию в моделировании, теоретическом и 

экспериментальном исследовании в профессиональной деятельности, поиску, 

критическому анализу и синтезу информации, применению системного подхода для 

решения поставленных задач. 

Для освоения дисциплины поставлены следующие задачи: 

 обучение студентов основным математическим методам алгебры и геометрии, 

необходимым при решении теоретических и практических задач в области цифровых 

технологий химических производств; 

 развитие логического и алгоритмического мышления общего уровня 

математической культуры; 

 выработка навыков математического исследования прикладных вопросов, 

необходимых для решения теоретических и практических задач в области цифровых 

технологий химических производств; 

 обучение студентов методам обработки и анализа результатов численных и 

натуральных экспериментов; 

 привитие студентам умения самостоятельного изучения учебной литературы по 

алгебре и геометрии. 

 

Код, формулировка 
компетенции 

Код, формулировка 
индикатора 

Планируемые результаты обучения по 
дисциплине (модулю), 

характеризующие этапы 
формирования компетенций, 

индикаторов 

УК-1 Способен 
осуществлять поиск, 
критический анализ 
и синтез 
информации, 
применять 
системный подход 
для решения 
поставленных задач  

ИД-1 УК-1 выделяет 
проблемную ситуацию, 
осуществляет ее анализ и 
диагностику на основе 
системного подхода 

Понимает основы операций и 
алгебраических систем, методологию и 
основные методы линейной алгебра и 
аналитической геометрии. Использует 
понятия: эквивалентные матрицы и 
элементарные преобразования; 
системы линейных уравнений; 
матричный метод решения систем 
линейных уравнений; формулы 
Крамера, прямая, плоскость. 
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УК-1 Способен 
осуществлять поиск, 
критический анализ 
и синтез 
информации, 
применять 
системный подход 
для решения 
поставленных задач  

ИД-2 УК-1 осуществляет 
поиск, отбор и 
систематизацию 
информации для 
определения 
альтернативных 
вариантов 
стратегических решений 
в проблемной ситуации  

Способен распознавать в задачах 
предметной области матрицы и 
действия над ними; определители и их 
основные свойства; алгебраические 
дополнения и миноры; формулировку 
теоремы Лапласа, применять на 
практике математические модели, 
методы и средства цифровых 
технологий на практике 

УК-1 Способен 
осуществлять поиск, 
критический анализ 
и синтез 
информации, 
применять 
системный подход 
для решения 
поставленных задач  
 
 
 

ИД-3 УК-1 определяет и 
оценивает риски 
возможных вариантов 
решений проблемной 
ситуации, выбирает 
оптимальный вариант её 
решения 

Обеспечивает владение навыками 
теоретического и экспериментального 
исследования, понятий: обратная 
матрица, ее основные свойства, метод 
вычисления; линейная зависимость и 
линейная независимость строк 
(столбцов) матрицы; необходимое и 
достаточное условия линейной 
зависимости строк; ранг матрицы, 
методы его вычисления; теорема о 
базисном миноре. Обеспечивает 
применение навыков работы с 
компьютерными программами для 
дистанционного образования в области 
алгебры и геометрии, навыков 
самоорганизации учебного процесса 
для решения сложных задач алгебры и 
геометрии, предполагающими 
самостоятельный выбор метода 
решения 

ОПК-1 Способен 
применять 
естественно-
научные и 
общеинженерные 
знания, методы 
математического 
анализа и 
моделирования, 
теоретического и 
экспериментального 
исследования в 
профессиональной 
деятельности 

ИД-1 ОПК-1 знаком с 
основами 
естественнонаучных и 
общеинженерных знаний, 
методов математического 
анализа и моделирования 
в профессиональной 
деятельности 

Понимает теорию основных методов 
алгебры в профессиональной 
деятельности, анализирует 
теоретические и экспериментальные 
данные алгебраических вычислений в 
профессиональной деятельности, 
основные понятия аналитической 
геометрии, определения и свойства 
математических объектов в этой области, 
формулировки утверждений, методы их 
доказательства, возможные сферы их 
приложений 

ОПК-1 Способен 
применять 
естественно-
научные и 
общеинженерные 
знания, методы 
математического 
анализа и 
моделирования, 

ИД-2 ОПК-1 анализирует 
естественнонаучные и 
общеинженерные знания, 
и моделирования, 
теоретического и 
экспериментального 
исследования в 
профессиональной 
деятельности 

Анализирует естественнонаучные и 
общеинженерные знания, методы, 
применяет знания алгебраических 
вычислений в профессиональной 
деятельности, вычисляет значения корня, 
степени, логарифма, находить значения 
тригонометрических выражений, 
выполняет тождественные преобразования 
тригонометрических, иррациональных, 
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теоретического и 
экспериментального 
исследования в 
профессиональной 
деятельности 

показательных, логарифмических 
выражений, анализирует математический 
аппарат аналитической геометрии, 
аналитические методы исследования 
геометрических объектов для решения 
поставленных задач в профессиональной 
деятельности

ОПК-1 Способен 
применять 
естественно-
научные и 
общеинженерные 
знания, методы 
математического 
анализа и 
моделирования, 
теоретического и 
экспериментального 
исследования в 
профессиональной 
деятельности 

ИД-3 ОПК-1 применяет 
методы математического 
анализа и моделирования 
в профессиональной 
деятельности 

Владеет навыками решения задач, 
связанных с алгеброй, навыками 
решения задач, связанных с основами 
алгебраических вычислений в 
профессиональной деятельности, 
умеет решать задачи вычислительного 
и теоретического характера в области 
геометрии многомерного евклидова 
(аффинного) пространства и 
доказывать утверждения 
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Практическое занятие по теме «Линейная алгебра» 

 
Цель: Целью освоения темы «Линейная алгебра» является формирование набора 

универсальных и общепрофессиональных компетенций будущего бакалавра по 

направлению подготовки 09.03.02 Информационные системы и технологии: 

 осуществлять поиск, критический анализ и синтез информации, применять 

системный подход для решения поставленных задач; 

 использовать математические, физические, физико-химические, химические 

методы для решения задач профессиональной деятельности. 

В результате освоения темы «Линейная алгебра» студентом приобретаются 

следующие знания и умения: 

Знать: основные методы алгебры и моделирования в профессиональной 

деятельности, теоретические и экспериментальные данные моделирования в 

профессиональной деятельности. 

Уметь: интерпретировать, структурировать и оформлять информацию результатов 

исследований и экспериментов из профессиональной области в доступном для других виде. 

Обеспечивать применение навыков работы с компьютерными программами для 

дистанционного образования в области алгебры, навыков самоорганизации учебного 

процесса для решения сложных задач алгебры, предполагающими самостоятельный выбор 

метода решения. 

Владеть: навыками решения задач, связанных с математическим моделированием и 

анализом, навыками решения задач, связанных с профессиональной деятельностью. 

 

Теоретическая часть 

Определители и матрицы 

10 Определителем 2-го порядка называется число, обозначаемое выражением 

а)
22

11

ва

ва
 = а1b2 – а2b1,        (1) 

где а1, а2, b1,b2- элементы определителя.  

б) Определителем 3-го порядка называется число, обозначаемое выражением 

333

222

111

сва

сва

сва

= а1b2c3+a2b3c1+b1c2a3-a3b2c1-a2b1c3-a1c2b3    (2) 
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в) Определителем n-го порядка называется число det A=

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

...

..............

...

...

21

22221

11211

(3) 

где аij- элемент определителя, находящийся на пересечении i-той строки и j-го 

столбца. 

20 Матрицей называют таблицу, состоящую из элементов aij, расположенных в m 

строках и n столбцах, и обозначают: 

А=



















mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

...

..............

...

...

21

22221

11211

 

Если m=n, то матрицу называют квадратной; если m=1, то получим матрицу –строку (а11, 

а12, а1n); если n=1, то получим матрицу-столбец: 



















1

21

11

ma

a

a


 

Если элементы квадратной матрицы удовлетворяют условию jiij aa  , то матрица 

называется   симметричной. 

Единичной матрицей n-го порядка называется квадратная матрица, у которой на главной 

диагонали стоят единицы, а все остальные элементы равны нулю. 





















100

010

001







nE ; 








jiесли

jiесли
aij 0

1
 

Две матрицы А и B называются равными, если они имеют одинаковую размерность 

и все соответствующие элементы равны, т.е аij=bij. 

30 Суммой 2-х матриц одинаковой размерности А и B называется матрица С такой же 

размерности, получаемая из этих матриц соответствующих элементов  сij=aij+bij. 

40 Разность матриц есть действие обратное сложению, т.е. чтобы найти разность 2-х матриц 

одинаковой размерности, следует произвести вычитание соответствующих элементов  

сij=aij-bij. 

50 Под произведением матрицы А на число k понимается матрица В, получаемая из матрицы 

А умножением всех её элементов на это число bij=kaij. 

60  Под произведением матрицы А размерности (mxn) на матрицу В размерности  
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(nxk) понимается матрица С размерности (mxk), получаемая перемножением элементов 

матрицы А на элементы матрицы В по правилу сij=ai1b1j+ai2b2j+….+ainbnj=∑ai rbri, т.е. по 

правилу “строки на столбец”.  

70 Трансионировать матрицу А – значит все её строки i сделать столбцами j с теми 

порядковыми номерами аij=am
ji. 

80 Обратной матрицей по отношению к заданной квадратной матрице А называется такая 

квадратная матрица, обозначаемая А-1, которая удовлетворяет равенствам АА-1=Е и А-1А=Е. 

Теорема. Для того, чтобы квадратная матрица А имела обратную матрицу А-1, необходимо 

и достаточно чтобы матрица А была несобственной (detA #0),тогда обратная матрица 

определяется формулой: А-1=
Adet

1



















nnnn

n

n

AAA

AAA

AAA

...

............

...

...

21

22212

12111

 

Таким образом, для получения обратной матрицы А-1 следует все элементы матрицы 

А заменить их алгебраическими дополнениями. Алгебраическим дополнением Аij элемента 

аij определителя n-го порядка называется определитель (n-1)-го порядка, полученный из 

исходного вычёркивания i-той строки и j-го столбца и умноженный на (-1)i+j 

 

Системы линейных уравнений 

90 Решение системы n линейных уравнений с n неизвестными 

    
















   hxk...xbxa

.............................................

 ,hxkxbxa

    ,hxkxbxа

nnn2n1n

2n22212

1n12111

  

 по формулам Крамера имеет вид: x1=

1 ; x2=


1 ; …; xn


 n

,где ∆- основной определитель 

системы; ∆1; ∆2; … ∆n - дополнительные определители системы. 

Если Δ≠0 – система совместная, имеет единственное решение. Если Δ=0, а ∆1≠0; ∆2≠0; … 

∆n≠0 – система не совместная, не имеет решений. Если Δ=∆1=∆2=∆n=0  - система не 

определена, т.е. имеет бесконечное множество решений  

100 Пусть дана система n линейных уравнений с n неизвестными: 

൞

𝑎ଵଵ𝑥ଵ ൅ 𝑎ଵଶ𝑥ଶ ൅ ⋯൅ 𝑎ଵ௡𝑥௡ ൌ 𝑏ଵ,
𝑎ଶଵ𝑥ଵ ൅ 𝑎ଶଶ𝑥ଶ ൅ ⋯൅ 𝑎ଶ௡𝑥௡ ൌ 𝑏ଶ,
………………………………………
𝑎௡ଵ𝑥ଵ ൅ 𝑎௡ଶ𝑥ଶ ൅ ⋯൅ 𝑎௡௡𝑥௡ ൌ 𝑏௡,
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Если ввести матричные обозначения:      А=



















nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

...

............

...

...

21

22221

11211

; X=



















nx

x

x

...
2

1

;  B=



















nb

b

b

...
2

1

 

то систему можно записать матричным уравнением АХ=В. Решение системы матричным 

методом определяется соотношением Х=А-1В; det്0. 

110 Ранг матрицы – это наибольший из порядков определителей этой матрицы, отличных 

от нуля. Матрицы, имеющие одинаковый ранг, называются эквивалентными.  

По критерию Сильвестра положительной определенности: Для того чтобы 

квадратичная форма была положительно определенной, необходимо и достаточно, чтобы 

все главные миноры матрицы этой формы были положительны. 

Для того чтобы квадратичная форма была отрицательно определенной, необходимо и 

достаточно, чтобы квадратичная форма была отрицательно определенной, необходимо и 

достаточно, чтобы главные миноры четного порядка ее матрицы были положительны, а 

нечетного порядка – отрицательны. 

 

Решение типовых примеров 

Пример № 1. Дана матрица А= 
























213

525

341

. Найти обратную матрицу А 1 . 

Правильность нахождения обратной матрицы проверить матричным умножением  

А*А 1 = =А 1 *А=Е. 

Решение: Находим определитель матрицы: 

А = 

3

5

1

1

2

4

 

2

5

3
 = 1*

1

2
  

2

5
-4 

3

5
  

2

5
-3

3

5
  

1

2
=22 0.  

Поскольку определитель матрицы не равен нулю, существует обратная матрица 

А 1 =
А

1
* 

13

12

11

А

А

А

  

23

22

21

А

А

А

  

33

32

31

А

А

А

  

Находим алгебраические дополнения  

А11 =(-1)   =-1;   А12 =(-1) 3

3

5
 
2

5
=5;    А =(-1)

3

5
  

1

2
=-1; 2

1

2

2

5
13

4
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А 21 =(-1) 3

1

4
  

2

3
=-11;   А 22 =(-1)   =11;    А 23 =(-1) 5

3

1
  

1

4
=11;  

А 31=(-1) 4

2

4
  

5

3
=26;   А 32 =(-1) 5

5

1
  

5

3
 
.

=-20;    А 33 =(-1) 6  
5

1

2

4
=-18; 

Отсюда А 1





























18111

20115

26111

22

1
.  

Правильность нахождения обратной матрицы проверим матричным умножением: 

А 1 *А=
22

1













1

5

1

  

11

11

11
  

18

20

26











*









3

5

1

  

1

2

4

  

2

5

3








=

22

1













3*185*111*1

3*205*111*5

3*265*111*1

  

1*182*114*1

1*202*114*5

1*262*114*1





  

2*185*113*1

2*205*11)3(*5

2*265*113*1













=

22

1









0

0

22

  

0

22

0

  

22

0

0








=









0

0

1

  

0

1

0

  

1

0

0








=Е. 

Следовательно, обратная матрица найдена верно. 

Пример № 2.  Решить систему уравнений методом Крамера: 













;10234

,735

,1432

zyx

zyx

zyx

 

Решение.  Находим главный определитель: 

 =

4

5

2

  

3

1

3
  

2

3

1

 =4+15+36-4+30+18=99 0. 

Система имеет единственное решение. Находим дополнительные определители. 

x =

10

7

14

  

3

1

3
  

2

3

1

 =297;   y =

4

5

2

  

10

7

14

  

2

3

1

 =-198;   z =

4

5

2

  

3

1

3
  

10

7

14

=198. 

По формулам Крамера  x=

 x -

99

297
=3;  y=



 y =-
99

198
=-2;  


z

=
99

198
=2 

Ответ: (3;-2;2). 

Пример № 3.  Решить систему уравнений матричным методом 

4

3

1

2

3
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











;235

,1732

,16234

zyx

zyx

zyx

   

Решение. Запишем исходные матрицы 

А=









5

2

4

  

1

3

3

   

3

1

2

 






;  X=









z

y

x








;  В=









 2

17

16








 

Найдем А =

5

2

4

  

1

3

3

   

3

1

2


=36+15+4+30-4+18=99 0 

Находим обратную матрицу (см. пример №1). Получим 

А 1 =
99

1









17

11

8

  

11

22

11

   

18

0

9

 






. Отсюда находим искомое решение: 

X= А 1 *В=
99

1









17

11

8

  

11

22

11

   

18

0

9

 






 









 2

17

16








=

99

1














36187272

374176

18187128








=

99

1









495

198

297








=

















5

2

3

.  

Таким образом х=3;y=-2;z=5 

 

Пример № 4. Найти фундаментальную систему решений однородной СЛАУ 













.0332

,0232

,02

654321

54321

654321

xxxxxx

xxxxx

xxxxxx

       

Решение. Решим систему методом Гаусса. Поскольку число уравнений системы 

меньше числа неизвестных, считаем, что x1 ; x 2 ; x 3 -,базисные неизвестные, а x 4 ; x 5 ; x 6 - 

cвободные неизвестные. Перенесем слагаемые, содержащие свободные переменные, в 

правую часть уравнений системы и получим: 















;332

232

2

65432

,5432

,654321

xxxxxx

xxxxx

xxxxxx

        Составим расширенную матрицу системы и затем 

выполним действия, составляющие прямой ход метода Гаусса: 

1

2

1


  

3

3

1




  

3

2

1



654

54

654 2

xxx

xx

xxx













(-2),(2)~









0

0

1

1

1

1




  

5

4

1



654

654

654

53

433

2

xxx

xxx

xxx













 ~ 









0

0

1

  

0

1

1




 

1

4

1


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64

654

654

2

433

2

xx

xxx

xxx













 

Преобразованная расширенная матрица соответствует системе уравнений, которая 

эквивалентна исходной, однородной системе 














.2

4334

,2

643

,65432

654321

xxx

xxxxx

xxxxxx

  обратный ход метода Гаусса дает значение базисных 

неизвестных, выраженных через свободные переменные: х 3 =2x ;64 x  ;311 542 xxx    

.6541 414 xxxx   

Поскольку ранг однородной системы равен трем, то фундаментальная система решений 

для нее состоит из трех линейно-независимых векторов 

При n=6 и z=3, беря последовательно для свободных переменных тройку чисел (1;0;0); 

(0;1;0) и (0;0;1), получим функциональный набор решений 

1
~x =(14;11;2;1;0;0); 2

~x =(-4;-3;0;0;1;0); 3
~x =(1;0;1;0;0;1). 

Пример № 5. Исследовать и найти общее решение СЛАУ методом Гаусса. 














;123

,6322

,52

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

      

Решение.  Преобразуем расширенную матрицу системы (для удобства вычислений 

берем в качестве первой строки коэффициенты второго уравнения, у которого 

коэффициент при 1x  равен единице 









3

2

1

  

1

1

2

   

1

1

2




  

2

1

3


1

5

6












~ 









0

0

1

  

5

5

2


   

5

5

2
  

7

7

3




17

17

6








~ 









0

0

1

  

0

5

2

   

0

5

2
  

0

7

3


0

17

6








~ 



0

1
  

5

2


  

5

2
  

7

3


  

17

6




,  т.е ранг матрицы системы r=2 

Оставляем в левой части переменные ,; 21 xx  которые берем за основные (определитель из 

коэффициентов при них (базисный минор) отличен от нуля), т.е. 

0

1
  

5

2


0  Остальные не основные переменные 43 ; xx  переносим в правые части уравнения. 

В результате получим систему: 








432

4321

75175

3262

xxx

xxxx
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Откуда 432 5

7

5

17
xxx    и 41 5

1

5

4
xx   

Задавая неосновным переменным произвольные значения 2413 ; cxcx  , найдем 

бесконечное множество решений системы: ;
5

1

5

4
21 cx     ;

5

17

5

17
212 ccx    

2413 ; cxcx   

Пример №6. Доказать что квадратичная форма 

3121
2
3

2
2

2
1 44756 xxxxxxxF   положительно определенная. 

Решение. Запишем матрицу. А этой квадратичной формы и определитель матрицы А. 





















702

052

226

À ; 

702

052

226

det 


A . Т.к. главные миноры матрицы А ;0611 a

;026
52

26
2 




a  ;0162

702

052

226

3 


















a т.е. все положительные, то данная 

квадратичная форма является положительно – определенная. 

Вопросы и задания 

№ 1. Найти обратную матрицу для матрицы А методом алгебраических дополнений. при 

этом правильность вычисления обратной матрицы проверить, используя матричное 

умножение, т.е. EAAAA   11  (Таблица 1). 

Таблица 1.  

В Матрица В Матрица В Матрица В Матрица В Матрица 

1 






















153

132

543

À
 

7 






















423

243

112

À
 

13 






















4142

153

271

À
 

19 

















121

563

342

À
 

25 















 


432

0114

057

À
 

2 


















100

210

321

À
 

8 


















312

132

123

À
 

14 






















552

153

271

À

 

20 






















112

134

111

À
 

26 




















342

163

121

À
 

3 


















001

112

023

À
 

9 























424

212

211

À
 

15 

















151

342

243

À

 

21 




















172

353

121

À
 

27 




















172

353

121

À
 

4 




















121

011

322

À
 

10 




















113

215

421

À
 

16 






















241

653

313

À

 

22 






















513

1325

512

À
 

28 






















314

638

111

À
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5 




















037

210

531

À
 

11 

 

 





















361

392

374

À
 

17 

















681

112

357

À
 

23 


















612

113

123

À
 

29 























265

352

234

À
 

6 


















311

023

012

À
 

12 


















151

342

243

À
 

18 






















513

1325

512

À
 

24 















 


442

0114

057

À
 

30 


















245

223

335

À
 

 

№ 2. Решить СЛАУ:  

а) методом Крамера;  

б) средствами матричного исчисления. Обратную матрицу найти, используя либо метод 

Жордано, либо метод алгебраических дополнений элементов матрицы А, при этом 

правильность вычисления обратной матрицы проверить, используя матричное умножение 

(Таблица 2). 

Таблица 2.  

Вар. Система уравнений Вар. Система уравнений Вар. Система уравнений 

1 














.336

,892

,10374

321

321

321

ххх

ххх

ххх

 

11 













.542

,654

,432

321

321

321

ххх

ххх

ххх

 

21 













.4423

,532

,14

321

321

121

ххх

ххх

ххх

 

2 













.3423

,525

,10342

321

321

321

ххх

ххх

ххх

 

12 













.4552

,553

,327

321

321

321

ххх

ххх

ххх

 

22 













.18265

,4352

,9234

321

321

321

ххх

ххх

ххх

 

3 














.14

,8532

,5653

321

321

321

ххх

ххх

ххх

 

13 














.107105

,223

,2232

321

321

321

xхх

ххх

ххх

 

23 













.043

,532

,14

321

321

321

ххх

ххх

ххх

 

4 













.6362

,149

,523

321

321

321

ххх

ххх

ххх

 

14 













.336

,224

,72

321

21

321

ххх

хх

ххх

 

24 













.1532

,5,45,12

,9234

321

321

321

ххх

ххх

ххх

 

5 













.158

,6274

,432

321

321

321

ххх

ххх

ххх

 

15 














.6

,8233

,52

321

321

321

ххх

ххх

ххх

 

25 













.18265

,4352

,9234

321

321

321

ххх

ххх

ххх

 

6 













.158

,6274

,432

321

321

321

ххх

ххх

ххх

 

16 













.324

,92

,6

321

321

321

ххх

ххх

ххх

 

26 













.1543

,482

,14

321

321

321

ххх

ххх

ххх

 

7 













.13733

,642

,135

321

321

321

ххх

ххх

хх

 

17 














.1035

,35,02

,124

321

321

321

ххх

ххх

ххх

 

27 














.52153

,38102

,145

321

321

121

ххх

ххх

ххх
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8 














.1224

,957

,8652

321

321

321

ххх

ххх

ххх

 

18 














.1322

,1225

,233

321

321

321

ххх

ххх

ххх

 

28 













.143

,369

,123

321

321

321

ххх

ххх

ххх

 

9 













.42

,4552

,5893

321

321

321

ххх

ххх

ххх

 

19 













.0323

,2235

,124

321

321

321

ххх

ххх

ххх

 

29 














.9311

,5

,1352

zyх

zх

zух

 

10 














.0432

,6264

,432

321

321

321

ххх

ххх

ххх

 

20 














.1342

,1353

,4525

321

321

321

ххх

ххх

ххх

 

30 













.8285

,542

,123

321

321

321

ххх

ххх

ххх

 

 

№ 3 Найти фундаментальную систему решений однородной СЛАУ (Таблица 3). 

Таблица 3.  

Вар. Система уравнений Вар. Система уравнений 

1 

















.0457

,0753

,043235

,05233

54321

5321

54321

54321

ххххх

хххх

ххххх

ххххх

 

16 














.0332

,0354

,023

4321

4321

4321

хххх

хххх

хххх

 

2 

















.03311

,0226

,032

,05432

54321

4321

54321

54321

ххххх

хххх

ххххх

ххххх

 

17 













.035

,04294

,0242

4321

4321

4321

хххх

хххх

хххх

 

3 
















.063234

,04223

,04232

,02732

54321

54321

54321

54321

ххххх

ххххх

ххххх

ххххх

 

18 













.053

,032

,0374

4321

4321

4321

хххх

хххх

хххх

 

4 

















.03363

,05111255

,032

,0432

54321

54321

54321

54321

ххххх

ххххх

ххххх

ххххх

 

19 













.04732

,0821464

,01232196

54321

54321

54321

ххххх

ххххх

ххххх

 

5 














.0536

,05,157

,0783

4321

4321

4321

хххх

хххх

хххх

 

20 














.0441233

,022865

,010

54321

54321

54321

ххххх

ххххх

ххххх
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6 













.0345

,072

,0243

4321

4321

4321

хххх

хххх

хххх

 

21 

















.074242

,043624

,02

,03

54321

54321

4321

5321

ххххх

ххххх

хххх

хххх

 

7 














.04423

,04432

,0268

4321

4321

4321

хххх

хххх

хххх

 

22 

















.085723

,07523

,05372

,023

54321

54321

54321

54321

ххххх

ххххх

ххххх

ххххх

 

8 

















.074242

,043624

,02

,03

54321

54321

4321

5321

ххххх

ххххх

хххх

хххх

 

23 














.054194

,02310

,022

54321

54321

54321

ххххх

ххххх

ххххх

 

9 














.05341211

,027322

,0283

54321

54321

54321

ххххх

ххххх

ххххх

 

24 














.0

,022214224

,011712

54321

54321

54321

ххххх

ххххх

ххххх

 

10 













.02324

,03242

,02593

4321

4321

4321

хххх

хххх

хххх

 

25 













.074616

,025

,032

54321

54321

54321

ххххх

ххххх

ххххх

 

11 














.02324

,012542

,083

4321

4321

4321

хххх

хххх

хххх

 

26 














.054

,05852

,023

4321

4321

4321

хххх

хххх

хххх

 

12 













.0543

,0367

,042

4321

4321

4321

хххх

хххх

хххх

 

27 













.06226

,05234

,04325

5321

54321

54321

хххх

ххххх

ххххх

 

13 













.04375

,0223

,0323

4321

4321

4321

хххх

хххх

хххх

 

28 













.063

,0532

,042

54321

54321

54321

ххххх

ххххх

ххххх

 

14 

















.085723

,07523

,05372

,023

54321

54321

54321

54321

ххххх

ххххх

ххххх

ххххх

 

29 













.0347

,073

,01055

4321

4321

4321

хххх

хххх

хххх

 

15 














.0252

,03

,02227

54321

54321

54321

ххххх

ххххх

ххххх

 

30 













.0668

,042

,06357

4321

4321

4321

хххх

хххх

хххх
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№ 4 Исследовать и найти общее решение СЛАУ (Таблица 4). 

Таблица 4.  

Вар. Система уравнений Вар. Система уравнений 
1 

















.1493822

,632533

,63422

,4323

54321

54321

54321

54321

ххххх

ххххх

ххххх

ххххх

 

16 
















.227458

,744854

,293514

,635756

54321

54321

54321

54321

ххххх

ххххх

ххххх

ххххх

 

2 

















.11177142

,1755104

,122

,122

54321

54321

54321

54321

ххххх

ххххх

ххххх

ххххх 17 

















.22252

,1223

,1322

,02

54321

54321

54321

54321

ххххх

ххххх

ххххх

ххххх

 

3 













.18311424

,7436

,5732

4321

4321

4321

хххх

хххх

хххх
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















.1262349

,13263

,8625203

,23934215

54321

54321

54321

54321

ххххх

ххххх

ххххх

ххххх

 

4 

















.375554

,243333

,02

,12

54321

54321

54321

54321

ххххх

ххххх

ххххх

ххххх
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














.632

,95322

,116432

,1695234

54321

54321

54321

54321

ххххх

ххххх

ххххх

ххххх

 

5 













.2497

,45422

,6723

4321

4321

4321

хххх

хххх

хххх

 

20 
















.8432

,9544

,223

,7433

54321

5421

54321

5421

ххххх

хххх

ххххх

хххх

 

6 

















.337

,133

,3

,4432

431

421

432

4321

ххх

ххх

ххх

хххх

 

21 













.19116245

,1374223

,20116335

54321

54321

54321

ххххх

ххххх

ххххх

 

7 

















.1874223

,9432

,1585233

,7422

54321

54321

54321

54321

ххххх

ххххх

ххххх

ххххх

 

22 
















.12433

,24

,22

,5223

54321

54321

54321

54321

ххххх

ххххх

ххххх

ххххх

 

8 
















.19106634

,19116845

,1274633

,17105635

54321

54321

54321

54321

ххххх

ххххх

ххххх

ххххх

 

23 
















.856274

,423342

,679356

,05936

54321

54321

54321

54321

ххххх

ххххх

ххххх

ххххх

 

9 













.1321115

,26423

,13257

4321

4321

4321

хххх

хххх

хххх

 

24 

















.24

,12574

,23

,3332

54321

54321

5321

4321

ххххх

ххххх

хххх

хххх
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10 














.132533

,23422

,1323

54321

54321

54321

ххххх

ххххх

ххххх

 

25 

















.95322

,5322

,3523

,85332

54321

5421

5432

5421

ххххх

хххх

хххх

хххх

 

11 

















,1374223

,24148266

,743

,127433

54321

54321

5421

54321

ххххх

ххххх

хххх

ххххх

 

26 

















.632

,137542

,2

,116432

54321

54321

542

54321

ххххх

ххххх

ххх

ххххх

 

12 

















.239822

,13533

,23422

,123

54321

54321

54321

54321

ххххх

ххххх

ххххх

xхххх

 

27 
















.10543

,1685323

,1796243

,1585233

54321

54321

54321

54321

ххххх

ххххх

ххххх

ххххх

 

13 













.13103129

,74286

,3243

4321

4321

4321

хххх

хххх

хххх

 

28 

















.12

,2232

,12

,02432

5432

4321

5321

54321

хххх

хххх

хххх

ххххх

 

14 
















.22117434

,22127345

,1585233

,20116235

54321

54321

54321

54321

ххххх

ххххх

ххххх

ххххх

 

29 

















.34532

,2311873

,8532

,34532

54321

54321

54321

54321

ххххх

ххххх

ххххх

ххххх

 

15 
















.95322

,5322

,3223

,175332

54321

5421

5432

5421

ххххх

хххх

хххх

хххх

 

30 

















.13244

,332222

,13

,56453

5431

54321

321

54321

хххх

ххххх

ххх

ххххх

 

№ 5 Выяснить вопрос о положительной (отрицательной) определенности квадратичной 

формы (Таблица 5). 

Таблица 5.  

Вар. Квадратичная форма 

1 
323121

2
3

2
2

2
1321 624852);;( xxxxxxxxxxxxf   

2 
323121

2
3

2
2

2
1321 42272);;( xxxxxxxxxxxxf   

3 
323121

2
3

2
1 84432 xxxxxxxxF   

4 
323121

2
3

2
2

2
1 62633 xxxxxxxxxF   

5 
323121

2
3

2
2

2
1 222555 xxxxxxxxxF   

6 2
332

2
23121

2
1 152245 xxxxxxxxxF   

7 2
332

2
221

2
1 344 xxxxxxxF   
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8 2
3

2
23221

2
1 54843 xxxxxxxF   

9 2
3

2
2323121

2
1 258442 xxxxxxxxxF   

10 2
3

2
2323121

2
1 54845 xxxxxxxxxF   

11 
21

2
3

2
2

2
1 234 xxxxxF   

12 
323121

2
3

2
2

2
1 22222 xxxxxxxxxF   

13 
3221

2
3

2
2

2
1 2224 xxxxxxxF   

14 
323121

2
3

2
2

2
1 2243 xxxxxxxxxF   

15 
323121

2
3

2
2

2
1 224 xxxxxxxxxF   

16 
323121

2
3

2
2

2
1321 22232);;( xxxxxxxxxxxxf   

17 
323121

2
3

2
2

2
1 62243 xxxxxxxxxF   

18 
323121

2
3

2
2

2
1 2824 xxxxxxxxxF   

19 
323121

2
3

2
2

2
1 1264236 xxxxxxxxxF   

20 
323121

2
3

2
2

2
1 8816111717 xxxxxxxxxF   

21 2
332

2
23121

2
1 245242 xxxxxxxxxF   

22 2
332

2
221

2
1 54443 xxxxxxxF   

23 2
3

2
2323121

2
1 2102242 xxxxxxxxxF   

24 2
3

2
23121

2
1 57446 xxxxxxxF   

25 2
3

2
2323121

2
1 1081632169 xxxxxxxxxF   

26 2
33231

2
2

2
1 222 xxxxõxxF   

27 
323121

2
3

2
2

2
1 42232 xxxxxxxxxF   

28 
323121

2
3

2
2

2
1 46222 xxxxxxxxxF   

29 
323121

2
3

2
2

2
1 242622 xxxxxxxxxF   

30 
323121

2
3

2
2

2
1 62242 xxxxxxxxxF   
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Практическое занятие по теме «Аналитическая геометрия» 

 

Цель: Целью освоения темы «Аналитическая геометрия» является формирование 

набора общекультурных и общепрофессиональных компетенций будущего бакалавра по 

направлениям подготовки 09.03.02 путем освоения возможностей: 

 осуществлять поиск, критический анализ и синтез информации, применять 

системный подход для решения поставленных задач; 

 использовать математические, физические, физико-химические, химические 

методы для решения задач профессиональной деятельности. 

В результате освоения темы «Аналитическая геометрия» студентом приобретаются 

следующие знания и умения: 

Знать: основные методы аналитической геометрии и моделирования в 

профессиональной деятельности, теоретические и экспериментальные данные 

моделирования в профессиональной деятельности. 

Уметь: интерпретировать, структурировать и оформлять информацию результатов 

исследований и экспериментов из профессиональной области в доступном для других виде. 

Обеспечивать применение навыков работы с компьютерными программами для 

дистанционного образования в области математики, навыков самоорганизации учебного 

процесса для решения сложных задач математики, предполагающими самостоятельный 

выбор метода решения. 

Владеть: навыками решения задач, связанных с математическим моделированием и 

анализом, навыками решения задач, связанных с профессиональной деятельностью. 

 

Теоретическая часть 

1. Векторы в пространстве 

Всякий вектор в пространстве можно представить как сумму трех векторов, один из 

которых расположен на оси Ох, второй – на оси Оу, третий – на оси Оz: 

kajaiaa zyx           (1.1) 

где kji ;;  - единичные векторы координатных осей (орты). 

Модуль вектора à  равен:  222
zyx aaaa       (1.2). 

Если через α; β; γ обозначить углы, которые вектор à  составляет с положительными 
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направлениями координатных осей, то формулы: 

 ;cos
a

ax  ;cos
a

ay  ;cos
a

az       (1.3) 

дают выражения направляющих косинусов вектора à  через его проекции. 

Линейные операции над векторами: 

1. Сумма векторов:       kbajbaibaba zzyyxx      (1.4) 

2. Умножение вектора на скаляр kajaiaa zyx       (1.5) 

Если А(х1, у1, z1) и B(х2, у2, z2) – координаты начала и конца вектора, то проекции 

вектора: 

аx=x2-x1;  аy=y2-y1;  аz=z2-z1          (1.6). 

Модуль 2
12

2
12

2
12 )()()( zzyyxxà       (1.7) 

Направляющие косинусы 
a

xx 12cos


 ; 
a

yy 12cos


 ; 
a

zz 12cos


     (1.8) 

Расстояние между точками М1(х1, у1, z1) и М2(х2, у2, z2) определяется формулой  

2
12

2
12

2
12 )()()( zzyyxxd        (1.9) 

Если начало отрезка совпадает с началом координат, то формула (1.9) примет вид: 

222 zyxd           (1.10) 

Координаты точки М (х; у; z), делящей отрезок М1 М2 в отношении 
ММ

ММ

2

1  

находятся по формулам:  








1

21 xx
x ; 








1

21 yy
y ; 








1

21 zz
z       (1.11)  

или 

2
21 rr

r


                (1.12). 

Если точка М делит отрезок М1 М2 пополам, то λ=1 и формулы (1.11) примут вид  

2
21 xx

x


 ; 
2

21 yy
y


 ; 

2
21 zz

z


        (1.13). 

Скалярным произведением двух векторов à  и b  называется скаляр (число), равное 

произведению модулей перемножаемых векторов на косинус угла между  ними: 

cos babà          (1.14) 

   б) Скалярный квадрат вектора равен квадрату его модуля 2aaa    (1.15) 
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   в) Скалярное произведение единичных векторов определяется формулами:  

1 kkjjii ; 0 kkjjii         (1.16) 

   г) Скалярное произведение двух векторов через их проекции равно сумме произведений  

одноименных проекций  перемножаемых векторов:  

zzyyxx babababa           (1.17) 

Угол между двумя векторами: 

222222
cos)cos(

zyxzyx

zzyyxx

bbbaaa

bababa

ba

ba
ba









       (1.18) 

Условие перпендикулярности двух векторов 0 zzyyxx bababa     (1.19) 

60 а) Векторным произведением двух векторов à  и b называется вектор ñ , 

удовлетворяющий следующим условиям: 1) модуль ñ , численно равен площади 

параллелограмма, построенного на векторах à  и b , т.е. 

 ñ= ),sin( baba             (1.20)  

2) ñ  перпендикулярен к плоскости, в которой лежат векторы à  и b ; 3) ñ  направлен так, 

что вектор à  и b  составляют правильную тройку векторов. 

 Векторное произведение обозначается ñ= à ×b  или ñ=[ à  b ]. 

б) Выражение векторного произведение через проекции перемножаемых векторов  

à ×b =

zyx

zyx

bbb

aaa

kji

           (1.21) 

 Условием параллельности векторов служит пропорциональность их одноименных 

проекций 
z

z

y

y

y

x

b

a

b

a

b

a
         (1.22) 

  в) Площадь Δ АВС (рис. 1) равна половине площади параллелограмма АВСD и                                

                                         равна 
2

1

2

1
 ACABS

zyx

zyx

bbb

aaa

kji

      (1.23)

   

         Рис. 1                      7. а) Смешанным произведением трех векторов называется выражение 

вида ( à ×b )ꞏ ñ   или à b ñ . Если векторы заданы своими координатами, то  

A 
 

D 

С B 
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( à ×b )ꞏ ñ= à b ñ=

zyx

zyx

zyx

ñññ

bbb

aaa

         (1.24) 

б) Смешанное произведение трех векторов численно равно объему параллелепипеда, 

построенного на этих векторах  V = à ×b ꞏ ñ= à b ñ       (1.25) 

в) Объем пирамиды, построенной на векторах à ; b  и ñ  равен Vn =
6

1
cba    (1.26) 

 

2 Аналитическая геометрия на плоскости и в пространстве 

10 Прямой линии на плоскости соответствует уравнение первой степени с двумя 

неизвестными. 

а) Общее уравнение прямой Аx+Вy+С=0        (2.1), 

где А;В; С – произвольные коэффициенты, причем А2+В2≠0. 

б) Уравнение прямой с угловым коэффициентом у=kx+b     (2.2), 

где k = tgφ –угловой коэффициент прямой; φ – угол наклона прямой к положительному 

направлению оси ОX, b – величина отрезка, отсекаемая прямой на оси ОY от начала 

координат (рис. 2) 

в) Уравнение прямой в отрезках 1
b

y

a

x
    (2.3), 

здесь а; b – величины отрезков, которые прямая отсекает 

от осей координат (рис. 2). 

г) Уравнение прямой, проходящей через две данные  

точки );( 111 yxÌ  и );( 222 yxÌ  
12

1

12

1

xx

xx

yy

yy








 (2.4) 

д) Нормальное уравнение прямой 0sin*cos*  pyx       (2.5) 

Здесь Р- длина перпендикуляра, опущенного на прямую из начала координат,  - 

угол, отсчитываемый от положительного направления оси Ох, против часовой стрелки, до 

перпендикуляра р (рис. 2). Чтобы привести общее уравнение прямой (2.1) к нормальному 

виду, нужно общее уравнение прямой умножить на нормирующий множитель  

22

1

BA 
            (2.6), 

взятый со знаком, противоположный знаку свободного члена С. 

 20 а) Всякая плоскость определяется уравнением первой степени с тремя неизвестными 

Ах+By+Cz+Д=0          (2.7), 

а 

b p 

o x 

y 

α 
φ 

Рис. 2 
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где А, В, С и Д, постоянные коэффициенты, причем А2+В2+С20  

б) Нормальное уравнение плоскости  

0 pnr  или х cos+у cos+z cos  -p =0      (2.8), 

где Р - длина перпендикуляра, опущенного на плоскость из начала координат, γ- углы, 

которые перпендикуляр образует с положительным направлением координатных осей; n  

единый вектор направления ОР. Для приведения общего уравнения плоскости (2.7) к 

нормальному виду нужно его уравнение умножить на нормирующий множитель μ=

222

1

CBA 
, при этом знак нормирующего множителя должен быть противоположен 

знаку Д в уравнении (2.7) 

в) Уравнение плоскости в отрезках на осях 
c

z

b

y

a

x
 ,     (2.9) 

где а, b, с- отрезки, которые отсекает плоскость на координатных осях. 

г) Уравнение плоскости, проходящей через данную точку );( 111 yxÌ  и перпендикулярной 

данному вектору N =(А;В;С) )()()( 111 zzCyyBxxA      (2.10) 

д) Точка пересечения трех плоскостей находится из совместного решения их уравнений 

е) Уравнение плоскости, проходящей через три точки );( 111 yxМ ; );( 222 yxМ и );( 333 yxМ  

0

131313

121212

111







zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

        (2.11) 

ж) Угол между двумя плоскостями равен углу между нормальными к ним векторами  

);;( 1111 CBAN    и );;( 4322 CBAN    

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

21

21cos
CBACBA

CCBBAA

NN

NN









      (2.12) 

Если плоскости перпендикулярны, то 0212121  CCBBAA     (2.13) 

Если плоскости параллельны, то 
2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A
       (2.14) 

з) Расстояние от точки );( 111 yxМ  до плоскости  
222

111

CBA

DCzByAx
d




   (2.15) 

40 а)Уравнение прямой в общем виде  







0

0

2222

1111

DzCyBxA

DzCyBxA
   (2.16) 

б) Уравнение прямой в каноническом виде  
n

zz

m

yy

l

xx 000 






 ,   (2.17) 
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где  
22

11

CB

CB
l  ; 

22

11

CA

CA
m  ; 

22

11

BA

BA
n   проекции направляющего вектора );;( nmla   

прямой, проходящей через точку );( 0001 yxÌ  

в) Параметрические уравнения прямой, проходящей через точку );;( 00001 zyxМ  в 

направлении вектора );;( nmla   имеет вид  ;0 ltxx   ;0 mtyy   ;0 ntzz   (2.18) 

50 а) Уравнение прямой, приходящей через две данные точки  

1212

1

12

1 1

zz

zz

zz

yy

xx

xx












         (2.19)  

б) Угол между двумя прямыми  
2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

*
cos

nmlnml

nnmmll




   (2.20) 

Если прямые взаимно- перпендикулярны, то 0212121  nnmmll     (2.21) 

если две прямые параллельны, то 
2

1

2

1

2

1

n

n

m

m

l

l
       (2.22) 

60. Угол между прямой и плоскостью 
222222

sin
nmlCBA

CnBmAl




   (2.23) 

Условие параллельности прямой и плоскости A l +B m +C n =0    (2.24) 

условие перпендикулярности прямой и плоскости 
n

C

m

B

l

A
     (2.25) 

Точка пересечения прямой 
n

zz

m

yy

l

xx 000 






 и плоскости Ax+By+Cz+D=0 находится 

по формулам ltxx  0 ;  ;0 mtyy   ntzz  0 ;  где 
CnBmAl

dCzByAx
t




 000 . 

 

Решение типовых примеров 

 

Пример №1. Дан параллелограмм АВСД, три вершины которого заданы:  

А (1;1;0); 

В (3;2;-1); 

С (2;-1;4). 

Найти: а) четвертую вершину; б) острый угол параллелограмма; в) длины 

диагоналей; г) площадь параллелограмма. 
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Решение: Для определенности можно выполнить схематический чертеж. 

а) Найдем координаты середины отрезка АС по 

формулам (13-1) );2;0;5.1();
2

40
;

2

11
;

2

21
( OO


. 

Теперь найдем координаты точки Д по координатам 

точек В(3;2;-1) и О(1,5;0;2) по той же формуле  

;0;33;
2

3
5.1 


 xx

x

2

2
0

y
 ; y=-2; 

2

1
2

z
 ; 

z=5; D(0;-2;5) 

 б) Острый угол  , как угол между векторами  
____

AB   и  
____

AD  найдем, используя скалярное 

произведение векторов. Для этого сначала найдем координаты векторов  
____

AB  и 
____

AD  по 

формулам (1.6). 

 );1;1;2()01;12;13(
_____

AB        )5;3;1()05;12;10(
____

AD .  

Далее воспользуемся формулой (1.18)  

;6890,0
356

10

2591114

5*)1()3(*1)1(*2
cos 







  o6,133)6890,0arccos(   

Так как необходимо найти острый угол, то он равен 1800-133,60= 46,40. 

в) Длину диагоналей найдем по формуле длины отрезка по координатам его концов (1.9) 

58,421421)04()11()12( 222222 AC  

81,76136169)15()22()30( 222 BD  

г) для нахождения площади параллелограмма воспользуемся формулой (1.23) векторного 

произведения векторов  


________

* ADABSn   

5     3-  1-

1-    1   2 

k    j    i 

=


 kjijikkji 59210365
___

 

).(5,10110592 222 едквSn   

 

Пример № 2. Определить угол между прямой, проходящей через точки )6;2;0(1 M  

и  )6;6;3(2 M и плоскостью 2х-у-2z-1=0. Найти расстояния от точек 1M  и 2M  до плоскости. 

Решение: Уравнение прямой проходящей через две точки 1M  и 2M  примут вид 

;
66

6

26

2

03

0










 zyx

12

6

4

2

3 






zyx

. Угол между прямой и плоскостью находим по 
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формуле  (2.23):  

o426667,0arcsin;6667,0
3

2

132

26

144169414

1224132
sin 





   

Расстояние от точек до плоскости найдем по формуле (2.15):  

5
9

15

414

16)2(2)1(02
1 







d ;  

3

11

414

1626132
1 




d  

 

Пример № 3. Вершины пирамиды находятся в точках  )5;6;4(1A ; )4;9;6(2A ;

)10;10;2(3A ; )9;5;7(4A .  

Найти: 1) длину ребра 1A 2A  ; 2) Угол между ребрами 1A 2A  и 1A 3A ;  3) площадь грани 

1A 2A 3A ; 4) объем пирамиды 1A 2A 3A 4A ; 5) уравнение плоскости 1A 2A 3A ; 6) уравнение 

прямой 1A 4A ; 7)угол между ребром 1A 4A  и гранью 1A 2A 3A ; 8) уравнение высоты, 

опущенной из вершины 4A  на грань 1A 2A 3A . 

Решение: Найдем сначала координаты векторов 21A A ; 31A A ; 41A A  и координаты 

векторного произведения 21A A × 31A A . 

По формуле (1.7) получаем:   21A A =(6-4; 9-6; 4-5)=(2;3;-1);  

31A A =(2-4; 10-6; 10-5)=(-2;4;5);    41A A = (7-4; 5-6; 9-5)=(3;-1;4). 

С помощью формулы (1.21) находим: 

21A A × 31A A = 












42

32
;

52

12
;

54

13
=(19;-8;14). 

1) Длина ребра 1A 2A  равна расстоянию между точками 1A  и 2A , которые вычисляем по 

формуле (1.9) 1A 2A = 74,314)54()69()46( 222  . Тот же результат можно 

получить, найдя модуль вектора 21A A  по формуле (1.7).  

2) Угол между ребрами 1A 2A  и 1A 3A  равен углу φ между векторами 21A A и 31A A . 

В соответствии с формулой (1.18) получим   

70

1

54132

5143)2(2
cos

222222
3121

3121 










AAAA

AAAA
 ; P0,1195;  83,5 0  

3) Площадь грани  А 321 АА  равна площади треугольника А 321 АА  , которую вычислим по 

формуле (1.23): 

S=  31212

1
AAАА  = 222 14)8(19

2

1
 = 46,12;

2

621
  
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4) Объем пирамиды найдем по формуле (1.26) 

7

2

6

6

1
V

4

4

4





    

5

10

9

6

6

6





  

9

10

4

5

5

5





=

3

2

2

6

1
   

1

4

3


  

4

5

1
=

6

1
20

6

121
  

5) Уравнение плоскости А 321 АА  как  плоскости проходящей через 3 точки найдем по 

формуле (2.11) 

42

46

4



x

  

610

69

6



y

  

510

54

5



Z

=0;  

2

2

4



x

  

4

3

6y

  

5

1

5


z

=0           

19(x-4)-8(y-6)+14(z-5)=0; преобразовываем 19x-18y+14z-98=0. 

6) Уравнение прямой 41 AA  как прямой , проходящей через две точки найдем по формуле 

(2.19)  

;
59

5

65

6

47

4










 zyx

     ;
4

5

1

6

3

4 






 zyx

   x=4+3t; y=6-t; z=5+4t. 

7) Угол между ребром 41 AA  и гранью А 321 АА  равен углу   между плоскостью и прямой, 

найдем по формуле (2.23)  

sin = 9522,0
2662

121

413141819

4*14)1(*183*19
222222





   = arcsin 02,729522,0   

8) Уравнение высоты, опущенной из вершины 4A  на грань А 321 АА , можно записать, как 

уравнение прямой, проходящей через точку 4A  и перпендикулярной плоскости, имеющей 

нормальный вектор n )14;8;19(  , который для этой прямой будет направляющим 

вектором. Уравнение в данном случае принимает вид х=7+19t; y=5-8t; z= 9+14t. 

Вопросы и задания 

№1 Дан параллелограмм АВСД, три вершины которого заданы. Найти:  

а) четвертую вершину;  

б) острый угол параллелограмма;  

в) длину диагоналей;  

г) площадь параллелограмма (Таблица 1) 

Таблица 1.  

Вар. А В С Вар. А В С 

1 (6;-3;2) (-2;-4;-5) (-5;1;-3) 16 (-2;-5;-3) (-5;3;-4) (3;4;2) 

2 (2;4;-5) (-4;2;-3) (-3;-3;6) 17 (-4;2;3) (2;-3;-5) (7;-2;1) 

3 (-3;-1;2) (5;3;-3) (3;-4;4) 18 (-2;-4;5) (-8;-1;-5) (4;3;-2) 

4 (-1;-2;3) (-4;1;2) (5;2;7) 19 (-3;5;-4) (-5;6;2) (3;-5;-2) 
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5 (1;2;3;) (3;-4;-2) (-4;-3;2) 20 (2;-3;4) (6;-4;-5) (-3;4;-2) 

6 (2;-3;-1) (-3;5;3) (4;3;-4) 21 (5;-2;-4) (-5;-8;-1) (-2;4;3) 

7 (-5;-3;-2) (3;-4;-5) (4;2;3) 22 (2;3;-4) (-3;-5;2) (-2;-1;7) 

8 (-3;2;6) (-4;-5;-2) (1;-3;-5) 23 (4;-5;2) (2;-3;-4) (-3;6;-3) 

9 (-2;3;-1) (1;2;-4) (2;7;5) 24 (5;-4;-3) (6;2;-5) (-5;-2;3) 

10 (2;3;1) (-4;-2;3) (-3;2;-4) 25 (-3;4;2) (-4;-5;6) (4;-2;-3) 

11 (3;-4;2) (-5;2;3) (-1;7;-2) 26 (3;-2;-5) (-4;-5;3) (2;3;4) 

12 (-4;-3;5) (2;-5;6) (-2;3;-5) 27 (3;-1;-2) (3;-3;5) (-4;4;3) 

13 (4;2;-3) (-5;6;-4) (-2;-3;4) 28 (-1;2;-3) (2;-4;1) (7;5;2) 

14 (-5;-3;-2) (3;-4;-5) (4;2;3) 29 (-3;6;-3) (-4;3;-2) (3;-5;-2) 

15 (4;-2;-3) (-4;6;-2) (4;3;-4) 30 (-1;-2;3) (-4;3;3) (3;2;1) 

 

№2. Найти угол между плоскостью  и прямой, проходящей через начало координат и 

точку М (таблица2). Вычислить расстояние от точки М до плоскости. 

Таблица 2.  

Вариант М (х;у;z) α Вариант М (х;у;z) α 

1 (2;-1;3) 3х-у+2z-4=0 16 (-4;-3;-5) x-3y+2z-4=0 

2 (-2;4;-3) Х+5у+7z-2=0 17 (-1;-4;5) -2x+4y+z+5=0 

3 (-4;5;-1) 4х+у-2z+5=0 18 (-1;3;2) -x+2y+3z-4=0 

4 (2;3;1) 5x+2y-z-3=0 19 (-3;2;5)  3x+2y-z+14=0 

5 (3;2;-1) 2x+3y-z-4=0 20 (5;-1;-4) x-2y+4z+5=0 

6 (2;-2;4) x-3y+5z-10=0 21 (4;2;-2) 5x+y-3z-10=0 

7 (5;-3;2) -x+3y+2z+14 22 (4;1;3) X+2y+3z-6=0 

8 (-3;2;1) 2x-y+z+5=0 23 (4;-3;-2) 5x+7y+z-2=0 

9 (1;3;4) 2x+3y+z-6=0 24 (-2;4;2) -3x+5y+z-10=0 

10 (2;5;-3) 2x-y+3z+14=0 25 (-2;4;-3) -5x+3y+z+1=0 

11 (-4;5;-1) 4x+y-2z+5=0 26 (4;-3;-2) 3x+y-5z+1=0 

12 (-3;-5;-4) -3x+2y+z-4=0 27 (1;2;3) -x+5y+2z-3=0 

13 (-3;-2;4) x-5y+3z+1=0 28 (2;1;-3) -x+y+2z+5=0 

14 (-3;-2;4) 7x+y+5z-2=0 29 (-5;-4;-3) 2x+y-3z-4=0 

15 (1;-3;2) X+2y-z+5=0 30 (3;1;2) 2x-y+5z-3=0 

 

№3. По координатам вершин пирамиды А 321 АА 4A  найти:  

1) длины ребер  21 AA   и  31 AA  



30 

2) угол между ребрами 21 AA   и  31 AA ;  

3) площадь грани  А 321 АА   

4) объем пирамиды; 

5) уравнения прямых 21 AA   и  31 AA  

6) уравнения плоскостей   321 AAA   и   421 AAA ;  

7) угол между плоскостями 321 AAA   и   421 AAA ;  

8) выполнить чертеж. (Таблица 3) 

Таблица 3.  

Вар. А1 А2 А3 А4 Вар. А1 А2 А3 А4 

1 (0;3;2) (-1;3;6) (-2;4;2) (0;5;4) 16 (4;5;0) (2;4;-2) (6;3;-1) (2;3;0) 

2 (-1;2;0) (-2;2;4) (-3;3;.0) (-1;4;2) 17 (2;4;-1) (0;3;-3) (4;2;-2) (0;2;-1) 

3 (2;2;3) (1;2;7) (0;3;3) (2;4;5) 18 (3;2;2) (7;2;1) (3;3;0) (5;4;2) 

4 (0;-2;2) (-1;-1;6) (-2;0;2) (0;1;4) 19 (4;1;0) (2;0;2) (6;-1;-1) (2;0;-1) 

5 (3;0;2) (2;0;6) (1;1;2) (3;2;4) 20 (2;1;1) (4;2;3) (6;0;2) (2;0;3) 

6 (0;2;-1) (-1;2;3) (-2;3;-1) (0;4;1) 21 (-1;0;2) (2;3;-1) (-1;3;-2) (1;4;0) 

7 (2;3;2) (1;3;6) (0;4;2) (2;5;4) 22 (4;5;2) (2;4;0) (6;1;3) (2;3;2) 

8 (-1;0;2) (-2;0;6) (-3;1;2) (-1;2;4) 23 (0;2;-1) (0;6;-2) (1;-3;2) (4;2;-1) 

9 (2;0;3) (1;0;7) (0;1;3) (2;2;5) 24 (0;3;2) (0;-1;-7) (3;1;0) (-2;-2;-5)

10 (2;-1;2) (1;-1;6) (0;0;2) (2;1;4) 25 (4;2;1) (2;0;0) (6;1;-1) (2;2;-1) 

11 (2;-1;3) (4;-2;2) (-4;5;1) (-3;2;1) 26 (1;2;-3) (5;-4;1) (2;-2;4) (3;2;-1) 

12 (2;-2;4) (-4;-5;1) (-3;2;1) (2;3;1) 27 (1;2;3) (1;-3;2) (-5;1;-4) (4;-2;2) 

13 (-3;-2;4) (-4;-3;5) (4;-1;-2) (4;1;3) 28 (-5;4;3) (2;-1;3) (1;-3;-2) (3;2;1) 

14 (-1;3;2) (2;1;-3) (-2;4;2) (-2;-4;5) 29 (-2;-1;-3) (3;5;-2) (-4;2;-5) (-5;4;3) 

15 (5;-1;-4) (3;1;2) (3;2;1) (3;5;-2) 30 (-1;3;2) (-3;-2;1) (2;-4;-3) (5;2;-4) 
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