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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА  1 

СИНТЕЗ ОПТИМАЛЬНЫХ ПО БЫСТРОДЕЙСТВИЮ СИСТЕМ  

УПРАВЛЕНИЯ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ПРИНЦИПА МАКСИМУМА 

Цель работы: получить оптимальное управление, обеспечивающее мак-

симальное быстродействие при перемещении объекта из исходного состоя-

ния в начало координат фазового пространства. Сравнить оптимальное по 

быстродействию управление объектом с управлением, реализуемым в САУ c 

типовым ПИ-регулятором. 

1 ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ ВВЕДЕНИЕ 

Оптимальными называются системы, в которых процесс управления 

проводится наилучшим образом по сравнению со всеми другими возможны-

ми способами. Оценку достижимости цели в процессе управления объектом, 

представленную в формализованном виде (аналитической форме), принято 

называть критерием оптимальности или целевой функцией. Разработка 

наилучшей системы, удовлетворяющей поставленным требованиям, пред-

ставляет собой задачу синтеза оптимальной системы. 

Повышение эффективности различного рода технических устройств, 

применяемых при автоматизации технологических процессов, обусловливает 

сокращение времени протекания переходных процессов. Однако в любой ре-

альной системе время не может быть меньше определенной минимальной ве-

личины в связи с ограниченной мощностью источников энергии, используе-

мых в автоматических системах, а также в связи с условиями и характером 

работы каждой конкретной системы (ограничения по прочности конструк-

ции, нагреву). 
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Для получения предельного быстродействия (минимума времени пере-

ходного процесса) необходимо проектировать автоматические системы с 

учетом ограничений, наложенных на ее координаты, из условия минимума 

критерия качества вида: 

 
kt

t

k TttdtJ

0

01 .    

(1) 

Системы управления называют оптимальными по быстродействию, 

если они обеспечивают минимум времени переходного процесса с учетом 

ограничений, наложенных на координаты управлений и выхода. Эти системы 

являются частным случаем оптимальных систем. 

При разработке оптимальных по быстродействию систем обычно ис-

пользуют принцип управления объектом при максимально допустимой вели-

чине сигнала управления u = Umax, закон изменения которого определяют 

методами теории оптимального управления. При этом основным методом яв-

ляется принцип максимума Понтрягина. 

Пусть известна математическая модель объекта управления, например, 

в виде уравнений состояния типа 

),,( uXfuBXAX 

(2) 

где А – матрица размерности (n  n); В – матрица размерности (n  r) при r 

координатах управления. 

Требуется определить допустимые управления U
0
(t) при наличии огра-

ничений uj(t)  Uj max, переводящие объект из заданного начального Х(t0) в 

заданное конечное состояние Х(tk), из условия минимума функционала (1). 

При этом координаты вектора состояния Х могут быть также ограниче-

ны: ХRx. 

При решении задачи синтеза составляют функцию Гамильтона вида 





n

i
ii uXftuXH

1

),()(),,(             

(3) 



 

 

 19 

и на основании условия 
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находят закон управления 
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Полученный закон управления (5) является релейным. 

Таким образом, задача нахождения оптимального управления на основе 

принципа максимума сводится к следующей последовательности: 

1.  Записывают уравнение объекта в виде системы уравнений первого 

порядка. 

2.  Составляют функцию Гамильтона H(, X, u). 

3.  Из системы уравнений 0uH  определяют значение u
0
, при ко-

тором достигается максимум функции H. 

4.  Составляют уравнения для определения сопряженных переменных 
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H
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(6) 

5.  При известных начальных условиях находят оптимальное управле-

ние. 

Однако при оптимизации некоторых объектов решение задачи синтеза 

может быть упрощено, так как в ряде случаев не требуется определять пол-

ностью вспомогательные функции i(t), а достаточно только знать моменты 

t изменения знака Hu, в результате чего может быть составлен закон релей-

ного управления: 
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Решим задачу оптимального быстродействия для линейной системы, 

описываемой дифференциальным уравнением вида 

                                                      ),()( tuty                                                           

(8) 

которое можно записать в виде системы двух уравнений первого порядка: 
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(9) 

Для этой системы функция Гамильтона имеет вид: 

                                              212   uxH .                                               

(10) 

При наличии ограничения U  1 максимум Н достигается при 

U=sign2, а функции 1 и 2 определяются из уравнений  
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(11) 

откуда следует, что 1 = С1, а 2 = С2  – С1t. 

Следовательно, оптимальная по быстродействию система будет релей-

ной с особым специальным законом переключения реле по знаку вспомога-

тельной функции 2 = С2 – С1t. 

 

2  ЗАДАНИЕ  И ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ РАБОТЫ 
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U(t) W(p) 

M 
x

0
 

x(t) 
программатор 

1.  По заданным в таблице 1 ординатам кривой разгона объекта управ-

ления определить коэффициенты передаточной функции объекта при помо-

щи программы «WINMNK» на ПЭВМ. Номер варианта задания выдается ин-

дивидуально преподавателем. 

2.  Используя полученную передаточную функцию объекта вида                                                  

W(p) = 1/D(p), вычислить корни многочлена D(p). 

3.  Рассчитать оптимальные по степени затухания параметры настройки 

типового ПИ-регулятора с использованием программы «WINMNK» на 

ПЭВМ. Степень затухания принять равной   = 0,75 (что соответствует пока-

зателю колебательности m = 0,221), время запаздывания τ = 0. 

4.  Запустить программу «OPTIM» (задача быстродействия), нажав 

tay.bat. При запуске программы на экране дисплея появляется структурная 

схема системы управления (рисунок 1). 

 

 

 

W(p) –  передаточная функция объекта управления вида W(p) = 1/D(p); 

D(p) – многочлен степени от 2 до 5, нормализованный таким образом, чтобы 

наименьшее по степени р ненулевое слагаемое имело коэффициент 1; 

x(t) – выходной сигнал; 

х
0 
– вектор начальных значений фазовых координат объекта; 

U(t) – управляющий сигнал, который вырабатывается программатором и мо-

жет принимать значения +М или  –М. 

Рисунок 1 – Программное управление 

Кроме того, на экран выводится ГЛАВНОЕ МЕНЮ вида  

ГЛАВНОЕ МЕНЮ 

Формирование элементов схемы 

Задача быстродействия 

Сравнение с САУ 

Зависимость tрег. от параметров 

Выход из программы – F10 
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5.  Выбрать команду «Формирование элементов схемы» ГЛАВНОГО 

МЕНЮ. На данном этапе необходимо ввести: 

а) корни p1 и  p2 многочлена D(p), предварительно вычисленные в п. 2; 

б) ограничение по модулю управляющего воздействия М = 1; 

в) начальные значения фазовых координат х1
0
 = 1 и х2

0
 = 0. 

По окончании ввода нужно нажать клавишу [End], чтобы программа 

запомнила введенные числа (или клавишу [Esc], если нужно отменить сде-

ланные изменения). 

6.  Выбрать команду «Задача быстродействия» ГЛАВНОГО МЕНЮ. 

Метод решения задачи быстродействия основан на принципе максимума                                                     

Л.С. Понтрягина. Метод – итерационный, оценка времени регулирования в 

процессе счета уточняется, монотонно возрастая. Для контроля за сходимо-

стью вычислительного процесса на экран дисплея выводятся три числа: но-

мер итерации, время регулирования и число, которое служит показателем 

сходимости процесса. Это число должно уменьшаться до нуля, но изменения 

не обязательно монотонны. Счет можно прервать, нажав [Esc], если он «за-

цикливается». 

После того, как решение получено, на экране появляется меню второго 

уровня: 

ЗАДАЧА БЫСТРОДЕЙСТВИЯ 

Результаты счета 

Переходный процесс 

Фазовый портрет 

В главное меню 

 

6.1.  Вывести условия задачи и результаты счета при помощи команды 

«Результаты счета» меню ЗАДАЧА БЫСТРОДЕЙСТВИЯ. 

6.2.  Построить график переходного процесса в системе, выбрав коман-

ду «Переходный процесс» меню ЗАДАЧА БЫСТРОДЕЙСТВИЯ. 

6.3.  Получить фазовый портрет, используя команду «Фазовый портрет» 

меню ЗАДАЧА БЫСТРОДЕЙСТВИЯ. 
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7.  Выбрать команду ГЛАВНОГО МЕНЮ «Сравнение с САУ». При 

этом на экран выводится структурная схема замкнутой системы с регулято-

ром R(p) и ограничителем управляющего воздействия (рисунок 2). 

 

 

 

 

Рисунок 2 – Структурная схема САУ 

7.1.  Выбрать типовой ПИД-регулятор. 

7.2.  Задать коэффициенты регулятора K1 = С1, K2 = С0, K3 = 0, T = 0, 

предварительно найденные в п. 3. 

7.3.  Построить график переходного процесса в системе с типовым                                                                                                   

ПИ-регулятором и ограничителем. 

 

3  СОДЕРЖАНИЕ ОТЧЕТА 

 

Отчет о выполнении лабораторной работы должен содержать: 

1.  Исходные данные в виде таблицы ординат кривой разгона. 

2.  Структурную схему системы управления. 

3.  Результаты идентификации объекта управления, определения опти-

мальных параметров настройки ПИ-регулятора. 

4.  Расчет корней многочлена D(p). 

5. Расчет оптимального по быстродействию управления на основе 

принципа максимума. 

6. Графики переходных процессов: 

а) в оптимальной системе управления; 

б) в системе автоматического управления с типовым ПИ-регулятором. 

7.  Анализ полученных результатов. 

 

 

4 КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

 

R(p) W(p) ограничитель 
u 

_ 

. x
0
 

x(t) 
M 
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1.  Какие системы управления называются оптимальными? 

2.  Что называется критерием оптимальности? 

3.  Сформулируйте задачу синтеза оптимальной системы. 

4.  Какие системы управления называются оптимальными по быстро-

действию? 

5.  Сформулируйте принцип максимума Понтрягина. 

6.  В чем заключается сущность определения оптимального управления 

на основе принципа максимума Понтрягина? 

 

Таблица 1 – Исходные данные 

№ Время Варианты заданий и ординаты кривой разгона 

п/п t,c 1 2 3 4 5 6 7 

1 0 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 

2 2 0,138 0,256 0,243 0,346 0,173 0,156 0,169 

3 4 0,387 0,567 0,564 0,611 0,444 0,423 0,431 

4 6 0,566 0,765 0,731 0,833 0,643 0,645 0,624 

5 8 0,756 0,867 0,876 0,912 0,722 0,712 0,734 

6 10 0,824 0,953 0,954 0,954 0,834 0,867 0,856 

7 12 0,895 0,972 0,982 0,972 0,913 0,914 0,897 

8 14 0,934 0,995 0,991 0,991 0,942 0,958 0,925 

9 16 0,959 0,998 0,994 0,994 0,978 0,979 0,968 

10 18 0,978 1,000 0,997 0,997 0,999 0,987 0,983 

11 20 0,984  0,999   0,996 0,997 

12 22 0,996  1,000   1,000 1,000 

13 24 1,000       

 

 

 

 

 

 

 

Продолжение таблицы 1 
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№ Время Варианты заданий и ординаты кривой разгона 

п/п t,c 8 9 10 11 12 13 

1 0 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 

2 1 0,190 0,356 0,256 0,216 0,150 0,065 

3 2 0,443 0,652 0,565 0,524 0,380 0,175 

4 3 0,631 0,814 0,763 0,765 0,575 0,295 

5 4 0,759 0,911 0,874 0,869 0,720 0,415 

6 5 0,842 0,947 0,934 0,931 0,820 0,525 

7 6 0,897 0,971 0,965 0,978 0,885 0,615 

8 7 0,932 0,985 0,981 0,985 0,930 0,695 

9 8 0,956 0,992 0,992 0,997 0,955 0,760 

10 9 0,971 0,996 0,996 0,998 0,975 0,815 

11 10 0,997 0,998 0,998 0,999 0,985 0,855 

12 11 1,000 1,000 1,000 1,000 0,990 0,890 

13 12     0,995 0,915 

14 13     0,997 0,940 

15 14     1,000 0,955 

16 15      0,970 

17 16      0,985 

18 17      0,990 

19 18      0,995 

20 19      1,000 

Продолжение таблицы 1 

№ Время Варианты заданий и ординаты кривой разгона 

п/п t,c 14 15 16 17 18 

1 0 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 

2 0,5 0,277 0,167 0,178 0,147 0,060 

3 1,0 0,483 0,389 0,382 0,323 0,160 

4 1,5 0,599 0,573 0,588 0,484 0,280 

5 2,0 0,689 0,634 0,699 0,620 0,400 

6 2,5 0,739 0,796 0,749 0,725 0,510 

7 3,0 0,859 0,847 0,869 0,805 0,605 

8 3,5 0,932 0,924 0,897 0,863 0,690 

9 4,0 0,957 0,947 0,948 0,905 0,760 

10 4,5 0,978 0,978 0,979 0,935 0,815 

11 5,0 0,989 0,982 0,992 0,955 0,860 

12 5,5 0,993 0,991 0,995 0,970 0,895 

13 6,0 0,996 0,995 0,997 0,979 0,920 

14 6,5 0,998 0,998 0,998 0,987 0,940 

15 7,0 1,000 1,000 1,000 0,992 0,960 

16 7,5    0,995 0,975 

17 8,0    0,997 0,985 

18 8,5    0,998 0,990 

19 9,0    0,999 0,995 

20 9,5    1,000 1,000 
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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА  2 

 

СИНТЕЗ И АНАЛИЗ ОПТИМАЛЬНЫХ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ  

МЕТОДОМ ДИНАМИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

 

Цель работы: изучение студентами сущности метода динамического 

программирования; получение оптимального закона управления; выявление 

зависимости прямых показателей качества и характера переходных процес-

сов в системе от коэффициентов интегрального квадратичного критерия. 

 

1 ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ ВВЕДЕНИЕ 

 

 Задача синтеза оптимальной автоматической системы (оптималь-

ного управляющего устройства (УУ)) математически может быть сформули-

рована следующим образом. Пусть объект описывается системой 

n.1,...,=i  ),t,u,...,u,x,...,x(fx m1n1i

/

i                       

(1а) 

Здесь x1,...,xn – фазовые координаты, т.е. обобщенные координаты, од-

нозначно определяющие состояние объекта, u1,...,um – параметры управления. 

Введя векторные обозначения 

),f,...,f (=f ),u,...,(u=U  ),x,...,x(X n1m1n1  

приведенную систему можно записать в виде 

 n1,...,=i ),t,U,X(fx i

/

i                                                           

(1б) 

или в более компактной векторной форме 

).t,U,X(fX /                                                                                   

(1в) 

 Вектор X называется фазовым вектором или вектором состоя-

ния, а                                U – управлением или вектором управления. 

 Будем предполагать, что уравнения (1) описывают возмущенное 

движение, фазовые координаты x (i =1,...,n)i  характеризуют отклонение объ-



 

 

 27 

екта от программного движения или положения равновесия. Тогда назначе-

ние регулятора состоит в том, чтобы привести его в конечный момент време-

ни tf в положение 0,=)X(t f  в каком бы состоянии X
0
 не находился объект в 

начальный t0. Другими словами, в моменты t0 и tf  фазовый вектор должен 

удовлетворять условиям:  

. 0=)X(t ,X=)X(t f

0

0                                                                               

(2) 

Эти условия называются краевыми или граничными условиями. 

 В общем случае параметры управления стеснены некоторыми ус-

ловиями. Часто они выражаются в виде неравенства 

m.1,...,=j ,u jjj                                                                     

(3) 

Эти условия называются ограничением на управление. 

 Качество автоматической системы в теории оптимального управ-

ления характеризуют функционалом: 

x(t)).I(u(t),=I                                                                                      

(4) 

 В общем случае функционал (4) может зависеть от моментов t0 и 

tf, граничных значений фазового вектора – Х (t0) и Х (tf). Функционал (4), ха-

рактеризующий качество системы, называется критерием оптимальности. 

Формулировка задачи синтеза оптимальной системы (оптимального 

УУ) состоит в следующем. Для объекта, описываемого уравнениями (1), най-

ти такой алгоритм управления U = U (Х, t), при котором соблюдается огра-

ничение (3), выполняются краевые условия (2) и функционал (4) принимает 

минимальное значение. 

В настоящее время известны различные методы решения задач опти-

мального управления. Одним из них является метод динамического про-

граммирования. 

Основным утверждением, на котором базируется метод динамического 

программирования, является принцип оптимальности. Применительно к за-

дачам оптимального управления его можно сформулировать следующим об-
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разом. 

 Принцип оптимальности. Оптимальное управление U(Х, t), t0 t 

 tf, обладает тем свойством, что каковы бы ни были начальное состояние 

X(t0) и начальное управление U(Х, t), t0 t  t1 (управление на начальном от-

резке t0 t  t1, t1 – произвольный промежуточный момент), последующее 

управление U(Х, t), t1 t  tf, должно составлять оптимальное управление от-

носительно состояния x(t1), в которое переводится объект начальным управ-

лением. 

Используя принцип оптимальности, можно получить уравнение Белл-

мана, которое непосредственно используется при решении задач синтеза оп-

тимальных УУ. 

 Пусть критерий оптимальности имеет вид: 

 .dt)t,U,X(fI

f

0

t

t

0  

Введем в рассмотрение функцию    

,dt)t,U,X(fmin)t,X(S

f

0

t

t

0
U 


 

называемую функцией Беллмана. Здесь  обозначает множество значений 

управления, определяемого ограничением на управление, в частности, усло-

вием (3). Если функция Беллмана непрерывна по совокупности аргументов 

х1,...,хn, t и обладает непрерывной полной производной по t, то для оптималь-

ности управления t)(t),(XU=(t)U ***
 и соответствующей траектории (t)X *

 

необходимо, чтобы имело место уравнение 

0] 
dt

dS(X(t),t)
)t,U,X(f[min=

=
dt

(t),t)dS(X
+(t),t)U(t),(Xf

0
U

*
**

0




                                             

(5) 

при граничном условии 
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. 0=)),tS(X(t ff                                                                                       

(6) 

Уравнение (5) называется уравнением Беллмана. Если функция Белл-

мана обладает непрерывными частными производными по х1,...,хn и t, то 

уравнение Беллмана можно записать в виде: 

)],t,U,X(f
x

S
)t,U,X(f[min= 

t

S
i

i

n

1i
0

U 










                           

(7) 

где n1,...,=i   ,)t,U,X(fi  – правые части уравнений (1) объекта. 

 Если выражение в квадратных скобках уравнения (7) дифферен-

цируемо по u1,...,um и множество  открыто, то из этого уравнения следует: 

  ),t,U,X(f
x

S
)t,U,X(f= 

t

S
i

i

n

1i
0












 

. m1,...,=j   ,0
u

)t,U,X(f

x

S
+ 

u

)t,U,X(f

j

i

i

n

1i
j

0 














                   

(8) 

Порядок решения задачи синтеза оптимальной системы управления с 

помощью уравнения Беллмана следующий: 

1. Составляется уравнение Беллмана и из условий минимума его пра-

вой части находится управление как функция от S – функции Беллмана. 

2. Подставив найденное управление в уравнение Беллмана и решив его, 

определяется функция Беллмана. 

3. Полученная функция Беллмана подставляется в выражение для 

управления, определенное в соответствии с п. 1. 

 Рассмотрим пример синтеза оптимальной системы, когда объект 

описывается уравнением  x
//
 = u 

или системой в нормальной форме 

 u,=x ;xx /

22

/

1                                                                                                  

(9) 

и критерий оптимальности имеет вид 
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f

0

t

t

22

2

2

1 .dt)ruqx(x=I                                                                             

(10) 

Составим уравнение Беллмана. Так как правые части нормальных 

уравнений объекта управления 

u=t)U,(X,f ,x=t)U,(X,f 221  

и подынтегральная функция 

22

2

2

10 ru+qx+x=t)U,(X,f  

не содержат явно время, то производная 




s

t
= 0 . Следовательно, для рас-

сматриваемого случая уравнение Беллмана принимает вид 

0.=u
x

s
x

x

s
+)ru+qx+(xmin

2

2

1

22

2

2

1
U 



















                             

(11) 

Производную по u от фигурной скобки приравниваем к нулю и нахо-

дим оптимальное управление (t)u*
в функции  от   s x/ 2  

  0,=
x

s
+2ru=...

u 2

*








 

откуда 

. 
x

s
 

2r

1
-=u

2

*




                                                                                

(12) 

Подставив это значение в уравнение Беллмана, получим 

0=)
x

s
(

2r

1
-x

x

s
+)

x

s
(

4r

1
-qx+x 2

2

2

1

2

2

2

2

2

1











 

или, приведя подобные члены, 

0.=x
x

s
+)

x

s
(

4r

1
-qx+x 2

1

2

2

2

2

2

1
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(13) 

Решение уравнения Беллмана (13) будем искать в виде квадратичной 

формы 

.xk+xxk+xk=S(X) 2

2222112

2

111       

(14) 

Вычислив производные и подставив их в уравнение Беллмана, путем 

приравнивая к нулю всех коэффициентов при фазовых координатах, получим 

систему уравнений для определения коэффициентов k11, k12 и k22: 

  

.r2qk

;)r2q(rk

;r2k

 

;0kk
r

1
k2

;0k
r

1
k+q

;0
4r

k
-1

11

22

12

221211

2

2212

2

12







































(15) 

Следовательно, функция Беллмана принимает вид: 

,x)r2q(r+xxr2xr2q=S(X) 2

221

2

1      

(16) 

а оптимальное управление 

),xk+x-(k=(X)u 2211

*
      

(17) 

где 

.
r

r2+q
=k ;

r

1
k 21   

Структурная схема оптимальной системы управления представ-

лена на рисунке 1,а, схема моделирования, составленная с использованием 

пакета MATLAB, – на рисунке 1,б. 
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Рисунок 2 – Структурная схема оптимальной системы управления 

 

2  ЗАДАНИЕ  И ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ РАБОТЫ 

 

Исследовать оптимальную систему управления, структурная схема ко-

торой представлена на рисунке 1. Объект управления описывается системой 

в нормальной форме 

u,=x ;x=x /

22

/

1  

где  

б) 

х(0) х
/
(0) 

 х1 = х х
/
= х1

/
 = х2 

u = х
// 

х 

k1 

k1х 

k2 

х
/ 

k2 х
/ 

 

 х1
2 

 х2
2 

u
2 

r
 ru

2 

q
 

 qх2
2  





0

22

2

2

1 min)dtru+qх+(х=I
 

ОУ 

УУ 

х u 

а) 
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),xk+x-(k=u 2211  

.)r2q(
r

1
=k                  ,

r

1
=k 21   

 Постоянные r и q являются коэффициентами квадратичной фор-

мы в интегральном критерии 




0

22

2

2

1 )dt.ru+qx+(x=I
 

 Их численные значения приведены в таблице 1. Номер варианта 

задается устно преподавателем. 

 Исследование проводится в следующей последовательности: 

1. Рассчитать для заданного варианта коэффициенты k1 и k2 (этот пункт 

выполняется при подготовке). 

2. Собрать структурную схему системы управления (рисунок 1) с ис-

пользованием пакета MATLAB. 

3. Установить начальные условия х(0) = x1(0) = 1 и х
/
(0) = x1

/
(0) = x2(0) = 

0. 

4. Определить перерегулирование и время регулирования при каждой 

паре постоянных q и r. 

5. Найти среди исследованных значений коэффициентов k1 и k2 такие 

значения 
*

1k  и 
*

2k , при которых время регулирования получается минималь-

ным, а перерегулирование – максимальным. 

 

3  СОДЕРЖАНИЕ ОТЧЕТА 

 

Отчет о выполнении лабораторной работы должен содержать: 

1. Исходные данные, расчетные формулы, структурную схему системы 

управления и схему моделирования. 

2. Решение задачи синтеза оптимальной системы управления методом 

динамического программирования. 

3. Таблицы со значениями k1 и k2, соответствующими заданному вари-

анту постоянных r и q. 
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4. Графики переходных процессов, полученные при каждой паре по-

стоянных r и q. 

5. Выводы о зависимости прямых показателей качества tp,  и характе-

ра переходных процессов от коэффициентов квадратичного критерия. 

4 КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

 

1. Что такое оптимальная автоматическая система управле-

ния? 

2. Что такое ограничение, краевые условия и критерий опти-

мальности? 

3. Как ставится задача синтеза оптимальной автоматической 

системы управления? 

4. Как формулируется принцип оптимальности? 

5. Как записывается уравнение Беллмана и что оно выражает? 

6. Как определяется оптимальный алгоритм управления ли-

нейным объектом с интегральным квадратичным критерием опти-

мальности? 

Таблица 1 – Значение постоянных r и q интегрального квадратичного крите-

рия 

№ 

варианта 

            

Значение постоянных r и q интегрального квадратичного критерия 

Эксперимент 1  Эксперимент 2 Эксперимент 3 Эксперимент 4  

r q r  q  r  q r  q  

0 0.04 0.05 1 1 10 10 50 50 

1 0.04 0.09 2 5 8 8 40 40 

2 0.04 0.08 0.2 0.2 4 4 20 20 

3 0.04 0.07 0.1 0.1 2 2 10 10 

4 0.02 0.008 0.3 0.3 3 3 30 30 

5 0.03 0.03 0.6 0.6 6 6 60 60 

6 0.05 0.04 0.5 0.5 5 5 25 25 

7 0.06 0.06 0.4 0.4 14 14 56 56 

8 0.07 0.07 0.7 0.7 7 7 70 70 

9 0.08 0.4 0.8 0.8 12 12 80 80 

10 0.09 0.6 0.9 0.9 9 9 90 90 

11 0.05 0.001 4.0 4.0 16 16 64 64 

12 0.01 0 0.6 0.9 8 10 32 32 
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13 0.02 0.01 0.8 0.6 9 8 45 45 

14 0.03 0.07 0.9 0.1 5 4 55 55 

15 0.04 0.06 0.4 0.2 10 2 75 75 

16 0.05 0.05 0.2 0.4 2 1 26 26 

17 0.06 0.04 0.1 0.3 1 9 15 15 

18 0.07 0.1 0.3 0.5 6 3 36 36 

19 0.08 0.3 0.5 0.7 3 4 27 27 

20 0.09 0.5 0.7 0.8 4 5 62 62 

21 0.02 0 4.0 2.0 18 18 72 72 

22 0.03 0 6.0 3.0 12 16 86 86 

23 0.04 0 9.0 4.0 20 22 94 94 

24 0.05 0 8.0 5.0 15 15 95 95 

 

ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА  3 

 

СИНТЕЗ ОПТИМАЛЬНОГО ПД-РЕГУЛЯТОРА  

 

Цель работы: получить оптимальный закон управления методом дина-

мического программирования; исследовать качество процесса регулирования 

в системе с оптимальным ПД-регулятором. 

 

1 ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ ВВЕДЕНИЕ 

 

Сущность теории аналитического конструирования регуляторов состо-

ит в том, что закон изменения управляемой координаты и управляющего 

воздействия задается аналитически в виде некоторого функционала J(X,U), 

который  нужно минимизировать подбором управляющего воздействия. Зная 

алгоритм управления U(t) или U(X), конструируют регулятор. 

Особое значение при аналитическом конструировании регуляторов 

принимает выбор критериев оптимальности. Общих критериев оптимально-

сти для любых объектов управления быть не может. Каждый объект управ-

ления имеет свои критерии качества. Критерий качества должен полностью 

соответствовать наилучшей работе объекта и в то же время быть достаточно 

простым для того, чтобы вариационная задача не оказалась слишком слож-

ной или вообще аналитически неразрешимой. 
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В качестве критериев оптимальности можно выбрать минимум квадра-

тичной ошибки 





0

2

1 dtxJ                                                                                                     

(1) 

или минимум абсолютной ошибки  

.
0

2 dtxJ 


                                                                                                     

(2) 

Однако оценки (1) и (2) не учитывают того, что в системах имеет место 

ограничение мощности управляющего сигнала, а также его насыщение при 

определенных значениях ошибки. Эти ограничения можно задать в инте-

гральном виде: 
























.

;

0

4

0

2

3

LdtUJ

LdtUJ

                                                                                        

(3) 

Таким образом, ставится задача обеспечения минимума (1) или (2) при 

заданных интегральных ограничениях (3). 

Как известно, минимизация критериев J1 и  J2 при условии (3) относит-

ся к решению задачи на условный экстремум вариационного исчисления. По-

этому функционалы (1) и (2) при наличии ограничений на управление и на 

координаты приводится к одному функционалу. Например,  

,dt)Ucx()U(J
0




                                                                                

(4) 

или 
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,dt)Ucx()U(J
0

2




         (5)         ,dt)cUx()U(J
0

22




             

(6) 

или     

,dt))U(c...UccUx()U(J
0

2)r(

r

2.

1

22





                               

(7) 

где сi – множители Лагранжа. 

Ограничение управляющего сигнала приводит к ограничению всех ко-

ординат объекта. Поэтому системы, синтезированные по этим оценкам, обес-

печивают плавные процессы с небольшим перерегулированием.  

Применение квадратичных оценок дает в результате расчетов линей-

ный закон управления 





n

i

ii xpU
1

,                                                                                                  

(8) 

поэтому системы, удовлетворяющие минимуму 

,dt)cUx()U(J
0

22





                                                                           

(9) 

называются линейными оптимальными системами, а определение закона 

управления, доставляющего минимум J(U), – аналитическим конструиро-

ванием регулятора. 

Аналитическое решение задачи синтеза оптимальных систем выполня-

ют методами теории оптимального управления. В данной работе произведем 

аналитическое конструирование регулятора методом динамического про-

граммирования. 

Пусть объект управления представлен нормальной системой уравне-

ний:  
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.

,

2211
2

2
1

uxaxa
dt

dx

x
dt

dx

(10)  

Примем критерий оптимальности в виде: 

.dt)ux(J
k

н

t

t

22

 

(11) 

Требуется определить закон управления U = f (x1, x2). 

Составим функциональные уравнения Беллмана: 






























.0
x

s
u2

;0
x

s
)uxaxa(

x

s
xux

2

2

2211

1

2

22

1

(12) 

Из второго уравнения системы (12) определим u: 

.
x

s

2

1
u

2


         

(13) 

Чтобы определить закон управления u как функцию координат хi, нуж-

но найти функцию S. Подставим в первое уравнение системы (12) выражение 

для u из (13): 

.
4

1
)(

2

22

2211

1

2

2

1 























x

s

x

s
xaxa

x

s
xx        

(14) 

Получим нелинейное дифференциальное уравнение в частных произ-

водных.  

Для линейных объектов управления и квадратичных критериев опти-
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мальности функция S представляет собой положительно определенную квад-

ратичную форму вида  

.
2

2222112

2

111 xAxxAxAS                                                              

(15) 

Для определения коэффициентов этой формы составим  следующую 

систему: 























.2

;2

112222

2

221111

1

xAxA
x

s

xAxA
x

s

                                                                               

(16) 

Подставим ix/s   в (14) и, приравняв к нулю коэффициенты при соот-

ветствующих степенях x1 и x2, составим систему алгебраических уравнений 

для определения А11, А12 и А22: 
















.0AAAaAa2A2

;0AAa2A

;0AAa44

221212222111

2

2222212

2

12121
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Из системы (17) определим: 
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Из возможных решений А11, А12 и А22 выбираем только положительные 

значения, так как для получения устойчивого решения функция S должна 
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быть положительно определенной. 

Зная  А11, А12 и А22, определяем закон управления: 










2

1i

ii222112

2

.xp)xA2xA(
2

1

x

s

2

1
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(21) 

В отличие от классического вариационного исчисления и принципа 

максимума, метод динамического программирования  позволяет получить 

решение сразу в замкнутой форме, т.е. в виде u = f (xi), что является его дос-

тоинством. 

Однако применение этого метода также требует большого объема вы-

числений, связанных с решением системы алгебраических уравнений для оп-

ределения коэффициентов Аij квадратичной формы S. В аналитическом виде 

это не всегда возможно сделать и поэтому приходится применять метод под-

бора значений Аij.   

Как видно из (21), оптимальная по минимуму функционала (11) систе-

ма должна реализовывать ПД-закон регулирования. 

Структурная схема оптимальной системы управления представ-

лена на рисунке 1,а, схема моделирования, составленная с использованием 

пакета MATLAB, – на рисунке 1,б 

ОУ 

УУ 

х u 

а) 
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Рисунок 1 – Структурная схема оптимальной системы управления 

 

ПД-регулятор имеет тот недостаток, что при наличии постоянных воз-

мущающих воздействий существует статическая ошибка. Однако, за счет 

введения в закон регулирования составляющей пропорциональной скорости 

отклонения регулируемой величины от заданного значения, регулятор начи-

нает воздействовать на объект уже тогда, когда нарушение режима функцио-

нирования объекта создало предпосылки для отклонения регулируемого па-

раметра от задания, хотя это отклонение еще не отслежено. Поэтому регуля-

торы, обладающие такой способностью, называют регуляторами с предваре-

нием. Благодаря применению дополнительного воздействия по производной, 

время переходного процесса и амплитуда колебаний регулируемой величины 

существенно уменьшаются. 

 

2  ЗАДАНИЕ  И ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ РАБОТЫ 
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Работа выполняется на ПЭВМ каждым студентом самостоятельно. 

1. По заданным в таблице 1 лабораторной работы № 1 ординатам кри-

вой разгона объекта управления определить коэффициенты передаточной 

функции объекта при помощи программы «WINMNK» на ПЭВМ. Номер ва-

рианта задания выдается индивидуально преподавателем.  

2. Получить оптимальный закон управления методом динамического 

программирования из условия минимума функционала 

 
k

н

t

t

dtuxJ )( 22

 

для заданного уравнения движения объекта 

  ubub...ububxaxa...xaxa 01

)1m(

1m

)m(

m01

)1n(

1n

n

n  





             

и интервала  tн < t < tк   при наличии ограничений вида х(t) є Gx, u(t) є Gu. 

Здесь Gx и Gu – заданные допустимые области для координат состояния и 

управления. 

Начальные условия заданы в виде:  х(0) = 1; х
/
(0) = 0. 

Координата управления не ограничена. 

3. Построить кривую переходного процесса оптимальной системы с 

использованием пакета MATLAB. 

4. Определить прямые показатели качества по графику кривой пере-

ходного процесса. 

3  СОДЕРЖАНИЕ ОТЧЕТА 

 

Отчет о выполнении лабораторной работы должен содержать:  

1. Исходные данные в виде таблицы значений ординат кривой разгона. 

2. Решение задачи аналитического конструирования регулятора мето-

дом динамического программирования. 

3. Структурную схему оптимальной системы управления и схему моде-

лирования. 

4. График кривой переходного процесса. 

5. Значения показателей качества процесса регулирования. 

6. Анализ полученных результатов. 
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4 КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

1. В чем сущность теории аналитического конструирования регулято-

ра? 

2. Какие критерии оптимальности применяются при аналитическом

конструировании регулятора? 

3. Что называют линейной оптимальной системой?

4. Как решается задача аналитического конструирования регулятора

методом динамического программирования? 

5. Какой закон регулирования получен при выполнении лабораторной

работы? В чем его преимущество и недостатки? 

ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА  4 

СИНТЕЗ ОПТИМАЛЬНОГО ПИД-РЕГУЛЯТОРА 

Цель работы: определить уравнение регулятора из условия минимиза-

ции критерия оптимальности; получить график кривой переходного процесса 

в оптимальной системе и рассчитать прямые показатели качества. 

1 ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ ВВЕДЕНИЕ 

Задача определения уравнений регулятора из условий минимизации 

критерия оптимальности называется аналитическим конструированием 

регулятора. При этом предполагают, что уравнение динамики объекта зада-

но. Обычно используют критерии оптимальности в виде функционалов:  
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(4) 

Методика определения закона управления от изменения функционала 

не изменяется. 

Стабилизация систем относительно положения равновесия с помощью 

законов управления, обеспечивающих минимум (1), называется оптималь-

ной стабилизацией. 

На конкретном примере рассмотрим поэтапно синтез оптимальной ста-

билизирующей системы методом динамического программирования. 

Пусть движение объекта управления задано в виде дифференциального 

уравнения второго порядка без запаздывания: 

.uх5,0х5,1х                                                                                      

(5) 

Критерий оптимальности имеет вид: 





0

2222 .dt)u07,0u1,0x2,0x(I                                                   

(6) 
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Коэффициенты функционала (6) выбраны на базе априорных сведений 

об исследуемом технологическом процессе. Необходимо найти оптимальный 

закон управления u = ψ (x). 

Представим дифференциальное уравнение в нормальной форме, для 

чего обозначим x = x1, x1 
/ 
= x2, x2 

/ 
= x3,  x3

 
= u, тогда 
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(7) 

С учетом принятых обозначений функционал (6) преобразуется к виду 

.dt)u07,0x1,0x2,0x(I
0
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2
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(8) 

Закон управления будем искать в виде u 
/
 = ψ (х1, х2, х3). Функциональ-

ное  уравнение Беллмана для рассматриваемого примера примет вид: 

.0
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(9) 

Дифференцируя (9) по u 
/
, получаем 

.
x

S
14,7u

3


                                                                                              

(10) 

Таким образом, для определения оптимального регулятора необходимо 

получить .
3x

S




  Для этого подставим (10) в (9) и после преобразований полу-

чим: 
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Квадратичную форму S(xi) для трех переменных х1, х2, х3 можно запи-

сать в виде 
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Определим производные :
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Подставим значения  
ix

S




 в уравнение (11). После раскрытия скобок и 

группировки относительно хi получим: 
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(14) 

Выражение (14) может быть равно нулю только в том случае, если его 

коэффициенты равны нулю, откуда имеем следующую систему алгебраиче-

ских уравнений:  
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(15) 

Решая эту систему, можно определить искомые переменные А33, А13, 

А23, а, следовательно, и закон оптимального управления в виде  

).xAxAxA2(14,7
x

S
14,7u 223113333

3





                                  

(16) 

Главная трудность при синтезе оптимального регулятора в виде (16) 

заключается в решении системы нелинейных алгебраических уравнений вида 

(15). Решая эту систему на ПЭВМ, найдем искомые переменные: 

A11 = 1,2555390; A12 = 0,99085839; A13 = 0,37594728; 

A22 = 0,31336186; A23 = 0,26503677; A33 = 0,15988370. 

Следовательно, закон оптимального управления после подстановки 

численных значений А13, А23, и А33  примет вид: 

)17(.х89,1х68,2U28,2х89,1х68,2х28,2

хА14,7хА14,7хА28,14)xAxAxA2(14,7u

213
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 Подставив u из исходного уравнения движения объекта (5), найдем: 

.х82,3х31,5х28,2х89,1х68,2)х5,0х5,1х(28,2u 

(18) 

Проинтегрировав выражение (18) по времени в пределах от  tH  до t с 

учетом начальных условий (x(tн) = 1; x 
/ 
(tн) = 0; u(tн) = 0), получим: 
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 48 
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(19)  

что соответствует уравнению оптимального ПИД-регулятора. 

Структурная схема оптимальной системы управления представлена на 

рисунке 1,а, схема моделирования, составленная с использованием пакета 

MATLAB, – на рисунке 1,б.  
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Рисунок 1 – Структурная схема оптимальной системы управления 

 

2  ЗАДАНИЕ  И ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ РАБОТЫ 

 

Работа выполняется на ПЭВМ каждым студентом самостоятельно. 

1. По заданным в таблице 1 лабораторной работы № 1 ординатам кри-

вой разгона объекта управления определить коэффициенты передаточной 

функции объекта при помощи программы «WINMNK» на ПЭВМ. Номер ва-

рианта задания выдается индивидуально преподавателем.  

2. Получить оптимальный закон управления для заданного уравнения 

движения объекта в виде: 
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из условия минимума функционала 
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0

222 dt)uux(J  

и интервала  tн  < t < tk  при наличии ограничений вида  х(t) є Gx, u(t) є Gu. 

Здесь Gx и Gu – заданные допустимые области для координат состояния и 

управлений. 

Начальные условия заданы  в виде: x(tн) = 1; x 
/ 
(tн) = 0; u(tн) = 0. 

3. Построить кривую переходного процесса оптимальной системы с 

использованием пакета MATLAB. 

4. Определить прямые показатели качества по графику кривой пере-

ходного процесса. 

 

3  СОДЕРЖАНИЕ ОТЧЕТА 

 

Отчет о выполнении лабораторной работы должен содержать:  

1. Исходные данные в виде таблицы ординат кривой разгона. 

2. Результаты идентификации объекта управления.  

3. Решение задачи аналитического конструирования регулятора мето-

дом динамического программирования. 

4. Структурную схему оптимальной системы управления и схему, со-

ставленную с использованием пакета MATLAB. 

5. График кривой переходного процесса. 

6. Значения прямых показателей качества процесса. 

7. Анализ полученных результатов. 

 

4 КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

 

1. Что называется аналитическим конструированием регуляторов? 

2. Как влияет вид функционала на методику определения закона управ-

ления? 

3. Как в данной лабораторной работе производится синтез оптимальной 

стабилизирующей системы методом динамического программирования? 
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4. Какой критерий оптимальности использован при выполнении лабо-

раторной работы? 

5. Какой закон оптимального управления объектом был получен при 

выполнении лабораторной работы? В чем его преимущества и недостатки? 

ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА  5 

 

СИНТЕЗ И АНАЛИЗ ОПТИМАЛЬНЫХ ПО ТОЧНОСТИ СИСТЕМ ПРИ  

ДЕТЕРМИНИРОВАННЫХ СИГНАЛАХ С ПОМОЩЬЮ  

УРАВНЕНИЯ РИККАТИ 

 

Цель работы: изучение метода определения управления, обеспечиваю-

щего оптимальную стабилизацию режима работы одномерного объекта, из 

условия минимизации квадратичного функционала при детерминированных 

сигналах. 

 

1 ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ ВВЕДЕНИЕ 

 

Известны традиционные задачи разработки автоматических систем: для 

заданного объекта управления методами теории автоматического управления 

определяют структуру и параметры регулятора, обеспечивающего заданные 

значения точности, перерегулирования, колебательности и времени переход-

ного процесса. Однако синтезированные при этом типовые регуляторы с раз-

личными законами регулирования (П-, ПИ- и ПИД-регуляторы) в большин-

стве случаев не обеспечивают оптимальных режимов работы объекта. 

 Дальнейшее развитие методов синтеза автоматических систем 

основано на принципе оптимальности, что позволяет поставить общую зада-

чу: найти закон оптимального управления U
0
(X), обеспечивающий наилуч-

шие режимы работы объекта по заданным критериям качества. Закон опти-

мального управления определяется методами теории оптимального управле-

ния. 

 Требования к повышению качества автоматических систем в 

большинстве случаев сводятся к увеличению точности. Оптимальные по точ-
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ности автоматические системы рассматривают при детерминированных и 

случайных сигналах. 

 Оптимальные по точности системы при детерминированных сиг-

налах имеют минимальную динамическую (интегральную) ошибку за время 

переходного процесса. При этом обеспечивается минимальное отклонение 

координат объекта от заданных значений с учетом ограничения сигнала 

управления. По терминологии акад. Н. Н. Красовского в таких системах 

обеспечивается оптимальная стабилизация режимов работы. Синтез рас-

сматриваемых систем можно выполнять любым методом теории оптималь-

ного управления с использованием квадратичных минимизируемых функ-

ционалов. 

 При оптимизации объектов по точности обычно используют: 

 квадратичные интегральные оценки типа  


кt

t

 dttI

0

,)(2
                                                                                              

(1) 

где (t) = y3 – y(t) – отклонение выходной переменной y(t) от заданного зна-

чения y3, характеризующие качество переходных процессов (первый частный 

критерий); 

 функционалы типа 

  (t)dt, ru =i(t)dt(t)u  = I
к

0

к

0

t

t

2

t

t

 
                                                                  

(2) 

где u(t) и i(t) – напряжение и ток нагрузки источника; r = 1/R – коэффициент 

пропорциональности, причем R – сопротивление электрической цепи, харак-

теризующие расход энергии на управление (второй частный критерий), а 

также накладывают ограничение на вектор управления maxUu  . 

 В зависимости от того, какие из этих частных критериев опти-

мальности приняты при оптимизации по точности, могут быть различные за-

дачи: 
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 векторной оптимизации, если использованы квадратичные интеграль-

ные оценки и функционалы типа (2); 

 скалярной оптимизации, если использованы квадратичные интеграль-

ные оценки и наложено ограничение на координату управления maxUu  . 

 Чтобы получить оптимальные детерминированные процессы при 

наличии измеряемых внешних возмущений, необходимо рассматривать зада-

чу векторной оптимизации по частным критериям типа (1), (2). 

 Пусть задан объект оптимизации, динамика которого определяет-

ся дифференциальными уравнениями состояния, и известны начальное и ко-

нечное значения векторов состояния: 

 ,Х)t(Х;Х)t(Х;ВuАХX кк00 


     

(3) 

задан также квадратичный функционал в скалярной или векторной форме: 

  dturxqI
r

l

lli

n

i

ii 





0 1

22

1

,)(
2

1
                                                          

(4)      





0

,)(
2

1 dtRUUQXXI TT

                                                           

(5) 

где Q – диагональная матрица весовых коэффициентов qii > 0, qij = 0 для i  j; 

R – диагональная матрица весовых коэффициентов rl > 0. 

 Требуется определить оптимальное управление U
0
(X), при кото-

ром функционал (5) имеет минимальную величину. Краевые условия в дан-

ном случае имеют вид: 

X(0) = X0;     X (∞) = 0,                                                                                    

(6) 

где X0 – произвольный заданный вектор. 

 Функционал (5) является обобщенным скалярным критерием, по-

лученным в результате объединения обобщенной квадратичной интеграль-
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ной оценки, используемой в теории автоматического управления для косвен-

ной оценки качества переходных процессов, и критерия типа (2), характери-

зующего расход энергии при управлении. 

 Весовые коэффициенты qii > 0 и rl > 0 накладывают ―штрафы‖ на 

величину и длительность отклонения координат в переходном процессе. По-

ложительность этих коэффициентов обеспечивает положительную опреде-

ленность подынтегральной функции, что исключает возможность больших и 

длительных отклонений координат состояния и управлений при оптималь-

ном переходном процессе. 

 Составим функциональные уравнения Беллмана: 

 


























.0B
X

S
RU

,
t

S
 BUAX

X

S
)RUUQXX(

2
1

T

TT

               

(7) 

 Исключим из первого уравнения системы (7) параметр управле-

ния, используя подстановку: 

.1

T

T

X

S
BRU 












 

                                                                                  

(8) 

 Функцию Беллмана будем искать в следующем виде: 

.KXXS T                                                                                                

(9) 

 Вычисляя частные производные от S по параметрам X и t и под-

ставляя их в первое уравнение системы (7), получим алгебраическое урав-

нение Риккати:  

.01   QKBKBRKAKA TT
                                                

(10) 

Оптимальному алгоритму управления соответствует решение уравне-

ния (10), которое удовлетворяет условию 
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(11) 

 При выполнении условия (11) в соответствии с критерием Силь-

вестра матрица К вида 
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будет определенно положительной. 

 Если система является асимптотически устойчивой и при tk → ∞ 

неуправляемая составляющая фазового вектора стремится к нулю, то опти-

мальное управление будет являться только функцией фазовых координат:  

.)( 10 КХBRХU T                                                                              

(12) 

 Рассмотрим пример синтеза оптимальной системы, когда объект 

описывается уравнением 

ux                                                                                                         

(13) 

или системой в нормальной форме 

.

,

2

21

ux

xx








                                                                                                    

(14) 

Краевые условия имеют вид: X (0) = X0, X (∞) = 0; координата управле-

ния не ограничена. 

 Функционал обобщенного скалярного критерия оптимальности 

имеет вид: 
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1 .dt)ruqxx(I
                                                                      

(15) 

Для данной задачи уравнение состояния в матричной форме будет 

иметь вид: 
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(16) 

или в нормализованной форме: 

BUAXХ 


, 

где 
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1  0
A 


















  

В соответствии с функционалом 
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С учетом (12) получим: 
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(17) 

Коэффициенты k12 и k22 находим из алгебраического уравнения Риккати 

типа (10): 
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(18) 
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Перемножив матрицы из уравнения (18), запишем три алгебраических 

уравнения: 






















.02

,0

,01

12

2212

1

221211

12

12

qrkk

rkkk

rk

                                                                    

(19) 

Решим эти уравнения: 

rk 12 ,    )2(22 rqrk  ,    rqrkkk 21

221211  
.   

(20) 

Так как матрица К должна быть положительно определенной, прини-

маем rk 12 и  )2(22 rqrk  . При этом закон оптимального управ-

ления на основании (17) записывается как 

21 x
r

)r2+r(q
-x

r

r
 -XU )(0

                                                   

(21) 

или 

xk-xk -=x
r

)r2+r(q
-x

r

r
 -=(X)U 21

0

,                       

(22) 

где     ,1
r

r
k            .

)2(
2

r

rqr
k


  

 Таким образом, для оптимальной стабилизации режимов объекта 

в соответствии с (22) необходимо применить отрицательную обратную связь 

в виде параллельного соединения безынерционного и дифференцирующего 

звеньев: 
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p.
r

)r2+r(q
 + 

r

r
=(p)Ko.c.                                                                 

(23) 

 Структурная схема оптимальной по точности системы в данном 

случае представлена на рисунке 1,а, а схема моделирования, составленная с 

использованием пакета MATLAB, – на рисунке 1,б. 

Для оптимальной стабилизации режимов работы требуется применить 

ПД-регулятор, при реализации которого необходимо использовать диффе-

ренциатор и усилитель. 
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Рисунок 1 – Структурная схема оптимальной системы управления 

 

2  ЗАДАНИЕ  И ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ РАБОТЫ 

 

 Исследовать оптимальную систему управления, структурная схе-

ма которой представлена на рисунке 1. Объект управления описывается 

уравнением (13), а критерий оптимальности имеет вид: 




0

22

2

2

1 )dt.ru+qx+(x=I  

Численные значения постоянных r и q приведены в таблице 1. Номер 

варианта задается устно индивидуально преподавателем. 

 Исследование проводится в следующей последовательности: 

1. Рассчитать для заданного варианта коэффициенты k1 и k2 (этот пункт 

выполняется при подготовке к лабораторной работе). 

2. Собрать структурную схему системы управления с использованием 

пакета MATLAB (рисунок 1.б). 

3. Установить начальные условия x (0) = 10 и х
/
 (0) = 0. 

б) 
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4. Определить показатели качества по кривым переходных процессов 

при каждой паре постоянных q и r. 

5. Найти среди исследованных значений коэффициентов k1 и k2 опти-

мальные k1
0
 и k2

0
. 

 

3  СОДЕРЖАНИЕ ОТЧЕТА 

 

Отчет о выполнении лабораторной работы должен содержать:  

1. Исходные данные, расчетные формулы и схему моделирования. 

2. Таблицы со значениями k1 и k2, соответствующими заданному вари-

анту постоянных r и q. 

3. Графики зависимости времени регулирования tp и перерегулирова-

ния σ от постоянных r и q; характерные кривые переходных процессов. 

4. Выводы о зависимости прямых показателей качества tp и σ и харак-

тера переходных процессов от коэффициентов квадратичного критерия. 

 

4 КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

 

1. В чем особенности задач оптимизации по точности? 

2. Сформулируйте основные этапы синтеза оптимального управления в 

стационарных линейных системах. 

3. Запишите алгебраическое уравнение Риккати. 

4. Как осуществляется выбор оптимального алгоритма управления, со-

ответствующего решению уравнения Риккати? 

5. Какой вид имеет выбранный в данной работе критерий оптимально-

сти? 

 

Таблица 1 – Значение постоянных r и q интегрального квадратичного крите-

рия 

№ 

варианта 

Значение постоянных r и q интегрального квадратичного критерия 

Эксперимент 1 Эксперимент 2 Эксперимент 3 Эксперимент 4 

r q r q r q r q 

0 0.04 0.05 1 1 10 10 50 50 
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1 0.04 0.09 2 5 8 8 40 40 

2 0.04 0.08 0.2 0.2 4 4 20 20 

3 0.04 0.07 0.1 0.1 2 2 10 10 

4 0.02 0.008 0.3 0.3 3 3 30 30 

5 0.03 0.03 0.6 0.6 6 6 60 60 

6 0.05 0.04 0.5 0.5 5 5 25 25 

7 0.06 0.06 0.4 0.4 14 14 56 56 

8 0.07 0.07 0.7 0.7 7 7 70 70 

9 0.08 0.4 0.8 0.8 12 12 80 80 

10 0.09 0.6 0.9 0.9 9 9 90 90 

11 0.05 0.001 4.0 4.0 16 16 64 64 

12 0.01 0 0.6 0.9 8 10 32 32 

13 0.02 0.01 0.8 0.6 9 8 45 45 

14 0.03 0.07 0.9 0.1 5 4 55 55 

15 0.04 0.06 0.4 0.2 10 2 75 75 

16 0.05 0.05 0.2 0.4 2 1 26 26 

17 0.06 0.04 0.1 0.3 1 9 15 15 

18 0.07 0.1 0.3 0.5 6 3 36 36 

19 0.08 0.3 0.5 0.7 3 4 27 27 

20 0.09 0.5 0.7 0.8 4 5 62 62 

21 0.02 0 4.0 2.0 18 18 72 72 

22 0.03 0 6.0 3.0 12 16 86 86 

23 0.04 0 9.0 4.0 20 22 94 94 

24 0.05 0 8.0 5.0 15 15 95 95 

 

ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА  6 

 

СИНТЕЗ ОПТИМАЛЬНОГО ПИ-РЕГУЛЯТОРА 

 

Цель работы: определить уравнение регулятора из условия минимиза-

ции критерия оптимальности; получить график кривой переходного процесса 

в оптимальной системе и рассчитать прямые показатели качества. 

 

 

 

1 ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ ВВЕДЕНИЕ 
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Линейные стационарные системы с оптимальными регуляторами, син-

тезированными по вектору состояния, позволяют с течением времени свести 

к нулю влияние на выход объекта ненулевых начальных условий или кратко-

временных возмущений. Однако, если входные воздействия остаются посто-

янными или меняются с малой скоростью, то такие системы не обеспечивают 

равенство нулю статической ошибки регулирования. Для ликвидации этой 

ошибки регулятор должен включать в себя две составляющие. Одна из них 

должна зависеть от фазового вектора, а другая – от его интеграла по времени. 

Пусть уравнение линейной стационарной системы имеет вид: 

.XtXBUAXX HH  )(;                                                                      

(1) 

Зададим критерий управления в следующем виде: 






Ht

TTT dtUSURUUQXXJ ,][ 
                                         

(2) 

где Q и R – неотрицательно определенные матрицы; 

S – положительно определенная симметричная матрица. 

 Требуется найти такой вектор управления, который бы миними-

зировал данный критерий. При этом будет считаться заданным параметр 

U(tH) = UH. 

Введем новые переменные: 

.
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(3) 

Запишем уравнение движения и критерий управления в новых коорди-

натах: 

 ,VBZAZ 11                                                                                                

(4) 
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.][ 11





Ht

TT dtVRVZQZJ
                                                                   

(5) 

Используя процедуру метода динамического программирования, мож-

но определить оптимальное значение вектора V: 

,1

1

1 ZKBRV T  
                                                                              

(6) 

где К – решение матричного уравнения Риккати: 

.QKBRKBKAKAK 1

T

1

1

11

T

11                                           

(7) 

 Тогда оптимальное управление при заданных начальных услови-

ях определится следующим образом: 

  

(8) 

Из исходного уравнения движения получим: 

).()()( 111 AXXBBBAXXBU T                                              

(9) 

 Продифференцируем это уравнение по времени и подставим со-

отношение для расчета оптимального управления: 
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(10) 

где  
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Проинтегрируем выражение (10) по времени и получим: 
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или  

.dt)t(XC)t(XCC)t(U 435

0

                                          

(11) 

Таким образом, оптимальное управление будет реализовано в виде                                                          

ПИ-регулятора. 

Структурная схема системы с таким регулятором будет иметь вид: 

 

 

 

 

 

 

 

 Пример. Определить оптимальное управление объектом, задан-

ным уравнением: 

)t(ku)t(y)t(yT   

или 

,buaxx                                                                                           

(12) 

где Т и k – постоянная времени и коэффициент усиления объекта; 

;
1

T
a    ;

T

k
b  );(tyх      )(tuu    

в процессе перехода объекта из фиксированного начального  х(0) = 1 в фик-

сированное конечное х() = 0 состояние из условия минимума функционала: 
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222 dtuuxJ 


 
                                                                      

(13) 

Решение  

Введем обозначения: 
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(14) 

На основании (6) записываем линейный закон оптимального управле-

ния: 
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(15) 

Коэффициенты k12 и k22 находим из матричного уравнения Риккати (7), 

учитывая, что 0)t(K  : 
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(16) 

Перемножив матрицы из уравнения (16), запишем три алгебраических 

уравнения: 
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(17) 

Решая эти уравнения, найдем k11, k12 и k22. 

Из уравнения (12) выразим u: 

x
b

a
x

b
u  

1
                                                                                           

(18) 

и подставим (18) в (15): 
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).
1

(2212

0 x
b

a
x

b
kxku                                                            

(19) 

Проинтегрировав выражение (19) по времени с учетом начальных ус-

ловий, получим: 

b

k
dt)t(x

b

bkak
)t(x

b

k
)t(u 22

t

1222220

H




 


 

или 

,Kdt)t(xK)t(xK)t(u 3

t

21

0

H

 


                                            

(20) 

где  

.
b

k
K      ,

b

bkak
K      ,

b

k
K 22

3
1222

2
22

1 


  

 Таким образом, получен оптимальный ПИ-закон управления. 

 

2  ЗАДАНИЕ  И ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ РАБОТЫ 

 

Работа выполняется на ПЭВМ каждым студентом самостоятельно. 

 Задание в виде таблицы значений ординат переходной функции 

объекта (кривой разгона) каждый студент получает от преподавателя. 

1. По заданным в таблице 1 лабораторной работы № 1 ординатам кри-

вой разгона объекта управления построить кривую разгона. 

2. Провести касательную к точке перегиба и определить параметры 

передаточной функции объекта. 

3. Определить закон оптимального управления объектом, заданным 

уравнением )t(ku)t(y)t(yT  , из условия минимума функционала 

dtuuxJ 



0

222 )(   при заданных начальных условиях х(tH) = 1 и  u(tH) = 0. 
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4. Построить график кривой переходного процесса в оптимальной сис-

теме и определить прямые показатели качества. 

 

3  СОДЕРЖАНИЕ ОТЧЕТА 

 

Отчет о выполнении лабораторной работы должен содержать:  

1. Исходные данные в виде таблицы ординат кривой разгона. 

2. График кривой разгона, на котором приводится аппроксимация и 

определение параметров объекта k и Т. 

3. Решение задачи аналитического конструирования регулятора. 

4. Структурную схему оптимальной системы управления и схему, со-

ставленную с использованием пакета MATLAB. 

5. График кривой переходного процесса. 

6. Значения прямых показателей качества процесса. 

7. Анализ полученных результатов. 

 

4 КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

 

1. Как решается задача синтеза оптимального ПИ-регулятора? 

2. Какой вид имеет матричное уравнение Риккати? 

3. Какой критерий оптимальности использован при выполнении лабо-

раторной работы? 

4. Какой закон оптимального управления объектом был получен при 

выполнении лабораторной работы? 
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ПОСОБИЕ ДЛЯ ПРАКТИЧЕСКИХ ЗАНЯТИЙ 

1. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ ВАРИАЦИОННОГО ИСЧИСЛЕНИЯ С ФИКСИРОВАННЫМИ

ГРАНИЦАМИ И ФИКСИРОВАННЫМ ВРЕМЕНЕМ 

Исследуем на экстремум функционал: 

   
кt

)(),(,)(

нt

dttxtxtftxJ  . (1.1) 

Предполагаем, что искомая функция удовлетворяет краевым условиям X(tн)=Xн; 

X(tк)=Xк. Иными словами, искомая кривая проходит через заданные точки А(t0, x0) и 

В(t1, x1) (рисунок 1.1).  

Рисунок 1.1 – К вариационной задаче с закрепленными концами 

Такая задача называется вариационной задачей с закрепленными концами или с за-

крепленными граничными точками. Предположим, что экстремум достигается на кривой 

x(t) (кривая 1). Возьмем близкую к ней кривую )(tx  (кривая 2), также проходящую через 

точки А и В. Тогда вариация функции )()( txtxx  , а для граничных точек 

0)()(  kн txtx  .    

Проварьируем функции )(tx  и )(tx , т. е. образуем функции xx   и xx   . В ре-

зультате функционал J получит приращение, которое представим в виде ряда Тейлора: 

   

.
2

)(),,(),,(),,(

,,,,

ккк

кк

t 2

2

2tt

tt

































ннн

нн

ttt

tt

dt
x

x

xxtf
dtx

x

xxtf
xdt

x

xxtf

dtxxtfdtxxxxtfJ






(1.2) 
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Поскольку значения x  и x  малы, то определяющими в правой части (1.2) яв-

ляются линейные относительно  x  и x  члены. Линейную часть приращения функцио-

нала называют его первой вариацией J . Для функционала типа (1.1) первая вариация 

будет 

0
),,(),,(кt


















  dtx

x

xxtf
x

x

xxtf
J

нt





 . (1.3) 

Необходимым условием существования экстремального значения интеграла типа 

(1.3) является равенство нулю его первой вариации, т. е. 

0
),,(),,(кt


















 dtx

x

xxtf
x

x

xxtf

нt





 . (1.4) 

Интегрируя по частям второе слагаемое в выражении (1.4) получим: 

dtx
x

xxtf

dt

d

t
x

x

xxtf
dtx

x

xxtf k

нн

t

tнt

 


































 ),,(t),,(),,( к

t к

. (1.5) 

Согласно краевым условиям: 

0)()(  кн txtx   

получим 

0
t),,( к






нt
x

x

xxtf





. 

Выражение (1.4) примет вид: 
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),,(),,(
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x
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dt

d
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dtx
x
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dt

d
dtx

x
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н

нн

t

tt













(1.6) 

Так как величина x  имеет произвольный характер, то на основании леммы Ла-

гранжа последнее равенство выполнимо, если: 

0
),,(),,(



















x

xxtf

dt

d

x

xxtf




. (1.7) 

Уравнение (1.7) называют дифференциальным уравнением Эйлера, которое являет-

ся необходимым условием экстремума интеграла (1.1) при фиксированных граничных ус-

ловиях и отсутствии ограничений на координаты. Если граничные условия нефиксирова-

ны, то при решении уравнений Эйлера требуется учитывать условия трансверсальности. 

Рассмотрим методику применения уравнения Эйлера. Пусть требуется определить 

экстремаль для функционала 
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.0)2/(;1)0(,])([)]([

2/

0

22   


xxdtxxtxJ   

В этом случае уравнение Эйлера имеет вид 0 xx , так как ;2x
x

f





 x

x

f





2 . 

Его общим решением является x=c1cost+c2cost. 

Используя граничные условия, получим с1 = 1, с2 = 0. Следовательно, экстремалью 

является лишь кривая x = cost. 

Функционалы могут зависеть не только от функции и ее первой производной, но и  

от производных более высокого порядка. Исследуем на экстремум функционал: 

  dtxxxxtftxJ

нt

n


кt

)( ),,,,()(  . (1.8) 

Проведя для этого функционала аналогичные преобразования, как и для функцио-

нала (1.1), получим уравнение: 

0)1(
)()(

)(

2

2




















nn

n
n

x

f

dt

d

x

f

dt

d

x

f

dt

d

x

f



. (1.9) 

Это дифференциальное уравнение носит название уравнения Эйлера-Пуассона, а 

его решение называется экстремалью рассматриваемой вариационной задачи. 

Докажем формулу (1.9), ограничившись для простоты выкладок случаем второй 

производной, т. е. 

  dtxxxtftxJ

нt


кt

),,,()(  . (1.10) 

Прибавим к функции x(t) вариацию x  такую, что при t= tн и t= tк x  и x  обра-

щаются в нуль. 

Главная, линейная часть приращения функционала (его первая вариация) будет 

равна: 

dtx
x

f
x

x

f
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x

f
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t
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 . (1.11) 

Преобразуем   выражение (1.11), пользуясь интегрированием по частям: 
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(1.12) 

 

(1.13) 
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Так как в задаче с закрепленными концами 0 )(txδ)(txδ)δx(t)δx(t kнkн
 , то 

все неинтегральные члены (1.12) и (1.13) обращаются в нуль, а вариация функционала бу-

дет: 

xdt
x

f

dt

d

x

f

dt

d

x

f
J

t

tн

  























к

2

2


. (1.14) 

Так как необходимым условием экстремума является равенство первой вариации 

нулю, то из (1.14) следует уравнение Эйлера-Пуассона вида: 

0
2

2
















x

f

dt

d

x

f

dt

d

x

f


, (1.15) 

которое в данном случае является дифференциальным уравнением четвертого по-

рядка.  

Определим экстремаль функционала. 

 

2/

0

22 ])[()]([



dtxxtxJ ,  

удовлетворяющего граничным условиям 

1)
2

(;0)
2

(;0)0(;1)0( 


xxxx .  

В этом случае уравнение Эйлера-Пуассона имеет следующий вид: 

0)(  xx IV .  

Его общим решением является выражение 

tctcececx tt sincos 4321   .  

Используя граничные условия, получаем 

1;0 3421  cccc .  

 Таким образом, экстремалью является кривая x = cost. 

Пример 1. Найти кривую x(t), проходящую через заданные точки xн и xк , на которой при-

нимает экстремум функционал  







 dtxxJ 2

2

12

2

9
 . Начальные условия:  2
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Решение: 

В данном случае уравнение Эйлера 0
),,(),,(
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 имеет вид 0x9x   , так 
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Составляем характеристическое уравнение: 
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Его общим решением является   .t
3

1
sinCt

3

1
cosCtx 21   

Вычислим постоянные интегрирования С1 и С2 из начальных условий: 2
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Тогда  
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Тогда уравнение кривой x(t), проходящей через заданные точки xн и xк , примет вид: 

 ttx
3

1
sin2)(  . 

График кривой ttx
3

1
sin2)(   представлен на рисунке 1.2. 

10 5 0 5 10
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3
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Рисунок 1.2 – График кривой ttx
3

1
sin2)( 

Пример 2. Найти кривую x(t), проходящую через заданные точки xн и xк , на которой при-

нимает экстремум функционал  







 dtxxxJ 222
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52

2

1
 . 

Решение: 

Дифференциальное уравнение  Эйлера-Пуассона 
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 в данном случае запишется в виде: 
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Составляем характеристическое уравнение: 

 045 24  kk . 

Примем a = k
2
 ,тогда характеристическое уравнение примет вид:

1

;4

;
2

35

2
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a
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Корни характеристического уравнения ak   равны: 

.1;1;2;2 4321  kkkk  

Тогда уравнение кривой x(t) примет вид: .)( 43

2

2

2

1

tttt eCeCeCeCtx    

Задачи для самостоятельного решения 

1. Найти кривую x(t), проходящую через заданные точки xн и xк , на которой принимает

экстремум функционал  




  dtbxxaJ 22 .

Коэффициент а выбирается по последней цифре шифра зачетной книжки студента (если 

последняя цифра зачетной книжки «0», то а = 1); коэффициент b выбирается по последней 

цифре суммы последних трех цифр шифра зачетной книжки студента (например, три по-

следние цифры 765, следовательно, их сумма равна 18, значит в этом случае необходимо 

взять в качестве коэффициента b значение «8»). Начальные условия:    10 x ,   00 x . 
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2. Решить предыдущую задачу, если функционал представлен в виде 

 




  dtcxxbxaJ 222  .  

Коэффициент а выбирается по последней цифре шифра зачетной книжки студента (если 

последняя цифра зачетной книжки «0», то а = 1); коэффициент b выбирается по последней 

цифре суммы последних трех цифр шифра зачетной книжки студента (например, три по-

следние цифры 765, следовательно, их сумма равна 18, значит в этом случае необходимо 

взять в качестве коэффициента b значение «8»); коэффициент с выбирается по последней 

цифре шифра зачетной книжки студента (если последняя цифра зачетной книжки «0», то с 

= 1).  

 

2 РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ ВАРИАЦИОННОГО ИСЧИСЛЕНИЯ НА УСЛОВНЫЙ 

ЭКСТРЕМУМ (СИНТЕЗ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ) 

 

Задачи синтеза алгоритмов оптимального управления объекта в динамике при вы-

бранном функционале критерия качества имеют дополнительные (условные) ограничения 

в виде уравнений математической модели динамики объекта. Экстремум функционала, 

определяемый при дополнительных условиях (функциональных ограничениях), называют 

условным экстремумом. 

Задачи на условный экстремум при определении оптимальных управлений объек-

том в динамике обусловлены тем, что функции xi(t) и ui(t), входящие в функционал J, не 

могут варьироваться независимо, так как они связаны уравнением динамики объекта. Тра-

ектория выхода y(t) является следствием изменения координаты управления и зависит от 

вида дифференциального уравнения объекта. 

Таким образом, задача оптимизации объекта управления в динамике, решаемая 

классическим вариационным исчислением имеет следующую формулировку. Задана ма-

тематическая модель объекта в форме уравнений состояния, представленная при одной 

координате управления векторным уравнением. 

kkнн XtXXtXBuAXX  )(;)(; . (2.1) 

Требуется определить оптимальное управление U
0
(t), обеспечивающее минимум 

функционала 


k

н

t

t

dtuuXtfJ ),,,(  , (2.2) 
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в котором X и u связаны уравнениями состояния (2.1), а функция f(…) является непрерыв-

ной по всем переменным и имеет непрерывные частные производные первых двух поряд-

ков. Функции xi(t) и ui(t) должны быть непрерывными и иметь непрерывные первые про-

изводные (i = 1, 2,…, n). Векторы Xн и Xк фиксированы. 

Задачу, определяемую дифференциальными связями типа (2.1) и функционалом 

(2.2), называют общей задачей Лагранжа. 

Для решения общей задачи Лагранжа используют метод множителей Лагранжа. 

При решении задачи на условный экстремум рассчитывают вспомогательный 

функционал: 

 
k

н

k

н

t

t

t

t

T

L dtuuXXtLdtuXXtGuuXtfJ ),,,,,([)],,,(),,,([   , (2.3) 

где   n

T  ,,, 21   – строка множителей Лагранжа; 

),,(),,,(),,,,,( uXXGuuXtfuuXXtL T    . (2.4) 

Функцию ),,,,,( uuXXtL   называют  функцией Лагранжа, функцию ),,( uXXG   – 

функцией связи, которая определяется исходными уравнениями (2.1): 

0),,(  BuAXXuXXG  . (2.5) 

Задачу на безусловный экстремум решают для вспомогательного функционала 

(2.3). Уравнения Эйлера при этом составляют для функции Лагранжа (i = 1, 2,…, n): 
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 (2.6) 

Эти уравнения называют уравнениями Эйлера-Лагранжа; они характеризуют условие ста-

ционарности функционала (2.3). В результате решений (2.6) с учетом уравнений (2.1) по-

лучим оптимальное управление U
0
(t) объектом в динамике. 

Пример 3. Определить оптимальное управление движением объекта, описываемого урав-

нением uxx 2 , из условия экстремума функционала  dtuxJ   22 . 

Решение: 

Функция Лагранжа для данного уравнения будет иметь вид: )2(22 uxxuxL   .  

Запишем систему уравнений Эйлера-Лагранжа: 
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Рассмотрим первое уравнение системы Эйлера-Лагранжа .0









x

L

dt

d

x

L


 

Продифференцируем это уравнение по частям: 
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;2
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d

x

L

x
x

L

Тогда первое уравнение Эйлера-Лагранжа примет вид  .022   x

Рассмотрим второе уравнение системы Эйлера-Лагранжа .0









u

L

dt

d

u

L
 

Продифференцируем это уравнение по частям: 
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u
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Тогда второе уравнение Эйлера-Лагранжа примет вид  .02 u  

Рассмотрим третье уравнение системы Эйлера-Лагранжа .0











L

dt

dL
 

Продифференцируем это уравнение по частям: 

.0

;0
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L

dt

d

L

Uxx2
L

Тогда третье уравнение Эйлера-Лагранжа примет вид .0 Uxx2  

В конечном итоге систему уравнений Эйлера-Лагранжа запишем в виде: 



 

 

 86 















.02

;02

;022

uxx

u

x









 

Откуда находим 
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Составим характеристическое уравнение и найдѐм его корни: 

.7.0
2

1

;012 2





k

k

 

Тогда уравнение кривой x(t) примет вид .)( 7.0

2

7.0

1

tt eCeCtx   

Для нахождения оптимального закона управления, дополнительно определим: 

tt eCeCtx 7.0

2

7.0

1 7.07.0)(  ,         .27.07.04 7.0

2

7.0

1

7.0

2

7.0

1

tttt eCeCeCeC    

Откуда закон оптимального управления движением объекта будет иметь вид: 

   .7.07.02
2

7.0

2

7.0

1

7.0

2

7.0

1

tttt eCeCeCeCu  


 

 

Задачи для самостоятельного решения 

Определить оптимальное управление движением объекта, описываемого уравнением 

cubxxa  , из условия экстремума функционала  dtuxJ   22 . 

Коэффициент а выбирается по последней цифре шифра зачетной книжки студента (если 

последняя цифра зачетной книжки «0», то а = 1); коэффициент b выбирается по последней 

цифре суммы последних трех цифр шифра зачетной книжки студента (например, три по-

следние цифры 765, следовательно, их сумма равна 18, значит в этом случае необходимо 

взять в качестве коэффициента b значение «8»); коэффициент с выбирается по последней 

цифре шифра зачетной книжки студента (если последняя цифра зачетной книжки «0», то с 

= 1). 
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3. РЕШЕНИЕ ЛИНЕЙНОЙ ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ С 

ПОМОЩЬЮ ПРИНЦИПА МАКСИМУМА 

 

Одним из наиболее известных методов оптимизации является принцип максимума, 

разработанный группой советских математиков во главе с академиком Л. С. Понтрягиным 

(первая публикация по принципу максимума относится к 1965 году). Теоремы принципа 

максимума относятся к системам, поведение которых можно описать системой дифферен-

циальных уравнений в нормальной форме: 

















),,,,,,(
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);,,,,,(

11

111
1

knn
n

kn

uuxxf
dt

dx

uuxxf
dt

dx





 (3.1) 

где функции x1,…, xn называют фазовыми координатами, а функции u1,…, uk – управле-

ниями. 

Таким образом, в отличие от классического вариационного исчисления, где все ис-

комые функции равноправны, в принципе максимума они разделяются на фазовые коор-

динаты xi и управления ui. Это разделение удобно в тех случаях, когда ограничения нала-

гаются только на управления, например, в форме неравенств 1ju , а на фазовые коор-

динаты ограничения не налагаются.  

Общей задачей оптимизации является определение управлений U1(t),…,Uk(t), пере-

водящих объект за время T из положения xi(0) = xi0 в положение xi(T) = xiT и доставляющих 

при этом минимум функционалу: 


T

ji dtuxfJ
0

),( . (3.2) 

Частным случаем является задача оптимального быстродействия, когда функцио-

налом, который необходимо минимизировать, является просто время перехода системы из 

состояния  xi0 в состояние xiT. Однако без ограничения общности можно любую задачу оп-

тимизации управления рассматривать как задачу о быстродействии. Для этого достаточно 

только к системе уравнений (3.2) добавить уравнение 

),(0

ji uxf
dt

dx
  (3.3) 
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и тогда задача минимизации функционала (3.2) при наличии уравнений связи (3.1) станет 

эквивалентна задаче об оптимальном быстродействии для расширенной системы n+1 

уравнений (3.1) и (3.3). 

Отметим еще, что в принципе максимума оптимальное управление Uj(t) отыскива-

ется сразу в классе кусочно-непрерывных или просто измеримых функций в отличие от 

классического вариационного исчисления, где экстремум функций определяется сперва в 

более узком классе кусочно-гладких функций; это означает, что допускается мгновенное 

изменение U(t). На первый взгляд это противоречит физическому смыслу задачи, ибо ре-

альное управление инерционно. Однако за управление U(t) можно взять скорость, причем, 

для любого реального объекта можно всегда найти такие управляющие воздействия, кото-

рые в пределах разумной точности можно считать безынерционными. 

В принципе максимума вводят вспомогательные функции ψi(t) и функцию H (назы-

ваемую гамильтонианом), причем 





n

i

knii uuxxfH
1

11 ),,;,,(  . (3.4) 

При помощи функции H основная система уравнений (3.1) и уравнения, необходи-

мые для определения вспомогательных функций, записываются в виде: 
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(3.5) 

(3.6) 

Теперь основное необходимое условие, которому должно удовлетворять управле-

ние U(t) для того, чтобы быть оптимальным, можно записать в виде теоремы о максимуме: 

если Uj(t) – оптимальное управление, то оно доставляет максимум функции Гамильтона 

(3.4). Кроме того, в конечный момент времени t1 должно выполняться условие: 

  0)();();( 111 tutxtH . (3.7) 

Если анализировать оптимальное управление, то введенная для характеристики оп-

тимальных процессов функция Н имеет вполне определенный физический смысл. Дейст-

вительно, уравнения (3.5) и (3.6) можно рассматривать как уравнения Гамильтона консер-

вативной системы, в которой xi соответствует «координатам положения» (степени свобо-

ды) и ψi «координатам скорости». В фиктивной системе отрезок времени прохождения пу-

ти между двумя положениями предполагается минимальным, если энергия Н системы 

максимальна везде вдоль пути. Таким образом, функция Н – есть не что иное, как полная 

энергия системы, которая должна быть максимальна в процессе управления. Для некон-

сервативных систем, например, электрических, функция Н является мощностью, а функ-
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ция ψi – импульсами. Отсюда ясен физический смысл оптимального управления: в объект 

необходимо вводить такое количество энергии, чтобы обеспечить экстремум функционала 

и заданный закон движения. Поскольку энергия вводится с помощью управляющих воз-

действий, то Н зависит от управления U. 

Решим задачу оптимального быстродействия для линейной системы, описываемой 

дифференциальным уравнением второго порядка ux  , которое можно записать в виде 

системы двух уравнений первого порядка: 









.

;

2

21

ux

xx




(3.8) 

Для этой системы функция H имеет вид: 

212  uxH  . (3.9) 

При наличии ограничения 1u  максимум H достигается при 2signu  , а функ-

ции 21  и  определяются из уравнений: 

0
1

1 





x

H

dt

d
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1

2
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x

H

dt

d
, 

(3.10) 

откуда следует  tССψС  12211 и . 

Следовательно, оптимальная по быстродействию система будет релейной с особым 

специальным законом переключения реле по знаку вспомогательной функции  

tССψ  122 . 

Для наглядности изобразим процесс на фазовой плоскости. Исключив из уравнений 

(3.8) время, получим при U = 1 дифференциальное уравнение 

221 dxxdx  . (3.11) 

Откуда фазовая траектория будет: 

C
x

x 
2

2

2
1 . (3.12) 

Аналогично при U = -1 получаем: 

C
x

x 
2

2

2
1 . (3.13) 

Это параболы, симметричные относительно оси абсцисс x1. Процесс должен закан-

чиваться в начале координат ( 0,0 21 
dt

dx
xx ). 
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Рисунок 3.1 – График процесса управления на фазовой плоскости 

Нанесем теперь и все остальные параболы с различными значениями С в формулах 

(3.12) и (3.13) до точек их вливания в изображенные ранее две ветви параболы, идущие к 

началу координат. 

Как видим, из произвольной точки M0(x10, x20) процесс идет по некоторой параболе 

М0Д при управляющем сигнале U = -1 (в другой области было бы U=+1). В точке Д про-

исходит переключение реле на сигнал U = +1, после чего процесс идет по параболе ДО и 

заканчивается в точке О за конечное время, которое согласно принципу максимума явля-

ется минимальным из всех возможных для перехода данной системы из состояния 

M0(x10, x20) в равновесное состояние О(0, 0).   

Пример 4. Используя принцип максимума для объекта, описываемого уравнением uxk  , 

определить алгоритм объекта управления, который обеспечивает перевод объекта из на-

чального состояния нннн xtxxtx   )(,)(
 в конечное состояние кккк xtxxtx   )(,)( за ми-

нимальное время Т. На управляющее воздействие наложено ограничение maxu U . 

Определить число переключений и моменты переключений. Построить кривые 

управления U(t), координат x(t)  и )(tx  и фазовую траекторию изменения координат x(t),

)(tx  объекта. 

Исходные данные: 2)0(,6)0(  xx  , 0)(,0)(  TxTx  . 

Параметры системы k = 1; Umax = 1. 

Решение: 
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Производим замену переменной: 
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где 
k

K
1

  

Составляем функцию Гамильтона вида     



n

i

ii fH
1

 . 

Для данной задачи: 2211 ffH   ,  

где ;; 22211 Kuxfxxf    

Тогда функцию Гамильтона можно записать в виде: KUxH  221  . 

Составляем систему сопряженных уравнений:  
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Откуда находим .; 21211 CtCC    

В соответствии с теоремой  о максимуме запишем: 










0,

0,

21max

21max

2
KCtKCU

KCtKCU
signKu   

Таким образом, оптимальное управление U(t) является кусочно-постоянной функ-

цией, принимающей значения ± Umax , и имеет не более двух интервалов постоянства, так 

как линейная функция  )( 12 tKCKC   меняет знак не более одного раза. 

Для построения кривых x(t) и )(tx  в системе воспользуемся методом «сшивания» 

решений. 

Рассмотрим I участок, на котором maxUu  ; а значит  
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Выражаем x(t), )(tx : 
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С учетом численных значений: 
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Исходя из начальных условий, можно записать: 
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Откуда находим коэффициенты С3 и С4 : С3 = 2 и С4 = 6. 

Тогда уравнения кривых x(t) и )(tx  на I участке примут вид: 
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Для момента переключения t = t1  уравнения примут вид: 
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Рассмотрим II участок, на котором maxUu  ; а значит 

.

;

max

max

k

U
x

Uxk









Выражаем x(t), )(tx : 
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С учетом численных значений: 
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Исходя из начальных условий в момент переключения, можно записать: 
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Учитывая, что в конце первого участка 
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Тогда 
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Уравнения кривых x(t) и )(tx  на II участке примут вид: 
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Для момента времени t2 = Т , соответствующему приходу системы в конечное со-

стояние 0)(,0)(  TxTx  , уравнения кривых x(t) и )(tx  примут вид:  
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Из первого уравнения системы выразим 22 12  tt . Подставим его во второе уравнение 

системы и получим: 

.044

644442426)22(2)22(2)22(5.0)(

1

2

1

2

111

2

11

2

1

2

1111

2

12





tt

ttttttttttttx

Откуда найдѐм t1: 
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Корень уравнения 83.02,1 t , исключается из расчетов, как имеющий размерность вре-

мени, поэтому принимаем .83,41,11  tt  

Тогда .66,7283,4222 12  tt  

Выражение для координат движения системы на II участке управления с учѐтом 

значений моментов переключения примет вид: 
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ttx
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Таким образом, можно записать уравнения кривых x(t) и )(tx : 

на I участке  








;625.0)(

;2)(

2 tttx

ttx
         на II участке  
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;66,7)(
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ttx
 

На основании этих уравнений строим кривые оптимальных управлений в системе (рису-

нок 3.2). 
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Рисунок 3.2 – Графики кривых управления u(t), координат x(t)  и )(tx  

Для построения фазовых траекторий исключим из уравнений движения x(t) и )(tx  аргу-

мент времени и получим: 

на I участке  
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из первого уравнения выразим : )(2 txt  . 

Тогда второе уравнение примет вид: 

.)(5.086)(24)(5.0)(226))(2(2))(2(5.0)( 222 txtxtxtxtxtxtx    

Координаты точки в момент переключения 83,41 t  найдутся из уравнений 
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и будут равны М2(4;-2,83). 

на II участке  
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;66,7)(

2 tttx

ttx
 

из первого уравнения выразим : )(66.7 txt  . 

Тогда второе уравнение примет вид: 

.)(5,033.29

)(66.767,58)(5,0)(66.734.2933.29))(66.7(66.7))(66.7(5.0)(

2

22

tx

txtxtxtxtxtx









 

Координаты точки в момент переключения t2 = Т = 7,66  найдутся из уравнений  
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033.2966,766,766,75.0)(

;066.766,7)(

2

2

2

tx

tx
   

и будут равны  М3(0;0). Фазовые траектории показаны на рисунке 3.3. 

 

Рисунок 3.3 – Фазовые траектории изменения координат x(t), )(tx  объекта 

 

Задачи для самостоятельного решения 

1. Используя принцип максимума для объекта, описываемого уравнением uxk  , опреде-

лить алгоритм объекта управления, который обеспечивает перевод объекта из начального 

состояния  нннн xtxxtx   )(,)(
 в конечное состояние кккк xtxxtx   )(,)( за минимальное 

время Т. На управляющее воздействие наложено ограничение maxu U . Определить чис-

ло переключений и моменты переключений. Построить кривые управления U(t), коорди-

нат x(t)  и )(tx  и фазовую траекторию изменения координат x(t), )(tx  объекта. 

Исходные данные приведены в таблице 1: 

№ вари-

анта 

Начальные условия Параметры системы 

х(0) = х10 х
/
(0) = х20 х(Т) = х11 х

/
(Т) = х21 k U 

1 0 0 2 0 2 2 

2 1 2 0 0 2 -2 

3 0 0 3 1 3 4 

4 3 1 0 0 3 -4 

5 0 2 5 0 4 5 

6 0 5 0 0 4 -5 

7 1 0 4 0 5 6 

8 0 6 2 0 5 -6 

9 0 3 5 0 6 7 

10 5 0 0 0 6 -7 

11 0 0 7 0 7 8 

12 0 7 7 0 7 -8 

13 0 1 7 0 2 8 

14 3 1 0 0 2 -8 
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15 0 0 10 0 4 15 

16 10 0 0 0 4 -15 

17 0 0 4 0 3 3 

18 4 0 0 0 3 -3 

19 0 0 12 1 4 2 

20 0 0 15 0 6 2 

21 11 0 0 0 6 -2 

22 0 0 10 0 3 5 

23 10 5 0 0 3 -5 

24 0 0 6 1 2 7 

25 6 0 0 1 2 -7 

26 0 0 13 0 5 6 

27 13 5 0 0 5 -6 

28 0 0 17 0 2 2 

29 17 7 0 0 2 -2 

30 0 0 8 0 2 10 

31 8 0 0 0 2 -10 

32 0 0 9 3 4 11 

33 9 3 0 0 4 -11 

34 4 7 0 0 1 -9 

35 0 0 15 5 3 8 

Продолжение таблицы 1 

№ вари-

анта 

Начальные условия Параметры системы 

х(0) = х10 х
/
(0) = х20 х(Т) = х11 х

/
(Т) = х21 k U 

36 15 5 0 0 3 -8 

37 0 0 18 0 10 5 

38 0 0 10 1 2 10 

39 10 1 0 0 2 -10 

40 0 0 19 0 12 20 

41 19 0 0 0 12 -20 

42 0 0 16 1 4 10 

43 16 1 0 0 4 -10 

44 0 0 11 1 2 11 

45 11 1 0 0 2 -11 

Номер варианта выбирается по величине суммы последних трех цифр шифра за-

четной книжки студента (например, три последние цифры 525, следовательно, их сумма 

равна 12, значит в этом случае необходимо взять данные для варианта №12). 

4 РЕШЕНИЕ ЛИНЕЙНОЙ ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ МЕТОДОМ 

ДИНАМИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

Метод динамического программирования был разработан почти одновременно с 

опубликованием принципа максимума. В основе метода динамического программирова-

ния лежит принцип оптимальности, сформулированный Беллманом. Согласно этому 
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принципу, оптимальное управление определяется конечной целью управления и состоя-

нием системы в рассматриваемый момент времени, независимо от того, каким образом 

система пришла в это состояние. Таким образом, будущее оптимальное управление не за-

висит от его предыстории. Это значит, что любой конечный участок (от любой промежу-

точной точки до конца) оптимальной траектории является тоже оптимальной траекторией. 

Задачей оптимизации считается определение оптимальных управлений U
0
(t) и тра-

екторий X
0
(t) из условия минимума (максимума) функционала 

к

T

t

tTdtuXtfJ

н

  ;),,(0  (4.1) 

для заданных уравнений состояния объекта  

),,( uXtfBuAXX  , (4.2) 

а также начальных и конечных фиксированных значений X(tн) и X(T) и интервала tн ≤ t ≤ T 

при наличии ограничений вида xGtX )(  и uGtU )( . Здесь Gx и Gu – заданные допусти-

мые области для координат состояния и управлений. 

При этом вводится вспомогательная функция Беллмана: 

]),,([min),( 0



T

t
U

dtuXtfXtS . (4.3) 

Минимум функционала (4.1) при условиях (4.2) зависит от момента времени t
/
+Δt, 

значения X Δt и конечного момента времени T: 

]),,([min),,( 


 
T

tt
U

t dtuXtFXTttS , (4.4) 

где  t
/
+Δt – произвольный промежуточный момент времени в интервале t

/
<  t

/
+ Δ t < T; 

XtXX t  )(  – вектор координат состояния в момент времени  t
/
+Δt. 

Пусть t
/
 – фиксированный момент времени, Δt – малое положительное число 

(t
/
< t

/
+Δt < T). Тогда с учетом (6.4) вспомогательная функция  

)].,,(),,([min

]),,(),,([min),(

0

00

t

tt

t
u

T

tt

tt

t
u

XTttSdtuXtf

dtuXtfdtuXtfXtS




















 (4.5) 

Первое слагаемое в правой части выражения (4.5) с точностью до малых величин 

более высокого порядка, чем Δt, можно заменить приближенным значением 

tuXtfdtuXtf

tt

t






),,(),,( 00 . (4.6) 
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Второе слагаемое в правой части выражения (4.5), определяющее значение функ-

ции ),( XXttS   для любого момента времени t
/
+Δt, разложим в ряд Тейлора. Огра-

ничиваясь линейными членами относительно приращений Δxi и Δt и переходя к пределу, 

заменим это слагаемое приближенным значением, если функция S(t, X) имеет непрерыв-

ные частные производные по всем t и xi(t): 

.),(

),(),(

1

1

t
t

S

dt

dx

x

S
XtS

t
t

S
x

x

S
XtSXXttS

n

i

i

i

n

i

i

i







































 (4.7) 

На основании (4.5), (4.6) и (4.7) запишем: 

}),(),,({min),(
1

0 t
t

S

dt

dx

x

S
XtStuXtfXtS

n

i

i

i
u


















 



,  

откуда после деления на Δt всех членов и перехода к пределу при Δt →0 получим нели-

нейное дифференциальное уравнение Беллмана в частных производных относительно не-

известной функции S(t, X): 

0}),,(),,({min
1

0 












n

i

i

i
u t

S
uXtf

x

S
uXtf  (4.8) 

при условиях  

),,()( uXtftx ii  ; 

TttGtUGtx нux  ,)(,)( . 
(4.9) 

Оптимальное управление U
0
(t) найдем в результате решения уравнения (4.8). Если 

координата управления ограничена UGtU )( , то для внутренней точки области, опреде-

ляемой множеством UG , условие (4.8) можно заменить функциональными уравнениями в 

частных производных: 




















































.0),,(),,(

;0),,(),,(

1

0

1

0

uXtf
x

S
uXtf

u

t

S
uXtf

x

S
uXtf

n

i

i

i

n

i

i

i
 (4.10) 

Если S не зависит явно от времени, то 0




t

S
. В этом случае при решении уравне-

ний (4.10) для квадратичных функций f(…) функционала (6.1) и tн = 0; tк = T = ∞ А. М. Ле-

товым предложено искать вспомогательную функцию в виде квадратичной формы диф-

ференцируемой по всем координатам xi:  
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n

ji

jiij xxAXS
1,

)( . (4.11) 

Для линейных объектов функция S(X) является функцией Ляпунова при t →∞. В 

результате решения (4.10) с учетом (4.11) найдем оптимальное управление в функции ко-

ординат вектора состояния U
0
(X), которое обеспечивает устойчивые процессы.  

Таким образом, синтез оптимального управления методом динамического про-

граммирования ведется в следующем порядке: 

1) из условия равенства частных производных по компонентам вектора управления 

определяется допустимый вектор U*(S); 

2) используя зависимость U*(S), решается уравнение Беллмана при заданных крае-

вых условиях и определяется функция S(X). Решение для S обычно ищется в виде квадра-

тичной формы: 

XAXS T  ,  

где А – симметричная матрица. 

2

2222112

2

111

2

1

2212

1211

21 2)( xaxxaxa
x

x

aa

aa
xxS  ;  

3) используя функцию S(X), получаем зависимость U(X). 

Пример.  Определить оптимальное управление объектом, заданным уравнением  

)()()( tkUtytyT   или 10101 ubxax  , где T и k – постоянная времени и коэффициент 

усиления объекта 
T

k
b

T
a  00 ;

1
 из условия минимума функционала 





0

2

11

2

11 ][ dturxqJ , где  0,0 11  rq  – весовые коэффициенты. 

 Вспомогательную функцию зададим в виде 

2

111)( xAXS  .  

Для данного случая на основании (4.10) запишем функциональные уравнения 

Беллмана: 









,0/2

;0/)(

1011

11010

2

11

2

11

xSbur

xSubxaurxq
  

откуда 

110

0

1 /)]2/([)( xSrbtu  ,  

или с учетом S(x) 

)()()]2/([)( .11110

0 tyktxArbtu co ,  
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где 1011. / rbAk co  . 

Для определения  cok .  найдем производную  1/ xS   и подставим в первое уравне-

ние системы Беллмана: 

0)/(22)/( 2

1

2

111

2

0

2

1110

2

1

2

111

2

0

2

11  xArbxAaxArbxq ,  

или 

02 111110

2

11

2

0  rqAraAb ,  

откуда 

2

011

2

0

2

00111 /)]/([ brqbaarA  .  

Подставив значение 11A  в выражение для cok . , получим выражение 

011

2

0

2

00. /)/( brqbaak co  .  

 

5. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ АНАЛИТИЧЕСКОГО КОНСТРУИРОВАНИЯ РЕГУЛЯТОРОВ 

МЕТОДОМ ДИНАМИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

 

Существует традиционная схема синтеза систем регулирования, согласно которой,  

имея уравнение объекта управления (ОУ) и показатели качества регулирования (время ре-

гулирования, перерегулирование) выбирается регулятор. Если при выбранном регуляторе 

не удовлетворяется заданное качество, то синтезируются корректирующие цепи. В выборе 

корректирующих цепей собственно и состоял синтез системы регулирования. Данная схе-

ма синтеза получила большое распространение, а методы синтеза непрерывно совершен-

ствуются. На основе результатов этого метода сконструированы и выпускаются промыш-

ленные регуляторы с различными законами (П, ПИ, ПИД и т. д.). Методика синтеза рас-

пространяется на линейные, нелинейные системы, системы с запаздыванием, системы, 

подвергавшиеся действию случайных возмущающих воздействий. 

Однако появились новые идеи, которые позволяют по-другому подойти к задаче 

синтеза систем. Эти идеи оформились в теории аналитического конструирования  опти-

мальных  регуляторов (АКОР). Сущность ее состоит в том, что закон изменения управ-

ляемой координаты и управляющего воздействия задается аналитически в виде некоторо-

го функционала ),( uxJ , который нужно минимизировать подбором управляющего воз-

действия. Зная алгоритм управления )(tU  или )(xU , конструируют регулятор. 

Пусть объект управления представлен нормальной системой уравнений 
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.

;

2211
2

2
1

uxaxa
dt

dx

x
dt

dx

 (5.1) 

Примем критерий оптимальности в виде: 





0

22

22

2

11 )()( dtuxqxquJ . (5.2) 

Требуется определить закон изменения U = f(x1,x2). 

Составим функциональные уравнения Беллмана: 






























.02

;0)(

2

2

2211

1

2

22

22

2

11

x

S
u

x

S
uxaxa

x

S
xuxqxq

 (5.3) 

Определим u из второго уравнения системы (5.3): 

22

1

x

S
u




 . (5.4) 

Чтобы определить закон изменения u как функции координат xi, нужно найти 

функцию S. Подставим в первое уравнение системы (5.3) выражение для u из (5.4): 

2

22

2211

1

2

2

22

2

11
4

1
)( 
























x

S

x

S
xaxa

x

S
xxqxq . (5.5) 

Получим нелинейное дифференциальное уравнение в частных производных. Для 

линейных объектов управления и квадратичных критериев оптимальности функция S 

представляет собой положительно определенную квадратичную форму вида 

2

2222112

2

111 2 xAxxAxAS  .  

Для определения коэффициентов этой формы составим следующую систему: 























.22

;22

222112

2

212111

1

xAxA
x

S

xAxA
x

S

 (5.6) 

Подставим 
ix

S




 в (5.5) и, приравняв нулю коэффициенты при соответствующих 

степенях x1, x2, составим алгебраические уравнения для А11, А12 и А22: 















.02222

;022

;02

221212222111

2

22222122

2

121211

AAAaAaA

AAaAq

AAaq

 (5.7) 
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Из системы (5.7) определим  

1

2

1112 qaaA  ;  

122

2

2222 2AqaaA  ;  

)222(
2

1
221212222111 AAAaAaA  .  

Из возможных решений А11, А12 и А22 выбираем только положительные значения, 

так как для получения устойчивого решения функция S должна быть положительно опре-

деленной. Зная А11, А12 и А22, определяем закон управления: 










2

1

222112

2

)22(
2

1

2

1

i

ii xpxAxA
x

S
u . (5.8) 

В отличие от классического вариационного исчисления и принципа максимума ме-

тод динамического программирования позволяет получить решение сразу в замкнутой 

форме, то есть в виде U = f(xi), что является его достоинством. 

Однако применение этого метода также требует большого объема вычислений, свя-

занных с решением системы алгебраических уравнений для определения коэффициентов 

Aij квадратичной формы S. В аналитическом виде это не всегда возможно сделать и по-

этому приходится применять метод подбора значений Aij. 

Рассмотренное выше решение справедливо только для линейных систем при отсут-

ствии ограничения на управление  maxUu  . Решение в нелинейной области при наличии 

ограничения maxUu   связано с большими трудностями, так как при этом требуется про-

изводить решение дифференциального уравнения в частных производных.  

 

Пример 5. Определить оптимальное управление объектом, заданным уравнением 

Uxxx    из условия минимума функционала   
к

н

t

t

dtuxJ 22  с помощью метода ди-

намического программирования.  

Решение: 

Производим замену переменной: 











.

;

;

1212

21

1

xxuxx

xx

xx



  

Составим функциональное уравнение Беллмана: 

;02

2

1

1

22

1 
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S
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x

S
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где 12221 ; xxufxf  . 

Тогда уравнения Беллмана примет вид: 

;0)( 12
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1

22

1 








 xxu
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S
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x

S
ux  

;02
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x

S
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откуда 
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1

x

S
u




 . 

Подставим данное значение в уравнение Беллмана и получим: 
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Зададим функцию S в виде: 2

2222112

2

111 2 xaxxaxaS  , тогда 

.22

;22

222112

2

212111

1

xaxa
x

S

xaxa
x

S











Подставим эти выражения в уравнение Беллмана: 

 

.02222222

;0)22()22()22(22
4

1

2122

2

112

2

2222112

2

2122111

2

2

2

22212212

2

1

2

12

2

1

222112122211222121112

2

222112

2

1





xxaxaxaxxaxaxxaxaxxaaxax

xaxaxxaxaxxaxaxxaxax

В результате преобразования, получим: 

.0)22()2222()21( 2212

2

22

2

222121122122112

2

12

2

1  aaaxaaaaaxxaax  

На основании этого уравнения составляем систему уравнений: 
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Решение системы  в программе MathCAD имеет вид: 
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a11 1

a12 1

a22 1

Given

1 a12
2

 2a12 0

2a12 a22 2a11 2a12 2a22 0

a22
2

2a12 2a22 0

Find a12 a22 a11( )

0.414

0.586

0.757













 

Следовательно, коэффициенты а11, а12, а22 будут равны :














;586.0

;414.0

;757.0

22

12

11

a

a

a

 

Закон оптимального управления объектом найдем из уравнения: 

.)22(
2

1

2

1
222112222112

2

xaxaxaxa
x

S
u 




  

Подставляя численные значения, получим: 

21 586.0414.0 xxu   

или 

.586.0414.0 xxu   

Таким образом, получен пропорционально-дифференциальный закон управления. 

 

Задачи для самостоятельного решения 

 

1. Определить оптимальное управление объектом, заданным уравнением Ucxxbxa    

из условия минимума функционала   
к

н

t

t

dtuxJ 22  с помощью метода динамического 

программирования. 

Коэффициенты а и b выбираются по последней цифре шифра зачетной книжки студента 

(если последняя цифра зачетной книжки «0», то а = 1, b = 1); коэффициент с  выбирается 

по последней цифре суммы последних трех цифр шифра зачетной книжки студента (на-

пример, три последние цифры 765, следовательно, их сумма равна 18, значит в этом слу-

чае необходимо взять в качестве коэффициента с значение «8»). 
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2. Решить предыдущую задачу, если функционал имеет вид   
к

н

t

t

dtuxxJ 222  . 

 

 

6. СИНТЕЗ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ В СТАЦИОНАРНЫХ ЛИНЕЙНЫХ 

СИСТЕМАХ С ПОМОЩЬЮ УРАВНЕНИЯ РИККАТИ 

 

Уравнение движения системы имеет вид: 

BUAXX  , (6.1) 

где A и B – постоянные матрицы. 

Если это уравнение задано в приращениях, то будет выполняться условие:  

X(∞) = 0. 

Требуется найти закон регулирования для системы с обратной связью, при котором 

замкнутая система будет асимптотически устойчива, и будет принимать минимум сле-

дующий критерий управления: 

 



к

н

t

t

TT dtRUUQXXJ , (6.2) 

где Q, R – положительно определенные симметричные постоянные матрицы. 

Запишем систему методом динамического программирования: 

 


























.02

;

B
x

S
RU

t

S
BUAX

X

S
RUUQXX

T

TT

 (6.3) 

Исключим из первого уравнения системы (6.3) параметр управления, используя 

подстановку: 

T

T

X

S
BRU 












 1

2

1
. (6.4) 

Функцию Беллмана будем искать в следующем виде: 

KXXS T . (6.5) 

Вычисляя частные производные от S по параметрам X и t, и подставляя их в первое 

уравнение системы Беллмана (6.3), получим алгебраическое уравнение Риккати: 

01   QKBKBRKAKA TT . (6.6) 

В общем виде это уравнение будет иметь множество решений. Выбор нужного из 

них выполняется из условия положительной матрицы K: 
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011 K ;  0
2221

1211


KK

KK
;  0

1

111


nnn

n

KK

KK




. 

(6.7) 

Если система является асимптотически устойчивой и при t→∞ неуправляемая  со-

ставляющая фазового вектора стремится к нулю, то оптимальное управление будет яв-

ляться только функцией фазовых координат: 

KXBRU T1*  . (6.8) 

Рассмотрим примеры оптимизации типовых объектов второго порядка из условия 

минимума квадратичного функционала при детерминированных сигналах. 

Пример 1. Определим управление )(0 Xu , обеспечивающее оптимальную стабили-

зацию режимов работы одномерного объекта, описываемого уравнением 

uty )( , (6.9) 

которому соответствуют уравнения состояния 

)()(;; 1221 tytxuxxx  .  

Краевые условия имеют вид: 0)(;)0( 0  XXX ; координата управления не ог-

раничена. 

Функционал обобщенного скалярного критерия оптимальности имеет вид: 





0

22

22

2

1 )(
2

1
dtuxqxJ , (6.10) 

где 1;1 11  rq . 

Для данной задачи в соответствии с уравнениями состояния и функционалом (6.10) 

имеем 

1;
0

01
;

1

0
;

00

10

2

 R
q

QBA . (6.11) 

На основании (6.8) записываем линейный закон оптимального управления: 

KXBRXu T10 )(  ,  

или с учетом (6.10) 

222112

2

1

2212

12110 101)( xkxk
x

x

kk

kk
Xu  . (6.12) 

Коэффициенты 2212 и kk  находим из матричного уравнения Риккати типа (6.6), 

учитывая, что 0)(,)(  tKKtK  : 

00

00

0

01
10

1

0

01

00

00

10

22212

1211

2212

1211

2212

1211

2212

1211


qkk

kk

kk

kk

kk

kk

kk

kk
. (6.13) 

Перемножив матрицы из уравнения (6.13), запишем три алгебраических уравнения: 
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.02

;0

;01

2

2

2212

221211

2

12

qkk

kkk

k

(6.14a) 

Решим эти уравнения: 

1222222121112 2;;1 kqkkkkk  . (6.14б) 

Так как матрица K должна быть положительно определенной, принимаем  

2;1 22212  qkk . При этом закон оптимального управления на основании (6.12) 

записываем как 

yqyxqxxxuXu 22),()( 222121

00  . (6.15) 

Таким образом, для оптимальной стабилизации режимов объекта в соответствии с 

(6.15) необходимо применить отрицательную обратную связь  в виде параллельного со-

единения безынерционного и дифференцирующего звеньев: 

pqpk co 21)( 2.  . (6.16) 

Структурная схема оптимальной по точности системы в данном случае (рисунок 

6.1) определяется выражениями передаточных функций (6.9) и (6.16).  

Рисунок 6.1 – Структурная схема оптимальной системы 

Для оптимальной стабилизации режимов работы требуется применить ПД-

регулятор, при реализации которого необходимо использовать дифференциатор и усили-

тель. Однако решение задачи еще не закончено: определена только структура регулятора 

и не определены его оптимальные параметры, поскольку были произвольно приняты зна-

чения  1,1 11  rq ; значения 2q  пока вообще не задано. 

В данной (простейшей) задаче целесообразно рассмотреть влияние весового коэф-

фициента 2q , определяющего «штраф» по производной ( yx 2 ) в функционале (6.10), на 

процессы в системы. Для этого запишем передаточную функцию замкнутой системы 

)12/(1)( 2

2  pqppW , 

откуда получим характеристическое уравнение 

0122

2  pqp . (6.17) 
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Произведем оценку влияния 2q  методом корневого годографа. На основании (6.17) 

корни (полюсы) оптимальной системы располагаются в точках 

25,025,0 222,1  qqp . (6.18) 

Задаваясь различными значениями 0 ≤ 2q ≤ ∞, построим корневой годограф (рисунок 6.2). 

Рисунок 6.2 – Корневой годограф 

При 02 q  корни являются комплексными и располагаются в точках а: 

112,1 25,025,0  jjp  . 

При 12 q  корни также являются комплексными и располагаются в точках b: 

222,1 5,035,0  jjp  . 

Из условия 0  находим значение 22 q , при котором корни являются вещест-

венными кратными и располагаются в точке с на оси абсцисс [-1; j0], так как 

32,1 1 p . При 32 q  корни являются различными вещественными и располагаются 

на оси абсцисс  в точках d: 

5,055,02,1 IVp  

или в общем виде 

4231 ;   IVIV pp . 

На рисунке 6.3 показаны кривые переходных процессов оптимальной системы для 

различных значений 2q . В результате анализа этих процессов устанавливаем, что при 

22 q  процесс является наилучшим, как не имеющий перерегулирования. При 012 q  
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процесс имеет большую колебательность. Это означает, что весовые коэффициенты квад-

ратичных функционалов должны быть положительными. 

 

Рисунок 6.3 – Кривые переходных процессов оптимальной системы для различных 

значений 2q  

При   02 q  никаких ограничений на производную выходной координаты не на-

кладывается, поэтому процесс имеет колебательность. 

Таким образом, полученную систему можно считать оптимальной по минимуму 

функционала 





0

222 )2(
2

1
dtuyyJ    

при использовании регулятора с передаточной  функцией 

ppK p 21)(   (6.19) 

Пример 2. Определим оптимальное управление )(0 Xu , обеспечивающее опти-

мальную стабилизацию режима объекта, описываемого уравнением 

KutytyT  )()(2  , (6.20) 

которому соответствуют уравнения состояния 

ubxaxxx 021221 ;   , (6.21) 

где 2

0

2

1 /;/1 TKbTa   

Функционал обобщенного скалярного критерия оптимальности имеет вид: 





0

2

1

2

22

2

11 )()( dturxqxquJ . (6.22) 



 

 

 110 

Краевые условия заданы: X(0) = X0; X(∞) = 0. Координата управления не ограниче-

на. 

Чтобы решить задачу синтеза оптимальной системы, в данном случае используем 

метод динамического программирования. Запишем уравнения Беллмана в непрерывной 

форме: 






























.02

;0)(

2

01

2

021

1

2

2

1

2

22

2

11

x

S
bur

x

S
ubxa

x

S
xurxqxq

 (6.23) 

Из второго уравнения (6.23) получим 

21

0

2 x

S

r

b
u




 . (6.24) 

Выберем вспомогательную функцию S: 





n

ji

jiij xAxxAxAxxAS
1,

2

2222112

2

111 . (6.25) 

Продифференцировав (6.25) по x1 и x2 и подставив в (6.23) и (6.24), получим урав-

нения Беллмана 




















).2(
2

),()(

;0)2(

)()2(

222112

1

0
21

00

222112

0212121112

2

1

2

22

2

11

xAxA
r

b
xxuXu

xAxA

ubxaxAxAxurxqxq

 (6.26) 

После преобразований уравнений (6.26) получим алгебраические уравнения, опре-

деляющие неизвестные А11, А12, А22: 















.02)/(

;0)/(2

;0)]4/([

221

2

221

2

0122

22121

2

012111

2

121

4

01

AaArbAq

AArbAaA

Arbq

 (6.27) 

Из уравнения (6.27) найдем коэффициенты 

;
2

11

0

12 rq
b

A    

,2
1

1
0

1

2

2

0

2

1

12

0

1
22 


















r

q
b

r

qba
a

b

r
A   

подставив которые во второе уравнение (6.26), получим закон оптимального управления в 

виде линейной зависимости от фазовых координат типа: 



111 

ykykxkxkxxu cocococo


2.1.22.11.21

0 ),(  , (6.28) 













./)/2(//1
1

       

;/  где

11

2

12

2

2.

111.

rqkTrqk
k

k

rqk

co

co

(6.29) 

На основании (6.20) и (6.28) составим структурную схему оптимальной по точно-

сти системы (рисунок 6.4), в которой обеспечивается стабилизация состояния объекта. В 

данной системе требуется применить ПД-регулятор, состоящий из дифференциатора и 

усилителя. В  результате моделирования и анализа переходных процессов  для T = 1 c и 

k = 1 c
-1

 определим оптимальные значения 11. cok   и 12. cok  и соответствующие им 

1,1 21  qq  и 11 r  (рисунок 6.5). При этом устанавливаем, что время регулирования 

kp tt   уменьшается с увеличением 1q , имеет экстремальную зависимость от 2q  и умень-

шается с уменьшением 1r . 

Рисунок 6.5 – График зависимости tp от ko.c. 

Таким образом, оптимальная по минимуму функционала система 





0

222 )()( dtuyyuJ 

должна иметь ПД-регулятор с передаточной функцией 

ppK p  1)(  

при заданных параметрах объекта, описываемого уравнением (6.21): 122 1;1  cKcT . 



 

 

 112 

 

Рисунок 6.4 – Структурная схема оптимальной по точности системы 

Пример 3. В примерах 1 и 2 в минимизируемый функционал не включалась произ-

водная координаты управления, поэтому были получены ПД-регуляторы. При этом можно 

установить [см. (6.29)], что если не учитывать под знаком интеграла [уравнение (6.22)] 

первую производную координаты выхода ( 02 q ) для объекта второго порядка, то струк-

тура регулятора останется прежней, а измениться только величина 2.cok . 

Однако при автоматизации инерционных статических объектов обычно применяют 

ПИ- и ПИД-регуляторы, поэтому рассмотрим получение таких регуляторов на примере 

статического объекта, уравнение которого: 

0)(;)0(;0 0  yYyuyy . (6.30) 

Минимизирующий функционал обобщенного скалярного критерия оптимальности 

запишем с учетом производной координаты управления: 





0

222 )()( dtuuyuJ  . (6.31) 

Координата управления и ее производная не ограничены. 

Для решения данной задачи (оптимальной стабилизации выхода) применим метод 

классического вариационного исчисления. Составим функцию Лагранжа 

)(222 uyyuuyL    . (6.32) 

Запишем уравнение Эйлера 

02;022    yuu .  

Дополнив их уравнением объекта (6.30), получим систему уравнений вариацион-

ной задачи: 















.0)(

;0)(2

;0)(2

yyu

y

uu











 (6.33) 

Чтобы решить эти уравнения, составим характеристический определитель 
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0

0)1(1

)1(20

10)1(2 2









p

p

p

  

и найдем характеристическое уравнение 

022 24  pp . (6.34) 

Уравнение (6.34) имеет четыре корня 

jp  14,3,2,1 . (6.35) 

Два корня (р1 и р2) имеют отрицательные вещественные части, а два корня (р3 и р4) 

– положительные вещественные части. Из условия устойчивости процесса примем в каче-

стве решения уравнений оптимальной системы выражение 

tptp
eCeCy 21

21  . (6.36) 

Продифференцируем (6.36) 

tptp
eCpeCpy 21

2211  . (6.37) 

Подставим (6.36) и (6.37) в (6.30), тогда 

tptp
eCpeCpu 21

2211 )1()1(  . (6.38) 

Продифференцируем (10.38): 

tptp
eCppeCppu 21

222111 )1()1(   . (6.39) 

Уравнения (6.36)-(6.39) являются линейными, поэтому результатом их решения бу-

дет линейный закон управления )(0 yu . Так как решение (6.36) соответствует уравнению 

второго порядка, то при инерционном объекте первого порядка, описываемом уравнением 

(6.30), оптимальный регулятор не может иметь порядок выше первого. Примем уравнение 

регулятора в виде 

yBAyCuuD   . (6.40) 

Домножив уравнения (6.36)-(6.39) соответственно на A, B, C, D и сложив (6.36) с 

(6.37), а (6.38) с (6.39), на основании (6.40) получим 

,0)]1()1([

)]1()1([

22222

11111

2

1





pCpDpABpeC

pCpDpABpeC

tp

tp

 (6.41) 

где в общем случае 0и  0 21  CC . 

Из условия существования процесса изменения y(t), определяемого уравнением 

(6.36), при наличии управления u(t) следует, что равенство (6.41) возможно, если: 









.0)1()1(

;0)1()1(

2222

1111

pCpDpABp

pCpDpABp
 (6.42) 
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Уравнения (6.42) позволяют найти параметры оптимального регулятора A, B, C, D. 

Однако решение является неоднозначным, поскольку в два (6.42) уравнения входит четы-

ре неизвестных. В связи с этим можно получить различные структуры оптимального регу-

лятора, обеспечивающего оптимальные процессы, которые определяются уравнениями 

(6.36)-(6.39): 

пропорциональный регулятор (П-регулятор), если B = D = 0: 

yDAu )/( ; (6.43) 

идеальный дифференцирующий регулятор (Д-регулятор), если A = D = 0: 

yCBu )/( ; (6.44) 

интегрирующий регулятор (И-регулятор), если C = B = 0: 



t

dy
D

A
u

0

)(  ; (6.45) 

инерционный пропорциональный регулятор, если B = 0: 

AyCuuD  ; (6.46) 

пропорционально-дифференциркющий регулятор (ПД-регулятор), если D = 0: 

CyBCAyu //  ; (6.47) 

пропорционально-инегрирующий регулятор (ПИ-регулятор), если С = 0: 



t

coco dykyku
0

2.1. )(  , (6.48) 

где DAkDBk coco /,/ 2.1.  . 

П- и ПД-регуляторы имеют тот недостаток, что при наличии постоянных  возму-

щающих воздействий существует статическая ошибка; Д-регулятор вообще не обеспечи-

вает стабилизацию выхода. Наиболее целесообразно в качестве регулятора оптимальной 

стабилизации выхода объекта принять ПИ-регулятор (6.48), обеспечивающий нулевую 

статическую ошибку. 

На основании (6.30) и (6.48) составим структурную схему системы оптимальной 

стабилизации выхода объекта (рисунок 6.6). Далее произведем моделирование получен-

ной системы с целью определения оптимальных значений параметров настройки 2.1. , coco kk  

регулятора с передаточной функцией 

pkkpK cocop /)( 2.1.  .  
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Рисунок 6.6 – Структурная схема оптимальной системы 

Анализируя процессы при коэффициенте q2 > 0, устанавливаем, что чем больше 

этот коэффициент (больше «штраф»), тем больше длительность процесса и меньше коле-

бательность. При q2 < 0 (принимается «поощрение») процессы становятся колебательны-

ми. Значение весовых коэффициентов можно выбирать, применяя методы корневых годо-

графов (см. пример 1) или моделируя (см. пример 2). 

7. СИНТЕЗ ОПТИМАЛЬНОГО ПИ-РЕГУЛЯТОРА

Пусть уравнение линейной стационарной системы имеет вид: 

,BUAXX  (7.1) 

краевые условия имеют вид: 0)(,)(  XXtX нн . 

Зададим критерий управления в следующем виде: 

 dtUSURUUQXXJ

нt

TTT




  , (7.2) 

где Q, R – неотрицательно определенные матрицы. 

S – положительно определенная симметричная матрица. 

Требуется найти такой вектор управления, который бы минимизировал данный 

критерий. При этом будет считаться заданным параметр: 

нн UtU )( . (7.3) 

Введем новые переменные: 

.









U

X
Z,UV  (7.4) 

Обозначим матрицы: 

,
00

1

BA
A  ,

0
1

I
B  ,

0

0
1

R

Q
Q  .1 SR  (7.5) 

Запишем уравнение движения и критерий управления в новых координатах: 
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VBZAZ 11  , 

 




нt

TT dtVRVZQZJ 11 . 

(7.6) 

(7.7) 

Используя процедуру метода динамического программирования, можно опреде-

лить оптимальное значение вектора V: 

KZBRV T

1

1

1

 , (7.8) 

где K – решение матричного уравнения Риккати: 

11

1

1111 QKBRKBKAKAK TT   . (7.9) 

Пусть это решение имеет вид: 

.
2221

2111

KK

KK
K

T

 (7.10) 

Тогда оптимальное управление при заданных начальных условиях определяется 

следующим образом: 

.*
*

0
* 2122

1

21

1

2221

21111 UCXCUKSXKS
U

X

KK

KK

I
SU

TT

  (7.11) 

Из исходного уравнения движения (7.1) получим: 

)()()( 111 AXXBBBAXXBU T    . (7.12) 

Продифференцируем это уравнение по времени и подставим соотношение для рас-

чета оптимального управления: 

.))(()(

)()(*

43

11

21

11

2

11

21

XCXCXABBBCCXBBBC

AXXBBBCXCU

TT

T












(7.13) 

Проинтегрируем  выражение (7.13) по времени и получим: 

  dttxCtxCCxdtCtxtxCtUtU нн )()())()(()()(* 43543 . (7.14) 

Таким образом, оптимальное управление будет реализовано в виде ПИ-регулятора. 

Структурная схема системы с таким регулятором будет иметь вид, представленный 

на рисунке 7.1. 

X

3C

4C

5C



U

BUAXX 
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Рисунок 7.1 – Структурная схема оптимальной системы 

Пример. Для объекта управления вида: buaxx    

введем новые переменные: 

UV
u

x
Z  , , 

00
1

ba
A  ,  

1

0
1 B ,  

r

q
Q

0

0
1  ,  SR 1 . 

     11,,   SSrrqq   

и запишем уравнение Риккати в виде: 

.
0

0
10

1

0

0

0

0000

00

2221

12111

2221

1211

2221

1211

1221

1211

r

q
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kk
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kk
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kk







  

Определим оптимальное значение вектора V по (7.8): 

**
*

10* 2221

2221

12111 uu
S

k
x

S

k

u

x

kk

kk
SV   .  

Из уравнения движения объекта найдем *u : 

x
b

a
x

b
u  

1
*   

и подставим в предыдущее выражение для *u : 









 x

b

a
x

bS

k
x

S

k
u 

1
* 2221 .  

Откуда при x0 = u0 = 0 получим ПИ-закон управления: 




 xdt
bS

kak
x

bS

k
u 222122 .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 




