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ВВЕДЕНИЕ 

Для описания поведения систем, особенно сложных, состоящих 

из большого числа элементов и характеризующихся интенсивными 

материальными и информационными потоками, используется до-

статочно специфический математический аппарат. Без овладения 

им эффективное моделирование и конструирование технических, 

экономических и даже социальных объектов и систем невозможны.  

Дисциплина «Математические основы теории управления» ста-

вит своей целью формирование следующих компетенций будущего 

бакалавра по направлению подготовки 15.03.04 — Автоматизация 

технологических процессов и производств.  

 

Код Формулировка 

ИД-2ОПК-1 Применяет методы математического анализа и моде-

лирования в профессиональной деятельности 

 

Главной задачей дисциплины является приобретение практиче-

ских навыков использования математического аппарата теории ав-

томатического управления при анализе и синтезе систем автомати-

ческого управления. 

В результате освоения дисциплины студент должен: 

 знать основные закономерности, действующие в процессе 

изготовления продукции требуемого качества, заданного количе-

ства при наименьших затратах общественного труда; 

 уметь использовать основные закономерности функциони-

рования систем автоматического управления; 

 владеть практическими навыками математического описа-

ния систем управления. 

Методические указания предназначены для проведения прак-

тических занятий по дисциплине «Математические основы теории 

управления» с учетом требований ФГОС ВО для направления под-
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готовки 15.03.04 — Автоматизация технологических процессов и 

производств. Они способствуют лучшему усвоению студентами 

теоретических положений и обеспечивают приобретение практиче-

ских навыков математического описания систем управления.  

К практическим занятиям студент должен подготовиться само-

стоятельно: изучить соответствующие разделы курса и выполнить 

предварительные расчеты. 

Проверка подготовленности студента к очередному практиче-

скому занятию осуществляется преподавателем в индивидуальной 

беседе. Если студент не знает содержания предстоящему практиче-

скому занятию, то он может быть не допущен к его проведению. 
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ОСНОВЫ ОПЕРАЦИОННОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 

Практическое занятие №1. Прямое и обратное 

преобразование Лапласа 

Цель занятия: приобретение практических навыков использо-

вания преобразования Лапласа для математического описания ди-

намических систем. 

Актуальность темы занятия: преобразование Лапласа — ос-

новной математический аппарат анализа и синтеза систем автома-

тического управления, владение которым необходимо специалисту 

в области автоматизации. 

 

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

 

1.1. Элементы теории функции комплексного переменного 

 

Комплексное число — упорядоченная пара действительных 

чисел < (  Re(z) — вещественная часть z,   Im(z) — мни-

мая часть z, j — мнимая единица, определяемая из соотношения j2 = 

—1). Упорядоченность определяется тем, что <  <. Ал-

гебраическая форма представления z следующая: 

  jz . 

Два комплексных числа z1 и z2, для которых выполняются 

условия 1 = 2 и 1 = 2, считаются равными. Два комплексных 

числа z и z , различающиеся только знаком мнимой части, считают-

ся сопряженными (причем z z  = 2 + 2). 

На комплексной плоскости с осями координат Re(z) и Im(z) 

комплексное число z изображается точкой (, ), которой ставится 

в соответствие радиус-вектор r. 
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В тригонометрической форме z представляется как 

 

 )sin(j)cos(rz   , 

 

где zzzr   — модуль комплексного числа,  = arg(z) — 

его аргумент, определяемый с точностью до значения 2k (k = 0, 

1, 2,..). Главное значение аргумента обозначается Arg(z) и выбира-

ется из условия —  Arg(z)  . 

Так как cos() + jsin() = ej, то можно получить показатель-

ную форму представления z или формулу Эйлера: 

 

 j
erz . 

 

Комплексные числа обрабатываются по следующим правилам. 

1. Сложение и вычитание выполняются в алгебраической 

форме. Комплексные числа рассматриваются как двучлены. 

 

).(j)(

)j()j(zzz
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2. Умножение в алгебраической форме выполняется по схеме: 
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В показательной и тригонометрической формах выполнение 

операции упрощается. 
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3. Деление в алгебраической форме (если |z2|  0) требует 

умножения числителя и знаменателя полученной дроби на выраже-

ние, сопряженное знаменателю. 
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В показательной и тригонометрической формах операция запи-

сывается более компактно: 
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4. Возведение в степень, являющуюся натуральным числом, 

обычно производится в тригонометрической форме по формуле 

Муавра с использованием правил умножения: 

 

 )nsin(j)ncos(rz
nn   . 
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5. Извлечение корня проводится в тригонометрической фор-

ме. 
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где n — натуральное число, k = 0, 1, 2,..  n—1. Если z  0, то 

существует ровно n корней степени n из z. 

Элементарные функции комплексного переменного делятся на 

следующие группы. 

1. Степенные функции. Они непрерывны и определены на 

всей комплексной плоскости. 
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С помощью степенных функций строятся полиномы, опреде-

ленные на всей комплексной плоскости, 

 





n

0i

i
in za)z(A , 

 

и дробно-рациональные функции — отношения полиномов, не 

определенные в точках, которые являются нулями знаменателя, 

 

)z(A)z(B)z(R nm , 
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где полином Bm(z) степени m с коэффициентами bi. 

2. Показательная функция. Она непрерывна, определена на 

всей комплексной плоскости и имеет мнимый период 2k (k = 0,  

1,  2,..). 

 

 

.eree

)k2sin(j)k2cos(eee

)k2(j)k2(j

jz



 








 

 

3. Логарифмическая функция. Она не определена при |z| = 0 и 

имеет мнимый период 2k (k = 0, 1, 2,..). Так как эта функция об-

ратна показательной, то 

 

)k2(j)rln()zln(   . 

 

Главное значение логарифма (при k = 0) равно 

 

 j)rln()z(Ln . 

 

4. Гиперболические функции. Они непрерывны и определены 

на всей комплексной плоскости: 
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Функции cth(z) и th(z) не определены в точках комплексной 

плоскости, которые являются нулями соответственно sh(z) и ch(z): 
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5. Тригонометрические функции. Функции cos(z) и sin(z) 

определены на всей комплексной плоскости. Так как по формуле 

Эйлера 

 

),zsin(j)zcos(e

),zsin(j)zcos(e

zj

zj









 

 

то можно получить следующие зависимости: 
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Функции ctg(z) и tg(z) не определены в точках комплексной 

плоскости, которые являются нулями соответственно sin(z) и cos(z). 
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1.1 Понятие о прямом и обратном преобразовании Лапласа 

 

Преобразованием Лапласа функции f(t) действительной пере-

менной t (времени) называется функция F(s) комплексной пере-

менной s =  + j, определяемая формулой: 






 dte)t(f)s(F
ts . (1.1) 

Такой интеграл называется интегралом Лапласа. Функция f(t) 

называется оригиналом. Она обладает следующими свойствами: 

1) кусочная непрерывность при t  0 (в этом диапазоне f(t) не-

прерывна или имеет точки разрыва только первого рода, число ко-

торых в любом конечном интервале также конечно); 

2) равенство нулю при t < 0; 
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3) ограниченность при t    (f(t) не должна возрастать быст-

рее некоторой показательной функции, т. е. |f(t)|  MeNt, где M и N 

— положительные константы).  

Такими свойствами обладает большинство функций, использу-

емых при описании реальных процессов, в том числе ограниченные 

(например, sin(t) или cos(t)), степенные (tk) и т. п. 

Функция F(s) называется изображением f(t) по Лапласу и обо-

значается как F(s) = L{f(t)}. Она обладает следующими свойствами: 

1) если f(t) — оригинал, а интеграл Лапласа сходится абсолют-

но для всех значений переменной s, удовлетворяющих условию 

Re(s) >  ( — некоторое конечное действительное число), то F(s) 

является функцией, аналитической [1] в полуплоскости Re(s) >  

(т. е. дифференцируемой во всех точках этой полуплоскости); 

2) если изображение F(s) аналитично в бесконечно удаленной 

точке, то оно обязательно имеет там нуль, т. е. 

0)s(Flim
s




. (1.2) 

 

Пример: найти изображение по Лапласу функции Хэвисайда 

(единичной ступенчатой функции) 













0t,1

0t,0
)t(1  










0

tsts

s

1

0
e

s

1
dte)t(1  

   

 

Обратное преобразование Лапласа выполняется по формуле 

обращения. Если f(t) является оригиналом, а F(s) — ее изображе-

нием, то при любом значении t, при котором функция f(t) непре-

рывна, справедливо соотношение 
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j

j

ts
dse)s(F

j2

1
)t(f




, (1.24) 

где интегрирование проводится по любой вертикали Re(s) = , 

лежащей в области абсолютной сходимости интеграла Лапласа от 

f(t). Такую операцию обозначают L—1{F(s)} = f(t). 

На практике обратное преобразование Лапласа применяют для 

изображений, удовлетворяющим следующим требованиям: 

1) аналитичность на всей комплексной плоскости (в том числе 

в бесконечно удаленных точках), за исключением конечного числа 

особых точек; 

2) равенство нулю в бесконечно удаленных точках 

0)s(Flim
s




. (1.25) 

Обычно для поиска оригиналов используют стандартные таб-

лицы. Сложные функции приводятся к табличному виду. 

В большинстве случаев для поиска изображений используются 

стандартные таблицы. Преобразования Лапласа наиболее употре-

бительных функций приведены в таблице 1 
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Таблица 1 — Преобразование Лапласа наиболее употребитель-

ных функций 

№ F(s) f(t) 

1 1 
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0t,0
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2 
s

1
 













0t,1

0t,0
)t(1  
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 )tcos(   

7 22
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  )tcos()tsin(e

1 t   


  

9 22
)s(

s








 


























arctg,)(
1

A

),tsin(eA

22

t

 

Примечание: ( и  — вещественная и мнимая части корней зна-

менателя F(s),  — константа) 
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1.3 Свойства преобразований Лапласа 

 

Основные свойства преобразования Лапласа определяют сле-

дующие теоремы. 

1. Теорема линейности. Если функции f(t) и g(t) обладают 

свойствами оригинала, то для любых действительных или ком-

плексных констант A и B справедливо соотношение 

 

  )s(GB)s(FA)t(gB)t(fAL  , (1.3) 

 

т. е. линейной комбинации оригиналов соответствует линейная 

комбинация изображений. 

 

Пример: найти изображение по Лапласу функции sin(t). 
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2. Теорема подобия. Если функция f(t) обладает свойствами 

оригинала, то для любой действительной константы  > 0 справед-

ливо соотношение 

 

  












s
F

1
)t(fL , (1.4) 

 

т. е. умножению аргумента оригинала на положительную кон-

станту соответствует деление аргумента изображения и самого 

изображения на эту константу. 
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3. Теорема смещения (затухания). Если функция f(t) обладает 

свойствами оригинала, то для любой действительной или ком-

плексной константы  справедливо соотношение 

 

  )s(F)t(feL
t  

, (1.5) 

 

т. е. смещению аргумента изображения на значение — соот-

ветствует умножение оригинала на функцию et. 

 

Пример: определить оригинал по изображению (использовать 

таблицу 1). 

 )tcos(eL
)s(

s t

22




  


  . 

   

 

4. Теорема запаздывания. Если функция f(t) обладает свой-

ствами оригинала, то для любой действительной константы  > 0 

справедливо соотношение 

 

  )s(Fe)t(fL
s    , (1.6) 

 

т. е. смещению (запаздыванию) оригинала на значение — со-

ответствует умножение изображения на функцию e—s. 

Связь функций f(t) и f(t—) показана на рисунке: 

 

 

 

 

 

 

 

0 t 0 t 

f(t)                               f(t—)     
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Теорему удобно применять для отыскания изображения функ-

ций, которые в различных интервалах значений аргумента задаются 

различными аналитическими выражениями. 

 

Пример: найти изображение по Лапласу функции, определяю-

щей периодический прямоугольный импульс (использовать таблицу 

1). 

 

 

 

 

 

 

 

 ...)3t(2)2t(2)t(2)t(1A)t(f   . 

 

По теореме запаздывания 
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Выражение в фигурных скобках — бесконечная убывающая 

геометрическая прогрессия со знаменателем |—e—s| < 1 при  > 0 

— может быть заменено формулой для суммы этой прогрессии 

[3]. Тогда 
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5. Теорема опережения. Если функция f(t) обладает свойства-

ми оригинала, то для любой действительной константы  > 0 спра-

ведливо соотношение 

 

  







 





0

ss
dte)t(f)s(Fe)t(fL , (1.7) 

 

т. е. смещению (опережению) аргумента оригинала на значение 

 соответствует умножение изображения на функцию es. 

6. Теорема о дифференцировании по параметру. Если при 

любом значении параметра x оригиналу f(x, t) соответствует изоб-

ражение F(x, s), то справедливо соотношение 

 

  )s,x('F)t,x('fL xx  . (1.8) 

 

Пример: продифференцировать оригинал и изображение по 

параметру  (использовать таблицу 1). 
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7. Теорема о дифференцировании изображения. Если ориги-

нал f(t) имеет изображение F(s), то дифференцирование F(s) сво-

дится к умножению f(t) на —t: 
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 )t(ftL)s('Fs  , (1.9) 

 )t(ftL)s("F
2

s  , (1.10) 

… … …  

 )t(ft)1(L)s(F
nn)n(

s  . (1.11) 

 

Пример: продифференцировать изображение по параметру s 

(использовать таблицу 1). Учесть сокращение знаков «минус». 
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8. Теорема о дифференцировании оригинала. Если функция 

f(t) непрерывна при любом t > 0, имеет изображение F(s), и ее про-

изводные до порядка n включительно обладают свойствами ориги-

нала, то 

 

  )0(f)s(Fs)t('fL t  , (1.12) 

  )0('f)0(fs)s(Fs)t("fL t
2

t  , (1.13) 

… … …  

  )0(f...)0(fs)s(Fs)t(fL
)1n(

t
1nn)n(

t
  . (1.14) 

 

При нулевых начальных условиях дифференцирование ориги-

нала сводится к умножению его изображения на s. 

 

Пример: продифференцировать оригинал по параметру t (ис-

пользовать таблицу 1). 
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Следствие 1. Если f(t) и ft(t) — оригиналы, а F(s) — функция, 

аналитическая при s  , то справедливо условие: 

 

  )0(f)s(Fslim
s




. (1.15) 

 

Пример: проверить предельное соотношение для изображения 

(использовать таблицу 1). 
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Следствие 2. Если f(t) и ft(t) — оригиналы, и существует пре-

дел функции f(t) при t  , то справедливо условие: 

 

  )t(flim)s(Fslim
t0s 

 . (1.16) 

 

Пример: проверить предельное соотношение для оригинала 

при  < 0, (использовать таблицу 1). 
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9. Теорема об интегрировании изображения. Если сходится 

интеграл 


s

d)(F  , и если f(t) / t — оригинал, то 

 












t

)t(f
Ld)(F

s

 , (1.17) 

 

т. е. интегрирование изображения в пределах [s, ) сводится к 

делению его оригинала на t. 

10. Теорема об интегрировании оригинала. Если F(s) является 

изображением f(f) по Лапласу, то 

 

s

)s(F
d)(fL

t

0









  , (1.18) 

 

т. е. интегрирование оригинала сводится к делению его изоб-

ражения на s. 

11. Теорема об умножении изображений. Пусть функции f(t) 

и g(t) определены при всех значениях t  (—, +) и имеют изоб-

ражения F(s) и G(s). Тогда справедливо соотношение: 

 

 )t)(gf(Ld)t(g)(fL)s(G)s(F
t

0










   . (1.19) 
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Операция fg называется сверткой функций f и g. Таким обра-

зом, умножению изображений соответствует свертка оригиналов. 

Основные свойства свертки следующие. 

1) Если f(t) и g(t) обладают свойствами оригинала, то их сверт-

ка также является оригиналом. 

2) Если f(t) и g(t) обладают свойствами оригинала, то их сверт-

ка всегда выполнима, причем 

 






  d)t(g)(fd)t(g)(f)t)(gf(
t

0

. (1.20) 

 

3) Операция свертки коммутативна, т. е. ее результат не зави-

сит от порядка, в котором берутся функции f и g. 

 

)t)(fg()t)(gf(  . (1.21) 

 

Если функция gt(t) также является оригиналом, то имеет место 

симметричное соответствие: 

 

 

 .)t)(g'f()t(g)0(fL

)t)('gf()0(g)t(fL)s(G)s(Fs

t

t




 (1.22) 

 

Это выражение называется интегралом Дюамеля. 

11. Теорема об умножении оригиналов. Если оригиналы f(t) и 

g(t) имеют изображения F(s) и G(s), то умножению f(t) и g(t) соот-

ветствует свертка F(s) и G(s): 
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где путем интегрирования служит вертикаль Re() = . Значе-

ние  выбирается так, чтобы при Re() >  функции F() и G() бы-

ли аналитичны. 

 

2. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

 

В практических задачах изображения часто представляются 

дробно-рациональными выражениями. В этом случае они раскла-

дываются на элементарные дроби, для каждой из которых находит-

ся оригинал.  

Любое отношение Pm(x) / Qn(x) полинома Pm(x) степени m и 

полинома Qn(x) степени n > m без общих корней может быть пред-

ставлено в виде суммы n элементарных дробей, соответствующих 

корням xi (кратности si) Qn(x) 
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Полином степени n имеет n корней, среди которых могут быть 

как действительные, так и комплексные, образующие сопряженные 

пары. Элементарные дроби, соответствующие паре комплексно-

сопряженных корней  + j и  — j кратности si, обычно соеди-

няются 
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. 

 

Значения Bij обычно определяются методом неопределенных 

коэффициентов. Обе части разложения умножаются на Qn(x), по-

сле чего приравниваются коэффициенты при равных степенях x в 
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обеих частях полученного равенства, и решается полученная си-

стема линейных уравнений. 

 

Пример: Знаменатель имеет один действительный корень 

кратности 2 и пару комплексно-сопряженных корней. 
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После умножения обеих частей на (x — 1)2(x2 + x + 1) получа-

ется равенство 
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Формируется система уравнений 
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Значения коэффициентов: B11 = —2/3, B12 = 2, C11 = 2/3, D11 = 

1/3. 

   

 

Для простых (некратных) корней xi коэффициенты Bi1 могут 

находиться по формуле: 
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)x('Q

)x(P
B

in

im
1i  . 

 

Примечание: любая дробно-рациональная функция может 

быть представлена в виде многочлена и суммы элементарных дро-

бей. Неправильная функция (n  m) должна быть приведена к ка-

ноническому виду по обычным правилам. 

 

Если все корни знаменателя простые, то оригинал определяется 

по формуле 
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1.26) 

где m и n — степени соответственно числителя и знаменателя 

дробно-рационального выражения; si —корни знаменателя. 

 

Пример: найти оригинал по изображению (использован приве-

денный выше пример).  
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Используются таблицы преобразований и теорема 1. 
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Используются таблицы преобразований, теоремы 1 и 3. 
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Используются таблицы преобразований и теорема 1. 
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Оригинал имеет вид: 
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Задание. Найти оригинал функции, зная ее изображение по 

Лапласу: 
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 . 

 

Варианты заданий приведены в таблице 2. 
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Таблица 2 — Варианты заданий для самостоятельного решения 

№ a3 a2 a1 a0 b3 b2 b1 b0 

1 1 2 3 1 — — — 1 

2 1 3 3 1 — — 2 1 

3 1 3 2 1 — 1 2 — 

4 2 3 1 1 — 3 1 1 

5 3 2 3 1 2 3 1 — 

6 1 3 4 1 1 — 2 1 

7 2 1 2 — — 1 — 1 

8 4 3 2 1 1 1 1 1 

9 5 4 2 1 1 — 2 1 

10 1 4 4 1 — 2 1 1 

11 4 — 3 1 — 1 — 1 

12 9 — — 1 2 — 3 — 

13 1 4 2 — — 3 4 1 

14 3 4 3 1 — — 2 1 

15 2 3 5 1 — 2 4 1 

16 2 1 3 1 — 2 2 1 

17 5 — 3 1 1 2 2 1 

18 2 3 4 — 1 — 4 1 

19 5 3 1 1 — 3 2 1 

20 2 2 4 1 — 2 — 1 

21 1 1 1 1 1 — — 1 

22 4 5 3 1 — — 3 1 

23 1 — 4 1 — 1 4 1 

24 5 5 2 1 — — — 1 

25 3 4 — — — — 5 — 

26 2 1 2 1 — 2 5 1 

27 5 1 3 1 — 1 — 1 

28 3 5 — 1 1 — 3 1 

29 9 — 3 — 1 1 — 1 

30 4 3 2 1 — — 2 1 
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КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

 

1. Как выполняется преобразование по Лапласу? 

2. Какие функции считаются оригиналами? Каковы их свой-

ства? 

3. Какие функции считаются изображениями по Лапласу? Ка-

ковы их свойства? 

4. Какие свойства преобразования Лапласа определяют теоре-

мы линейности, подобия, затухания, запаздывания? 

5. Как выполняется дифференцирование оригинала и изобра-

жения по параметру? 

6. Как меняется изображение по Лапласу при дифференциро-

вании и интегрировании оригинала? 

7. Как меняется оригинал при дифференцировании и интегри-

ровании изображения по Лапласу? 

8. Как выполняется операция свертки функций? Каковы ее ос-

новные свойства? 

9. Как определяется оригинал от произведения изображений 

по Лапласу двух функций? 

10. Как определяется изображение по Лапласу от произведения 

двух оригиналов? 

11. Как выполняется обратное преобразование Лапласа? 
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Практическое занятие №2. Применение преобразования 

Лапласа для решения дифференциальных уравнений 

Цель занятия: приобретение практических навыков использо-

вания преобразования Лапласа для решения дифференциальных 

уравнений. 

Актуальность темы занятия: решение дифференциальных 

уравнений динамики — основной математический аппарат анализа 

и синтеза систем автоматического управления, владение которым 

необходимо специалисту в области автоматизации. 

 

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

 

1.1. Решение обыкновенных дифференциальных уравнений 

и их систем 

 

Пусть дано линейное дифференциальное уравнение n-го по-

рядка с постоянными коэффициентами 
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 (1.1) 

 

и начальные условия 
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  . 

 

Введем понятие линейного дифференцирующего оператора: 
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 (1.2) 

 

где p  d/dt — оператор однократного дифференцирования, pk  

dk/dtk рассматривается как алгебраический сомножитель, а выраже-

ние pkx(t)  dkx(t)/dtk — как произведение, не обладающее свой-

ством коммутативности. Тогда исходное дифференциальное урав-

нение (1.1) можно представить в операторной форме 

 

  )t(f)t(xP  . (1.3) 

 

Если функция f(t) обладает свойствами оригинала, то такое 

уравнение будет иметь единственное решение, удовлетворяющее 

начальным условиям. Применяя теорему о дифференцировании 

оригинала и используя свойство линейности, можно получить 

изображение дифференциального уравнения по Лапласу: 
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 (1.4) 

 

Это уравнение можно переписать в виде 
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 (1.5) 

 

или  

 

)s(B)s(F)s(X)s(A  . (1.6) 

 

Полином A(s) называется характеристическим полиномом 

дифференциального уравнения. Полином B(s) отражает влияние на 

решение дифференциального уравнения начальных условий. Реше-

ние уравнения (1.6) может быть записано в виде: 

 

)s(A

)s(B

)s(A

)s(F
)s(X  . (1.7) 

 

При нулевых начальных условиях B(s)  0. Если при этом 

функция f(t) является входным сигналом для некоторой физической 

системы, описываемой уравнением (1.1), F(s) — ее изображением, 

функция x(t) — реакцией (или откликом) системы на входной сиг-

нал, X(s) — ее изображением, то 

 

)s(F)s(W
)s(A

)s(F
)s(X  . (1.8) 

 

Величина W(s) называется передаточной функцией системы 

(или ее операторной проводимостью).  
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Пример: найти решение дифференциального уравнения при за-

данных начальных условиях. 
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Изображения элементов дифференциального уравнения: 
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Дифференциальное уравнение в изображениях по Лапласу: 
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Решение уравнения, удовлетворяющее начальным условиям: 

 

t2t
ee)t(x

   

 

   

 

Аналогично решаются системы линейных дифференциальных 

уравнений с постоянными коэффициентами. 
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Пример: найти решение системы дифференциальных уравне-

ний при заданных начальных условиях. 
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Система уравнений в изображениях по Лапласу: 
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Решение системы уравнений в изображениях по Лапласу: 
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Решение системы уравнений, удовлетворяющее начальным 

условиям: 
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1.2. Решение дифференциальных уравнений в частных 

производных 

 

Такие уравнения используются для описания так называемых 

нестационарных задач, когда искомая функция u(x, t) зависит не 

только от времени t, но и от некоторой пространственной коорди-

наты x. Обычно они имеют вид: 

 

,0)t,x(u
t

)x(b)t,x(u
t

)x(a

)t,x(uc)t,x(u
x

)x(b)t,x(u
x

)x(a

22

2

2

112

2

1























 (1.9) 

 

где a1, b1, c1, a2, b2 — непрерывные функции, заданные в интер-

вале значений аргумента 0  x  l. Считается, что всегда a1 > 0. 

В интервалах 0  x  l и t  0 найденное решение u(x, t) должно 

удовлетворять начальным условиям 

 

)x()0,x(u
t

),x()0,x(u  



  (1.10) 

 

и граничным условиям 

 

)t,l(u)t,l(u
t

)t,l(u
x

),t(f)t,0(u 








  , (1.11) 

 

где ,  и  — постоянные. Второе условие в (1.10) задается 

только при a2 < 0. Второе условие в (1.11) не задается при l  . 
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Пусть u,  u/ x,  2u/ x2, рассматриваемые как функции t, об-

ладают свойствами оригинала. Тогда по теореме о дифференциро-

вании по параметру x 

 

)s,x(U
dx

d
)t,x(u

x
L),s,x(U

dx

d
)t,x(u

x
L

2

2

2

2






























. (1.12) 

 

По теореме о дифференцировании оригинала 

 

),0,x(u
t

)0,x(us)s,x(Us)t,x(u
t

L

),0,x(u)s,x(Us)t,x(u
t

L
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2
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 (1.13) 

 

или, учитывая начальные условия (1.10), 

 

).x()x(s)s,x(Us)t,x(u
t

L

),x()s,x(Us)t,x(u
t

L
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2
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 (1.14) 

 

Пусть f(t) является оригиналом, а F(s) — его изображением. 

Тогда граничные условия (1.11) (после подстановки (1.14) и преоб-

разования) примут вид 

 

.0)x()s,x(U)s()s,x(U
dt

d

),s(F)s,x(U

lx

2

2

0x






















 (1.15) 
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Используя (1.12) и (1.14), можно свести решение дифференци-

ального уравнения (1.9) в частных производных к решению обык-

новенного дифференциального уравнения 

 

,BUAU
dx

d
bU

dx

d
a 12

2

1   (1.16) 

 

где A = a2s2 + b2s + c1, B = a2(s + ) + b2, с граничными 

условиями (1.15). Переменная s считается комплексным парамет-

ром. 

Решение исходного уравнения (1.9) u(x, t) можно получить как 

оригинал от найденной функции U(x, s). 

 

Пример: найти распределение температуры u(x,t) в полуогра-

ниченном стержне (0x<), определяемое уравнением 

 

2

2
2

x

u
a

t

u









, 

 

где a — постоянный коэффициент. Закон изменения темпера-

туры левого конца стержня и его начальная температура извест-

ны: 

 

)t(1)t(h)t,0(u,0)0,x(u  . 

 

Дифференциальное уравнение в изображениях по Лапласу име-

ет комплексный параметр s: 

 

2

2
2

dx

Ud
aUs  . 
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Общее решение дифференциального уравнения: 

 

x
a

s

2

x
a

s

1 eCeCU


 . 

 

C2=0, иначе U будет неограниченно возрастать при x  . C1 

находится из граничного условия s1U 0x  . Изображение реше-

ния имеет вид: 

 

x
a

s

e
s

1
)s,x(U



 . 

 

Оригинал решения находится по формуле (см. таблицы преоб-

разований Лапласа, например в [3]; Erf — функция ошибок или ин-

теграл вероятностей, Erfc — дополнительный интеграл вероят-

ностей): 
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2. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

 

Задание. Используя преобразование Лапласа, найти решение 

дифференциального уравнения при заданных начальных условиях. 

Варианты заданий приведены в таблице 1. 

 

Таблица 1 — Варианты заданий для самостоятельного решения 
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№ Уравнение Начальные условия 

1 t
e1)t(x)t("x   x(0)=2;  x(0)=1 

2 t
et)t(x)t('x2)t("x   x(0)=1;  x(0)=0 

3 )tsin(2)t(x2)t('x3)t("x   x(0)=0;  x(0)=1 

4 )1t(e)t(x)t("x
t2




 x(0)=1;  x(0)=2 

5 )t2cos()t(x2)t('x3)t("x   x(0)=2;  x(0)=3 

6 t5.0
e3)t(x)t('x)t("x


  x(0)=3;  x(0)=1 

7 3t2)t(x4)t('x4)t("x   x(0)=2;  x(0)=2 

8 2tt)t(x)t("x
2

  x(0)=1;  x(0)=0 

9 )t2sin()tsin()t(x2)t("x   x(0)=0;  x(0)=1 

10 )tcos(e2)t(x2)t('x2)t("x
t
  x(0)=1;  x(0)=3 

11 )7t4(e)t(x)t("x
t3




 x(0)=3;  x(0)=1 

12 0)t(x)t('x)t("x   x(0)=2;  x(0)=3 

13 )t2cos()tsin()t(x)t("x   x(0)=1;  x(0)=0 

14 t5
e)t('x3)t("x


  x(0)=2;  x(0)=2 

15 )t2cos(t2)t(x4)t("x   x(0)=0;  x(0)=1 

16 t4
e2)t(x6)t('x)t("x


  x(0)=3;  x(0)=1 

17 1t)t(x)t('x2)t("x   x(0)=1;  x(0)=2 

18 1et)t(x2)t('x)t("x
t
  x(0)=2;  x(0)=0 

19 2t
te)t(x5)t('x4)t("x   x(0)=0;  x(0)=3 

20 tt)t(x3)t('x3)t("x
2
  x(0)=1;  x(0)=3 

21 t2
e)1tt()t("x   x(0)=2;  x(0)=2 

22 )tsin(et)t(x)t("x
t2
  x(0)=3;  x(0)=0 

23 t
et)t(x)t('x2)t("x   x(0)=0;  x(0)=1 

24 tt2
eet)t(x)t('x2)t("x


  x(0)=3;  x(0)=2 

25 t
et)t(x)t('x2)t("x   x(0)=1;  x(0)=0 

26  )tcos()tsin(e)t(x3)t("x
t

  x(0)=2;  x(0)=1 

27 )tsin(t)t(x)t('x4)t("x
2
  x(0)=1;  x(0)=2 

28 t3
et)t(x3)t('x2)t("x   x(0)=0;  x(0)=3 
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29 t)tcos(e)t(x)t('x)t("x
t

  x(0)=2;  x(0)=0 

30 t
e)tcos(t)t(x3)t('x2)t("x   x(0)=1;  x(0)=2 

 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

 

1. Как использовать преобразование Лапласа для решения 

обыкновенных дифференциальных уравнений и их систем? 

2. Что такое передаточная функция системы? 

3. Как использовать преобразование Лапласа для решения 

дифференциальных уравнений в частных производных? 
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Практическое занятие №3. Применение преобразования 

Лапласа для решения прикладных задач 

Цель занятия: приобретение практических навыков использо-

вания преобразования Лапласа для решения прикладных задач 

электротехники. 

Актуальность темы занятия: электрические схемы перемен-

ного тока, содержащие активные и реактивные сопротивления, ши-

роко используются в системах автоматического регулирования в 

качестве корректирующих устройств. Умение оценивать их харак-

теристики необходимо специалисту в области автоматизации. 

 

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

 

Мгновенное значение тока i(t) и напряжения u(t) на участке 

электрической цепи, состоящей из активного сопротивления R, ин-

дуктивности L или емкости C, связаны следующим образом 

 

,qdt)t(i
C

1
)t(u

),t(i
dt

d
L)t(u

),t(iR)t(u

t

0
0CC

LL

RR

















 
(1.1) 

 

где q0 — начальный заряд, накопленный конденсатором. 

Если ввести понятие операторного тока I(s) и операторного 

напряжения U(s) как изображений по Лапласу соответственно i(t) и 

u(t), то можно получить соотношения 

 



41 

 

.q
s

)s(I

C

1
)s(U

,i)s(IsL)s(U

),s(IR)s(U

0
C

C

LLL

RR

0















. 
(1.2) 

 

Преобразование Лапласа обычно используют для расчета пере-

ходных процессов в цепях постоянного или переменного тока в 

момент их включения. Для всех элементов цепи задаче включения 

соответствуют условия i0 = q0 = 0. Выражения (1.2) могут быть 

представлены в обобщенной форме операторного закона Ома 

 

)s(I)s(Z)s(U  , (1.3) 

 

где Z(s) — операторное сопротивление, которое для активного 

сопротивления, индуктивности и емкости соответственно равно 

 

sC

1
)s(Z,sL)s(Z,R)s(Z CLR


 . (1.4) 

 

Операторное сопротивление участка цепи рассчитывается по 

общим правилам последовательного и параллельного соединения 

элементов. 

Расчет электрических цепей проводится на основании законов 

Кирхгофа. 

1. Алгебраическая сумма операторных токов в любом узле цепи 

равна нулю. 

2. Алгебраическая сумма падений напряжения на элементах 

замкнутого контура равна нулю. 

 

Пример: найти передаточную функцию четырехполюсника. 

Определить изменение напряжения u2(t) на его выходе при скачко-

образной подаче на вход входного сигнала u1(t)=U11(t). Считать, 
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что в начальный момент времени система отключена (значения 

всех токов и зарядов нулевые). 

 

L

R

C u2(t)u1(t)

 

 

Эквивалентная схема (RН — сопротивление нагрузки, падение 

напряжения на котором определяет u2(t)): 

 

ZL

ZR

ZC

u1(t)
RНi2(t) i3(t)i1(t)

 

 

Система уравнений Кирхгофа для токов и контуров (обход 

контуров по часовой стрелке): 

 
























dt)t(i
C

1
)t(iR0

)t(iRdt)t(i
C

1
)t(i

dt

d
L)t(u

)t(i)t(i)t(i

23Н

1211

321

 

 

Эта же система в операторной форме (   sU)t(uL 11  ): 
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1

321

 

 

Величина операторного тока I3(s) через сопротивление нагруз-

ки: 

 

s

U

RRs)LCRR(sCLR

1
)s(I 1

НН
2

Н

3 


 . 

 

Падение операторного напряжения на сопротивлении нагруз-

ки: 

 

s

U

RRs)LCRR(sCLR

R
)s(U 1

НН
2

Н

Н
2 


 . 

 

В режиме холостого хода RН  , поэтому в пределе 

 

s

U

1sCRsCL

1
)s(U 1

22 


  

 

Передаточная функция четырехполюсника (отношение изоб-

ражения выходного сигнала к изображению входного) равна: 

 

1sCRsCL

1
)s(W

2
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Оценка корректности полученной математической модели 

путем проверки размерности (коэффициенты при sk должны 

иметь размерность [время]k):  

 

  с
В

сА
А)(В

В

Кл
А)(ВФОмCR 


 , 

    2
с

В

сА

А

сВ

В

Кл
сОмФнГCL 





 . 

 

Полученная модель корректна. 

Знаменатель передаточной функции имеет три простых кор-

ня: один нулевой s0=0 и два 

 

CL

1

L4

R

L2

R
s

2

2

2,1








 . 

 

Если R2  4L / C, то корни s1,2 =    действительные, 
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и переходный процесс имеет апериодический характер. 

Если R2 < 4L / C, то корни s1,2 =   j комплексно-

сопряженные, 
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и переходный процесс имеет колебательный характер. 

 

   

 

3. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

 

Задание. Определить передаточную функцию четырехполюс-

ника. Найти изменение напряжения u2(t) на его выходе при подаче 

на вход сигналов u1(t) = 1(t), u1(t) = (t), u1(t) = sin(2ft). Считать, 

что в начальный момент времени система отключена (значения 

всех токов и зарядов нулевые). Исследовать возможность получе-

ния апериодического и колебательного переходных процессов. Ве-

личинами Ri, Ci, Li, и f задаться самостоятельно (рекомендуемые 

значения: сопротивление — 0,1...1 кОм, емкость — 1...100 мкФ, 

индуктивность — 0,05...1 кОм, частота — 10...100 Гц). 

Корректность решения оценить с помощью проверки размер-

ностей коэффициентов полученной передаточной функции четы-

рехполюсника (см. пример). 

 

1) 

R1

R2

u2u1

R3

C1

C2

 

2) 

C1

R1

L1

u2u1

R3

C2
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3) 

u1 R1

C2

R2

u2R3

C1

 

4) 

u1 R1
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u2R3

C1
L1

 

5) 

u1 R1
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u2R3
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6) 

u2R3
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u1 R1

C1
L1
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C1

R2 R3
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u2u1
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8) 

L1
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R1

R3u1 u2
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R3

R1 u2u1
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L1

R2
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R1 u2u1
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15) 
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R2 u2u1

R3
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16) 

u2R2
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17) 
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27) 

u1

R3R1

u2
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C2C1
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29) 
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30) 

u2
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u1
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C1 C2

 
 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

 

1. Как использовать преобразование Лапласа для расчета пере-

ходных процессов в цепях постоянного и переменного тока? 
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Практическое занятие №4. Применение преобразования 

Фурье для решения прикладных задач 

Цель занятия: приобретение практических навыков использо-

вания преобразования Фурье для решения прикладных задач спек-

трального анализа. 

Актуальность темы занятия: определение спектра сигналов 

широко используется при анализе и синтезе систем управления. 

Умение выполнять спектральный анализ необходимо специалисту в 

области автоматизации. 

 

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

 

1.1. Понятие о преобразовании Фурье 

 

Пусть  есть функция вещественной переменной х, опреде-

ленная на всей прямой . Основное ограничение, накла-

дываемое на эту функцию, имеет вид 

 

 , (1.1) 

 

то есть эта функция абсолютно интегрируема на всей числовой 

оси. Кроме этого, требуется, чтобы  при . 

Преобразованием Фурье  от функции  называется 

функция 

 

 . (1.2) 

 

Она существует при любых . 
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Как и в случае преобразования Лапласа оказывается, что не 

только  однозначно определяется функцией , но и наобо-

рот,  однозначно определяется , то есть имеется взаимно 

однозначное соответствие . Это соответствие дается 

формулой обращения, которая имеет вид 

 

 . (1.3) 

 

В ней несобственный интеграл понимается в смысле главного 

значения. Сама формула носит название обратного преобразова-

ния Фурье. 

 

1.2. Свойства преобразования Фурье 

 

Пусть  и  есть преобразования Фурье от функций  

и  соответственно, то есть  и . 

1. Линейность. 

 

 . (1.4) 

 

2. Теорема подобия. 

 

 . (1.5) 

 

3. Теорема о сдвиге. 

 

 . (1.6) 

 

4. Формула смещения. 
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 . (1.7) 

 

5. Дифференцирование функции. 

 

 . (1.8) 

 

6. Дифференцирование преобразования Фурье. 

Если , то 

 

 . (1.9) 

 

7. Свертка функций. 

Пусть функции  и  определены для . Сверт-

кой этих двух функций называется интеграл 

 

 , (1.10) 

 

который обозначается . 

Соответствующее свойство преобразования Фурье имеет вид 

 

 . (1.11) 

 

1.2 Спектральный анализ 

 

Спектральный анализ является одним из самых мощных ин-

струментов обработки эксперимента. В частности, он используется 
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для анализа данных, выявления характерных частот, в целях подав-

ления шума и т. д. 

Спектром совокупности данных 𝒚(𝒙) называют некоторую 

функцию другой координаты (или координат, если речь идет о мно-

гомерном спектре) 𝑭(𝝎), полученную в соответствии с определен-

ным алгоритмом. Примерами спектров являются преобразование 

Фурье, спектр мощности, вейвлет-преобразование. 

Математический смысл преобразования Фурье состоит в пред-

ставлении сигнала 𝒚(𝒙) в виде бесконечной суммы синусоид вида 

𝑭(𝝎)𝒔𝒊𝒏(𝝎𝒙). Функция 𝑭(𝝎) называется преобразованием Фурье, 

или интегралом Фурье, или Фурье-спектром сигнала. Ее аргумент 

𝝎 имеет смысл частоты соответствующей составляющей сигнала. 

Обратное преобразование Фурье переводит спектр 𝑭(𝝎) в исход-

ный сигнал 𝒚(𝒙). 

Согласно определению, 

 
  

. . (1.12) 

 

Из (1.12) видно, что преобразование Фурье является комплекс-

ной величиной, даже если сигнал действительный. 

Преобразование Фурье имеет огромное значение для различ-

ных математических приложений, и для него разработан очень эф-

фективный алгоритм, называемый алгоритмом БПФ (быстрым 

преобразованием Фурье). Он настолько популярен, благодаря своей 

экономичности, что практически во всех математических пакетах 

организован в виде подпрограммы. 

Алгоритм БПФ имеет довольно сильное ограничение, которое 

на практике не является критичным. Аргумент прямого Фурье-

преобразования, т. е. объем выборки 𝒚(𝒙𝒊), должен иметь ровно 𝟐𝒏 

элементов (𝒏 — любое целое число). Соответственно, результатом 

работы алгоритма БПФ является вектор с 𝟏 + 𝟐𝒏−𝟏 элементами. Ес-
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ли число данных не совпадает со степенью 2, то для запуска алго-

ритма БПФ достаточно дополнить недостающие элементы нулями. 

Используем в качестве модельных данных дискретизацию сле-

дующего детерминированного сигнала 

 

𝒚(𝒙) = 𝟏, 𝟎 ∙ 𝒔𝒊𝒏(𝟐𝝅 ∙ 𝟎, 𝟎𝟓𝒙) + 𝟎, 𝟓 ∙ 𝒔𝒊𝒏(𝟐𝝅 ∙ 𝟎, 𝟏𝒙) + 

 𝟎, 𝟏 ∙ 𝒔𝒊𝒏(𝟐𝝅 ∙ 𝟎, 𝟓𝒙). (1.13) 

 

 

Рисунок 1 — Модельные данные 
 

Рисунок 2 — Выборочный 

Фурье-спектр 

 

На рисунке 1 представлены результаты работы алгоритма БПФ 

в виде модуля Фурье-спектра |𝑭(𝝎)|, поскольку сам спектр являет-

ся комплексным. Полезно сравнить полученные амплитуды и ме-

стоположение пиков спектра на рисунке 2 с определением синусо-

ид в формуле (1.13). 

Если подвергнуть полученное абсолютное значение Фурье-

спектра (рис. 2) обратному преобразованию Фурье, возможность 

которого также предоставляет алгоритм БПФ, то профиль исходно-

го сигнала будет реконструирован правильно, но окажется сдвину-

тым на определенное расстояние вдоль оси x (рис. 3). Так происхо-

дит из-за того, что взятие абсолютной величины комплексного 

спектра уничтожает информацию об относительной фазе отсчетов 

данных. В остальном, сигнал 𝒚(𝒙) восстанавливается с большой 

точностью, что характерно для плавного изменения сигнала. Если 

же в качестве входных данных обратного преобразования Фурье 

использовать комплексный Фурье-спектр, то совпадение будет 

полным. 



54 

 

 

Рисунок 3 — Обратное преобразование Фурье комплексного 

(кружки) и действительного (точки) Фурье-спектра 

 

2. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

 

Задание. Выполнить преобразование Фурье периодической 

функции  

 

𝒚(𝒙) = ∑ 𝑨𝒊𝒔𝒊𝒏(𝟐𝝅 ∙ 𝝎𝒊𝒙)
𝟑
𝒊=𝟏 . 

 

Проверить корректность преобразования путем оценивания 

спектр а сигнала. 

Используя полученное преобразование Фурье, выполнить вос-

становление функции 𝒚(𝒙). Сравнить восстановленную функцию с 

исходной. 

Варианты заданий приведены в таблице 1. 
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Таблица 1 — Варианты заданий для самостоятельного решения 

№ 𝑨𝟏 𝝎𝟏 𝑨𝟐 𝝎𝟐 𝑨𝟑 𝝎𝟑 

1 1,0 0,05 0,1 0,10 2,0 0,01 

2 0,9 0,06 0,2 0,09 1,9 0,02 

3 0,8 0,07 0,3 0,08 1,8 0,03 

4 0,7 0,08 0,4 0,07 1,7 0,04 

5 0,6 0,09 0,5 0,06 1,6 0,05 

6 0,5 0,10 0,6 0,05 1,5 0,06 

7 0,4 0,09 0,7 0,04 1,4 0,07 

8 0,3 0,08 0,8 0,03 1,3 0,08 

9 0,2 0,07 0,9 0,02 1,2 0,09 

10 0,1 0,06 1,0 0,01 1,1 0,10 

11 0,2 0,05 1,1 0,02 1,0 0,09 

12 0,3 0,04 1,2 0,03 0,9 0,08 

13 0,4 0,03 1,3 0,04 0,8 0,07 

14 0,5 0,02 1,4 0,05 0,7 0,06 

15 0,6 0,01 1,5 0,06 0,6 0,05 

16 0,7 0,02 1,6 0,07 0,5 0,04 

17 0,8 0,03 1,7 0,08 0,4 0,03 

18 0,9 0,04 1,8 0,09 0,3 0,02 

19 1,0 0,05 1,9 0,10 0,2 0,01 

20 0,9 0,06 2,0 0,09 0,1 0,02 

21 0,8 0,07 1,9 0,08 0,2 0,03 

22 0,7 0,08 1,8 0,07 0,3 0,04 

23 0,6 0,09 1,7 0,06 0,4 0,05 

24 0,5 0,10 1,6 0,05 0,5 0,06 

25 0,4 0,09 1,5 0,04 0,6 0,07 

26 0,3 0,08 1,4 0,03 0,7 0,08 

27 0,2 0,07 1,3 0,02 0,8 0,09 

28 0,1 0,06 1,2 0,01 0,9 0,10 

29 0,2 0,05 1,1 0,02 1,0 0,09 

30 0,3 0,04 1,0 0,03 1,1 0,08 
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КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

 

1. Как выполняется преобразование Фурье? 

2. Какие свойствами обладает преобразование Фурье? 

3. Как выполняется спектральный анализ с помощью преобра-

зования Фурье? 
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ВВЕДЕНИЕ 

Для описания поведения систем, особенно сложных, состоящих 

из большого числа элементов и характеризующихся интенсивными 

материальными и информационными потоками, используется до-

статочно специфический математический аппарат. Без овладения 

им эффективное моделирование и конструирование технических, 

экономических и даже социальных объектов и систем невозможны.  

Дисциплина «Математические основы теории управления» ста-

вит своей целью формирование следующих компетенций будущего 

бакалавра по направлению подготовки 15.03.04 — Автоматизация 

технологических процессов и производств.  

 

Код Формулировка 

ИД-2ОПК-1 Применяет методы математического анализа и модели-

рования в профессиональной деятельности 

 

Главной задачей дисциплины является приобретение практиче-

ских навыков использования математического аппарата теории ав-

томатического управления при анализе и синтезе систем автомати-

ческого управления. 

В результате освоения дисциплины студент должен: 

 знать основные закономерности, действующие в процессе 

изготовления продукции требуемого качества, заданного количе-

ства при наименьших затратах общественного труда; 

 уметь использовать основные закономерности функциони-

рования систем автоматического управления; 

 владеть практическими навыками математического описа-

ния систем управления. 

Методические указания предназначены для проведения прак-

тических занятий по дисциплине «Математические основы теории 

управления» с учетом требований ФГОС ВО для направления под-
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готовки 15.03.04 — Автоматизация технологических процессов и 

производств. Они способствуют лучшему усвоению студентами 

теоретических положений и обеспечивают приобретение практиче-

ских навыков математического описания систем управления.  

К практическим занятиям студент должен подготовиться само-

стоятельно: изучить соответствующие разделы курса и выполнить 

предварительные расчеты. 

Проверка подготовленности студента к очередному практиче-

скому занятию осуществляется преподавателем в индивидуальной 

беседе. Если студент не знает содержания предстоящему практиче-

скому занятию, то он может быть не допущен к его проведению. 
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ СИСТЕМ 

Практическое занятие №1. Линеаризация уравнений 

систем 

Цель занятия: приобретение практических навыков получения 

линеаризованных динамических и статических характеристик си-

стем управления. 

Актуальность темы занятия: теория автоматического управ-

ления базируется на теории линейных динамических систем. Уме-

ние линеаризовывать характеристик систем необходимо специали-

сту в области автоматизации. 

 

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

 

1.1. Уравнения систем 

 

Уравнение системы отражает зависимость между ее входными 

и выходными сигналами. Оно является математической моделью, 

и при его получении всегда делаются какие-либо допущения о ха-

рактере протекающих в системе процессов. Это объясняется проти-

воречивыми требованиями к модели: с одной стороны — макси-

мальная простота, с другой — возможно более полное отражение 

свойств оригинала. В зависимости от цели исследования математи-

ческие модели одной и той же системы могут (а в ряде случаев и 

должны) быть различными. 

Если система сложная, то ее математическое описание получа-

ется в результате объединения математических моделей составля-

ющих ее элементов. 

Если свойства системы меняются только во времени, ее пара-

метры считают сосредоточенными. Если эти свойства меняются во 
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времени и в пространстве, параметры системы считаются распре-

деленными. 

Если система имеет один выходной сигнал, ее считают одно-

мерной. Если таких сигналов несколько (более одного), система 

считается многомерной (многосвязной). Соответственно изменяет-

ся ее математическое описание. 

С математической точки зрения преобразование вектора вход-

ных воздействий X(t) в вектор состояния или фазовый вектор 

Y(t) в течение времени t соответствует заданию функции 

   0)t(X),t(Y,tF  , (1.1) 

где 
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Необходимо, чтобы выполнялись условия: X(t)  X* и Y(t)  Y* 

(X* и Y* — допустимые множества входных и выходных сигналов). 

Если функция (1.1) определяет линейную зависимость выход-

ных параметров от входных, система считается линейной. В про-

тивном случае ее считают нелинейной. Если в уравнение (1.1) явно 

не входит значение времени, систему считают стационарной (ее 

свойства с течением времени не меняются). В противном случае 

система является нестационарной. 

Если функция (1.1) определяет изменение X(t) и Y(t) в зависи-

мости от времени, она называется динамической характеристи-

кой. Ее обычно представляют в виде систем обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений (для систем с сосредоточенными парамет-

рами) или дифференциальных уравнений в частных производных 

(для систем с распределенными параметрами). 

В инженерной практике уравнения динамики часто представ-

ляют в нормальной форме (или в форме Коши), для чего их раз-
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решают относительно старших производных по времени. Для си-

стемы, описываемой дифференциальными уравнениями первого 

порядка, нормальная форма имеет вид: 

   0Y)0(Y,)t(X),t(Y,t)t(Y  , (1.2) 

где )t(Y  — вектор производных функции Y(t) по времени, 

 

 

















)t(X),t(Y,t

...

)t(X),t(Y,t

)t(

n

1





 . 

Выражение (1.2) называется уравнением состояния системы в 

матричной форме. 

Если уравнение (1.1) определяет изменение входящих в него 

переменных вне зависимости от времени, его называют статиче-

ской характеристикой. Эта характеристика определяет поведение 

системы в установившемся режиме при t  , когда Y(t) = Y() = 

const, X(t) = X() = const: 

   0)(X),(Y,F  . (1.3) 

Статическая характеристика естественным образом получается 

из уравнения динамики путем приравнивания нулю всех входящих 

в него производных по времени.  

Для одномерных систем, описываемых дифференциальными 

уравнениями высших порядков, динамические и статические ха-

рактеристики имеют вид: 

   0),..t(x),t(x),t(x),..t(y),t(y),t(y,tF  , (1.4) 

   0,..0,0),(x,..0,0),(y,F  , (1.5) 

где ),..t(x),t(x),..t(y),t(y   — производные соответствующих 

порядков по времени от функций y(t) и x(t). 
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Из формулы (1.4) можно получить систему уравнений состоя-

ния (1.2) путем замены переменных: 

),..t(x)t(x)t(x,x)t(x)t(x),t(x)t(x

),..t(y)t(y)t(y,y)t(y)t(y),t(y)t(y

23121

23121








(1.6) 

Пример: получить статическую характеристику и уравнения 

состояния системы по следующему уравнению динамики (коэффи-

циенты a2(t), a1(t), k(t) — функции времени): 

)t(x)t(k)t(y)t(y)t(a)t(y)t(a 12   . 

Статическая характеристика: 

).t(x)t(k)t(y   

Замена переменных: 

).t(x)t(x),t(y)t(y),t(y)t(y 121    

Система уравнений состояния (второе уравнение получается 

из динамической характеристики после замены переменных): 

 











)t(y)t(y)t(a)t(x)t(k
)t(a

1
)t(y

)t(y)t(y

1211
2

2

21




 

   

 

1.2. Линеаризация уравнений систем 

 

Уравнения реальных систем обычно являются нелинейными, 

что затрудняет их исследование. Однако в большинстве случаев их 

можно заменить приближенными линейными зависимостями, т. е. 

линеаризовать. При этом должны соблюдаться условия: 

 в системе поддерживается некоторый номинальный (рабо-

чий) режим, параметры которого )t(Y
~

 и )t(X
~

 известны; 
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траектория невозмущенного движения системы (называемая 

базовой) определяется уравнением: 

   0Y
~

)0(Y
~

,)t(X
~

),t(Y
~

,t)t(Y
~

 ; (1.7) 

 отклонения входных и величин от номинальных значений 

достаточно малы (что, вообще говоря, требует предвари-

тельного обоснования); 

 динамические и статические характеристики системы в 

окрестности рабочей точки имеют непрерывные производ-

ные по всем своим аргументам. 

Если хотя бы одно из этих условий нарушается, линеаризация 

недопустима. 

Если система состоит из нескольких элементов с известным 

математическим описанием, то необходимо линеаризовать характе-

ристики каждого из них. 

Приведение к линейному виду уравнений состояния (1.2) про-

водится путем разложения их правых частей в ряд Тейлора в 

окрестности рабочей точки )t(Y
~

),t(X
~

 и исключения из разложе-

ния всех производных со степенями производных выше первой: 

 

   

   .)t(X
~

)t(X
X

)t(Y
~

)t(Y

)t(X
~

),t(Y
~

,t)t(X),t(Y,t






































 (1.8) 

Все частные производные рассчитываются при номинальных 

значениях параметров.  

С учетом уравнений (1.7) и (1.8) из формулы (1.2) следует: 

 )t(X
X

)t(Y
Y

)t(Y 





 
























 , (1.9) 

где )t(Y , )t(Y , )t(X  — отклонения параметров от их но-

минальных значений. 
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Используя матричные обозначения, можно получить линеари-

зованное уравнение состояния в отклонениях: 

 )t(X)t(B)t(Y)t(A)t(Y   , (1.10) 

где 
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m
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1
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1
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x
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x

)t(B,

y
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y
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y
...

y

)t(A








. 

Коэффициенты матриц A и B рассчитываются при номиналь-

ных значениях параметров. Для стационарных систем это — кон-

станты. 

 

Пример: линеаризовать уравнения состояния системы в рабо-

чей точке )t(Y
~

),t(X
~

 и представить их в матричной форме. 











)t(x)t(y)t(y)t(y

)t(x)t(y)t(y)t(y
2
2212

2
1211




. 

Линеаризованные уравнения состояния: 
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Уравнения состояния в матричной форме: 
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Отличия уравнения (1.9) от исходной характеристики (1.2) сле-

дующие: 

 оно является приближенным, так как в процессе его получе-

ния не учитывались производные высших порядков; 

 оно является линейным не по отношению к X(t) и Y(t), а по 

отношению к их отклонениям от номинальных значений. 

Линеаризация характеристик одномерных систем, описывае-

мых дифференциальными уравнениями высших порядков, прово-

дится по аналогичной схеме. Разложение уравнения (1.4) в ряд 

Тейлора в окрестности рабочей точки ,..)x
~

,x
~

,x~,..y
~

,y
~

,y~(  , в кото-

ром оставлены только производные первого порядка, имеет вид: 

 

...)x
~

x(
x

F
)x

~
x(

x

F
)x~x(

x

F

...)y
~

y(
y

F
)y

~
y(

y

F
)y~y(

y

F

,..)x
~

,x
~

,x~,..y
~

,y
~

,y~(F,..)x,x,x,..y,y,y(F

































































































 (1.11) 

Все частные производные рассчитываются при номинальных 

значениях параметров. Считая, что в режиме, близком к рабочему 

 ,..)x
~

,x
~

,x~,..y
~

,y
~

,y~(F,..)x,x,x,..y,y,y(F   , (1.12) 

и используя обозначения: 
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,..b
x

F
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F
,b

x

F

,..a
y

F
,a

y

F
,a

y

F

210

210


















































































 (1.13) 

можно получить линеаризованное уравнение динамики: 

xbxbxb...yayaya... 012012    ,(1.14) 

где ,..x
~

xx,y
~

yy,x~xx,y~yy     — 

отклонения фактических значений параметров и их производных 

по времени от номинальных значений. 

Используя обозначения 

 
,..x

~
b,x

~
b,x~b

,..y
~

a,y
~

a,y~a

221100

221100












 (1.15) 

можно получить линеаризованное уравнение динамики в без-

размерной (нормированной) форме: 

xxx...yyy... 012012    ,(1.16) 

где ,..x
~

/xx,y
~

/yy,x~/xx,y~/yy     — откло-

нения фактических значений параметров и их производных по вре-

мени, выраженные в долях от номинальных значений. 

 

Пример: линеаризовать стационарное уравнение динамики в 

рабочей точке )x~,y
~

,y~(  : 

)t(x2
e)t(y)t(y)t(y  . 

Функция и ее частные производные в рабочей точке: 

,e)t(y)t(y)t(y)x,y,y(F
)t(x 02    
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Линеаризованное уравнение динамики: 

)t(xb)t(ya)t(ya 001    . 

   

 

1.3. Передаточные функции систем 

 

Пусть p  d/dt — оператор однократного дифференцирования. 

Тогда pk  d k/dt k можно рассматривать как алгебраический сомно-

житель, а выражение вида pkx(t)  d kx(t)/dt k — как произведение, 

не обладающее свойством коммутативности. Опустив знак прира-

щения , уравнение (1.14) можно переписать в операторной форме: 

 )t(x)bpb(...)t(y)apapa(... 0101
2

2  , (1.17) 

 )t(x)p(B)t(y)p(A  , (1.18) 

где A(p) — собственный операторный полином, B(p) — опера-

торный полином входного воздействия. Отношение 

 
)p(A

)p(B
)p(W   (1.19) 

называется передаточной функцией системы в операторной 

форме. 

Передаточная функция (1.19) считается правильной, если по-

рядок полинома A(p) не меньше порядка B(p). Передаточная функ-

ция считается строго правильной, если порядок полинома A(p) 

больше порядка B(p). 

Используя теорему о дифференцировании оригинала [2], при 

нулевых начальных условиях уравнение (1.14) можно переписать в 

изображениях по Лапласу: 

 )s(X)bsb(...)s(Y)asasa(... 0101
2

2  , (1.20) 
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 )s(X)s(B)s(Y)s(A  . (1.21) 

Отношение изображения выходной величины Y(s) к изображе-

нию величины X(s) при нулевых начальных условиях 

 
)s(A

)s(B
)s(W   (1.22) 

называется передаточной функцией системы в изображени-

ях по Лапласу. 

Несмотря на внешнее сходство, между выражениями (1.19) и 

(1.22) существуют принципиальные различия. 

1) Передаточная функция (1.22) — не символическое, а алгеб-

раическое выражение, значение которого полностью определяет 

реакцию системы на известное входное воздействие. 

2) Использовать передаточную функцию (1.22) для математи-

ческого описания систем допустимо только при нулевых началь-

ных условиях. 

3) Использовать передаточную функцию (1.22) допустимо 

только для математического описания стационарных систем (у 

которых коэффициенты ai и bi в уравнении (1.14) не зависят от вре-

мени). 

Передаточные функции принято записывать так, чтобы коэф-

фициент при выходной величине был равен единице, а коэффици-

ент при входной величине являлся общим множителем для всех 

слагаемых числителя: 

 
1sTsT...

)1ss(...k
)s(W

1
2

2

1
2

2







, (1.23) 

где k — коэффициент усиления системы (передаточный коэф-

фициент), Ti и i — постоянные времени (они имеют размерность 

времени в степени, равной порядку s). 

Для многомерных систем выражения, подобные (1.18) и (1.21), 

являются матричными. В операторной форме: 
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 )t(X)p(B)t(Y)p(A  , (1.24) 

где 

,

)t(y

...

)t(y

)t(Y,

)p(a...)p(a

.........

)p(a...)p(a

)p(A

n

1
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n111
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)t(X,

)p(b...)p(b

.........

)p(b...)p(b

)p(B

m

1

nm1n

m111



































  

В изображениях по Лапласу: 

 )s(X)s(B)s(Y)s(A  , (1.25) 

где 

,

)s(Y

...

)s(Y

)s(Y,

)s(a...)s(a

.........

)s(a...)s(a

)s(A

n

1

nn1n

n111



































  

.

)s(X

...

)s(X

)s(X,

)s(b...)s(b

.........

)s(b...)s(b

)s(B

m

1

nm1n

m111



































  

Из (1.25) можно найти: 

 )s(X)s(W)s(X)s(B)s(A)s(Y
1




. (1.26) 

Матрица 



















)s(W...)s(W

.........

)s(W...)s(W

)s(W

nm1n

m111

 

называется передаточной матрицей системы. Каждый элемент 

Wij(s) является передаточной функцией по каналу «вход j  выход 

i». Соответственно: 
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 m...1j,n...1i),s(X)s(W)s(Y jiji  . (1.27) 

Пример: найти передаточную матрицу многомерной систе-

мы, уравнения динамики которой имеют вид: 









12211

21211

xxyyy

xxyyy




 

Система уравнений динамики в изображениях по Лапласу (при 

нулевых начальных условиях): 











)s(X)s(X)s(Ys)s(Y)1s(

)s(X)s(X)s(Y)s(Y)1s(

1221

2121
2

 

Система уравнений динамики в матричной форме: 
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Передаточная матрица системы: 

.

)1s(s2ss

1s1s

1s

1
)s(B)s(A)s(W

23

1
























 

   

 

Если на линейную систему (одномерную или многомерную) 

действуют несколько входных сигналов, то по принципу суперпо-

зиции можно получить ее передаточные функции по каждому из 

каналов. Так в уравнении 

 )s(G)s(W)s(X)s(W)s(Y gx   (1.28) 
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величина Wx(s) является передаточной функцией по каналу «X 

 Y», а Wg(s) — передаточной функцией по каналу «G  Y».  

По передаточной функции можно получить уравнения состоя-

ния. Правильная передаточная функция вида 

 

01

01

bpb...pb

apa...pa
)p(W

n
n

n
n




  (1.29) 

является операторным представлением линейного дифферен-

циального уравнения 

xbxb...xbyaya...ya 01
)n(

n01
)n(

n   , (1.30) 

где an  0. Если какие-либо слагаемые отсутствуют, то соответ-

ствующие коэффициенты ai и bi заменяются нулями. 

При переходе от дифференциального уравнения (1.30) порядка 

n к системе дифференциальных уравнений первого порядка необ-

ходимо учесть влияние производных от входного воздействия. Это 

достигается в ходе замены переменных [5]. 

   

   .xb...xbya...ya

xbyazz

.........

,xbxbyaya

xbyazz

,xbyaz

1
)1n(

n1
)1n(

n

1121

1nn1nn

1n1nn1n

nnn























 (1.31) 

Из последнего уравнения и (1.30) можно получить: 

     .0xb...xbya...ya

xbyaz

0
)n(

n0
)n(

n

001




 (1.32) 

Из уравнений (1.31) и (1.32) находятся уравнения состояния, 

соответствующие динамической характеристике (1.30): 
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 (1.33) 

Система (1.33) решается при нулевых начальных условиях от-

носительно переменной zn, по значению которой вычисляется вы-

ходной параметр y. 

 

Пример: получить систему  уравнения состояния по уравне-

нию динамики: 

xx3x2yy4y3y2   . 

Выходной параметр: 

  333
3

z
2

1
xbz

a

1
y  . 

Уравнения состояния (с учетом подстановки y): 
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2. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

 

Задача 1. Звено САУ описывается нелинейным дифференци-

альным уравнением вида 

 

. 



20 

Получить уравнение статики системы. Линеаризовать исходное 

уравнение в точке равновесия у0=0,5; х0 ≈27,2. 

Задача 2. Линеаризовать нелинейное дифференциальное урав-

нение системы вида 

 

 

 

в точке равновесия у0=0, х0=2. 

Представить на графике нелинейную и линеаризованную ста-

тические характеристики рассматриваемой системы. 

Задача 3. Получить линеаризованное уравнение в отклонениях 

для нелинейной системы, описываемой дифференциальным урав-

нением  

 

, 

 

в точке равновесия у0=4, х0=12. 

Представить на графике нелинейную и линеаризованную ста-

тические характеристики рассматриваемой системы. 

Остальные задачи на практических занятиях по данной теме 

будут предлагаться преподавателем. 

 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

 

1. Что считается математической моделью системы? Как она 

представляется в общем виде? 

2. В чем отличия моделей одномерных и многомерных си-

стем, линейных и нелинейных систем, стационарных и нестацио-

нарных систем, систем с сосредоточенными и с распределенными 

параметрами? 

3. Что считается динамической и статической характеристи-

кой системы? Что такое уравнения состояния системы? 
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4. При каких условиях допустима линеаризация уравнений 

систем? Каковы особенности линеаризованных характеристик? 

5. По каким правилам выполняется линеаризация уравнений 

систем? 

6. Что такое передаточная функция системы? Как она получа-

ется в операторной форме и в изображениях по Лапласу? В чем от-

личия передаточных функций в операторной форме и в изображе-

ниях по Лапласу? 

7. Как получаются уравнения состояния системы по ее пере-

даточной функции? 
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Практическое занятие №2. Вычисление передаточной 

функции по структурной схеме системы 

Цель занятия: приобретение практических навыков получения 

передаточных функции систем управления по их представлению в 

виде структурных схем. 

Актуальность темы занятия: структурные схемы — один из 

самых популярных способов отображения структуры системы 

управления. Умение выполнять преобразования структурных схем 

и получать по ним передаточные функции необходимо специалисту 

в области автоматизации. 

 

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

 

1.1. Понятие структурной схемы 

 

Структурной схемой называют графическое отображение ма-

тематической модели системы в виде соединений звеньев. Каждому 

звену может соответствовать один элемент, соединение элементов 

или вообще любая часть системы.  

Структурные схемы широко используются на практике при ис-

следовании и проектировании систем, так как они дают наглядное 

представление о связях между звеньями, о прохождении и преобра-

зовании сигналов в системе. 

На схеме звено обозначается в виде прямоугольника. Для него 

определяются входные и выходные сигналы и передаточная функ-

ция (вместо которой можно указывать уравнение звена или какую-

либо иную характеристику). Если передаточная функция задана в 

изображениях по Лапласу, то и сигналы задаются в изображениях. 

Если передаточная функция задана в операторной форме, или звено 

описывается дифференциальным уравнением, то входные и выход-

ные переменные задаются в виде функций времени. 
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y(t)x(t)
)t(xk)t(y)t(yT

2  

W(p)
y(t)x(t)

W(s)
Y(s)X(s)

 

Суммирующие или сравнивающие (вычитающие) звенья изоб-

ражаются следующим образом: 

x1(t)

x2(t)

x1(t)+x2(t) x1(t)

x2(t)

x1(t)–x2(t) x1(t)

x2(t)

x1(t)–x2(t)

–

 

Для получения структурной схемы систему представляют в ви-

де совокупности взаимосвязанных элементов. Для каждого элемен-

та определяют математическое описание, исходя из физических за-

кономерностей протекающих в нем процессов. Все дальнейшие 

преобразования, необходимые для получения уравнений или пере-

даточных функций системы, проще и нагляднее выполняются по 

структурной схеме. 

 

1.2. Преобразование структурных схем 

 

1. Последовательное соединение звеньев. В этом случае вы-

ходная величина каждого предшествующего звена является вход-

ным воздействием последующего звена. 

W
x0 xN

W1

x0

W2

x1

WN

xN–1x2 xN

 

Так как x1 = W1x0, x2 = W2x1,.. xN = WNxN—1, то цепочку из по-

следовательно соединенных звеньев можно заменить одним звеном 

со следующей передаточной функцией: 
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N

i

i=1

W(s) = W (s) . (1.1) 

2. Параллельное соединение звеньев. При параллельном со-

единении на вход всех звеньев подается один и тот же сигнал, а вы-

ходные величины складываются. 

W
x0 x

W1

x0

W2

x1

WN

x2

xN

x

 

Так как x1 = W1x0, x2 = W2x0,.. xN = WNx0, x = x1 + ..  + xN, то 

цепь из параллельно соединенных звеньев можно заменить одним 

звеном со следующей передаточной функцией: 

N

i

i=1

W(s) = W (s) . (1.2) 

3. Охват обратной связью. В этом случае выходной сигнал 

звена подается на его вход (возможно через какое-либо другое зве-

но). Если выходной сигнал вычитается из входного воздействия, 

обратную связь считают отрицательной. Если он складывается с 

входным воздействием, обратную связь называют положительной. 

Если сигнал с выхода звена подается на его вход непосредственно, 

обратную связь считают единичной. 

W
x0 x

+

(–)

W
x1 x

WОС

x0

x2

 

Можно записать систему уравнений: 



25 

1 1 0 2 2 ОСx = W x , x = x + x , x = W x.   (1.3) 

После исключения из (1.3) x1 и x2 можно получить передаточ-

ную функцию контура положительной обратной связи: 

ОС

W
W(s) =

1 W W 
. (1.4) 

Для контура отрицательной обратной связи передаточная 

функция будет иметь вид: 

ОС

W
W(s) =

1+W W
. (1.5) 

4. Перенос сумматора через звено. Если такая операция вы-

полняется по ходу сигнала, то добавляется звено с передаточной 

функцией, равной передаточной функции звена, через которое пе-

реносится сумматор. Если сумматор переносится против хода сиг-

нала, то необходимо добавить звено с передаточной функцией, об-

ратной передаточной функции звена, через которое переносится 

сумматор. 

W1 W2

x0 xx1

x2

W2

W1 W2

x0 x

x2

W1
–1

x1+x2

W1 W2

x0 xx1

x2

x1+x2

 

5. Перенос узла через звено. Если операция выполняется по 

ходу сигнала, то добавляется звено с передаточной функцией, об-

ратной передаточной функции звена, через которое переносится 
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узел. Если узел переносится против хода сигнала, то добавляется 

звено с передаточной функцией, равной передаточной функции 

звена, через которое переносится узел. 

W1 W2

x0 x1 x2

x1

W1 W2

x0 x1 x2

x1

W1

W1 W2

x0 x1 x2

W2
–1

x1

 

6. Перестановка узлов и сумматоров. Узлы и сумматоры 

можно менять местами, не добавляя звеньев. 

1 1

2 2

 

x1 x1

x2 x2x3 x3

x1+x2+x3 x1+x2+x3

 

При переносе узла через сумматор добавляется суммирующее 

или сравнивающее звено. 

x1

x2

x1

x1+x2

x1

x2

x1+x2

x1

 

x1

x2

x1+x2

x1+x2

x1

x2

x1

x1+x2
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1.3. Вычисление передаточных функций 

 

1. Вычисление передаточной функции одноконтурной си-

стемы. Систему с обратной связью (замкнутую систему) называют 

одноконтурной, если при ее размыкании в какой-либо точке полу-

чается цепочка из последовательно соединенных звеньев, не со-

держащая параллельных и обратных связей. Для получения переда-

точной функции структуру системы упрощают с использованием 

правил преобразования из пункта 3.2. 

Пусть имеется следующая структурная схема: 

W1 W2

g x
W3

W4

+

(–)

 

Необходимо найти передаточную функцию по входу g и выхо-

ду x. Последовательность упрощения схемы показана ниже: 

W1 W23

g x

W4

+

(–)

 

W1 W234

g x
W1234

g x

 

Участок от точки приложения входного воздействия до точки 

съема выходного сигнала называется прямой цепью с передаточной 

функцией WП = W1W2W3. Цепочка последовательно соединенных 

звеньев, входящих в замкнутый контур, называется разомкнутой 

цепью с передаточной функцией WР = W2W3W4. Передаточная 

функция системы равна: 

П

Р

W
W(s) =

1 W
. (1.6) 
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Уравнение (1.6) будет справедливо для любой одноконтурной 

системы. 

2. Вычисление передаточной функции многоконтурной си-

стемы. Замкнутую систему называют многоконтурной, если она 

помимо главной обратной связи содержит местные обратные или 

параллельные связи. Говорят, что многоконтурная система имеет 

перекрещивающиеся связи, если контур обратной или параллельной 

связи охватывает участок цепи, содержащий только начало или ко-

нец другой цепи обратной или параллельной связи. 

W1

W2

W3

W4

W1

W2

W3
 

Для вычисления передаточной функции многоконтурной си-

стемы необходимо в первую очередь освободиться от перекрещи-

вающихся связей путем перестановки и переноса узлов и суммато-

ров. После этого по правилам, изложенным в пункте 3.2, система 

преобразовывается в одноконтурную. Ее передаточная функция 

вычисляется по формуле (1.6). 

Замечание: при преобразовании структурной схемы запреща-

ется переносить сумматор через точку съема выходного сигнала. 

 

Пример. Найти передаточные функции системы заданной 

структуры по каналам g  x и f  x. 



29 

W1

W3

W2

W4

g x

e u v

f

 

Вариант 1: определение передаточных функций по правилам 

преобразования. Структурная схема системы после устранения 

перекрещивающихся связей путем переноса сумматоров: 

W1

W3

W2

W4

g x

f

W2
–1

 

Структурная схема системы после замены параллельной и об-

ратной связей эквивалентными звеньями: 

W13 W24

g x

f

W2
–1

e

 

Эквивалентные передаточные функции: 

13 1 3W = W +W , 

2
24

2 4

W
W =

1 W W 
 

Передаточная функция прямой цепи по каналу g  x: 
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gxП 13 24W = W W . 

Передаточная функция разомкнутой цепи по каналу g  x: 

gxР 13 24W = W W . 

Передаточная функция по каналу g  x: 

gxП 13 24 1 3 2
gx

gxР 13 24 1 3 4 2

W W W (W +W ) W
W = = =

1+W 1+W W 1+ (W +W W ) W

 

  
. 

Передаточная функция прямой цепи по каналу f  x: 

24
fxП

2

W
W =

W
. 

Передаточная функция разомкнутой цепи по каналу f  x: 

fxР 13 24W = W W . 

Передаточная функция по каналу f  x: 

fxП 24
fx

fxР 2 13 24 1 3 4 2

W W 1
W = = =

1+W W ( 1+W W ) 1+ (W +W W ) W   
. 

Вариант 2: определение передаточных функций по исходной 

структурной схеме по уравнениям сигналов: 

 

   

2

1 3 4 2

1 3 4 2

x = v W + f =

u + ε W +W + x W W + f =

u + g x W +W + x W W + f



    

     

 

Найденное значение x: 

1 3 2

1 3 4 2 1 3 4 2

(W +W ) W 1
x = g + f

1+ (W +W W ) W 1+ (W +W W ) W


 

   
. 

Передаточная функция по каналу g  x (при f = 0): 

1 3 2
gx

1 3 4 2

(W +W ) W
W =

1+ (W +W W ) W



 
. 
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Передаточная функция по каналу f  x (при g = 0): 

fx
1 3 4 2

1
W =

1+ (W +W W ) W 
. 

  

 

2. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

 

Студент должен самостоятельно изучить правила построения и 

преобразования структурных схем; по заданной структурной схеме 

получить передаточную функцию системы по каждому входному 

воздействию. 

Задания выполняются по варианту, указанному преподавате-

лем. Для каждой задачи приводится ее условие, содержательные 

рассуждения, определяющие порядок решения, вывод конечных за-

кономерностей, анализ полученных результатов.  

Достоверность решения можно подтвердить расчётами на ком-

пьютере с использованием соответствующих программных средств 

(MathCAD, MathLab). Значения коэффициентов передаточных 

функций задаются самостоятельно. 
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Варианты заданий для самостоятельного решения 

 

№ Схема W1 W2 W3 W4 W5 W6 W7 

1 1 1 2 3 4 5 6 7 

2 2 8 1 2 3 4 5 6 

3 3 7 8 1 2 3 4 5 

4 4 6 7 8 1 2 3 4 

5 5 5 6 7 8 1 2 3 

6 6 4 5 6 7 8 1 2 

7 7 3 4 5 6 7 8 1 

8 8 2 3 4 5 6 7 8 

9 9 1 2 3 4 5 6 7 

10 10 8 1 2 3 4 5 6 

11 1 7 8 1 2 3 4 5 

12 2 6 7 8 1 2 3 4 

13 3 5 6 7 8 1 2 3 

14 4 4 5 6 7 8 1 2 

15 5 3 4 5 6 7 8 1 

16 6 2 3 4 5 6 7 8 

17 7 1 2 3 4 5 6 7 

18 8 8 1 2 3 4 5 6 

19 9 7 8 1 2 3 4 5 

20 10 6 7 8 1 2 3 4 

21 1 5 6 7 8 1 2 3 

22 2 4 5 6 7 8 1 2 

23 3 3 4 5 6 7 8 1 

24 4 2 3 4 5 6 7 8 

25 5 1 2 3 4 5 6 7 

26 6 8 1 2 3 4 5 6 

27 7 7 8 1 1 3 4 5 

28 8 6 7 8 1 2 3 4 

29 9 5 6 7 8 1 2 3 

30 10 4 5 6 7 8 1 2 
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Варианты структурных схем: 

W1 W2 W3 W4

W5

f

W6

W7

xg

 

1) 

W1 W3 W5

W4

W2 W6

W7

f
g x

 

2) 

W1 W2 W3

W4

W5

W6

W7

f
xg

 

3) 
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W1 W2 W3

W5

W4

W6

W7

xg
f

 

4) 

W1 W3 W5

W4

W2 W6

W7

f
g x

 

5) 

W1 W3 W5

W4W2 W6

W7

f
g x

 

6) 
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W1

W3

W5W4W2

W6

W7

f
g x

 

7) 

W1 W3 W6

W4

W2

W5

W7

f
g x

 

8) 

W1

W3 W6

W4

W2 W5

W7

f
g x

 

9) 
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W1 W3 W6

W4

W2

W5

W7

f
g x

 

10) 

 

Варианты передаточных функций: 

1) K 5) 
k

T s + 1
 

2) τ s
e
   6)  k T s + 1   

3) 
1

T s
 7) 

2 2

k

T s + 1
 

4) T s  8) 2 2

k

T s + 2 ξ T s + 1   
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КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

 

1. Что считается структурной схемой системы? Из чего она со-

стоит? По каким правилам она строится? 

2. Как определяется передаточная функция одноконтурной си-

стемы? 

3. Как определяется передаточная функция многоконтурной 

системы? 
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Практическое занятие №3. Вычисление передаточной 

функции по графу системы 

Цель занятия: приобретение практических навыков получения 

передаточных функции систем управления по их представлению в 

виде ориентированных графов. 

Актуальность темы занятия: графа — один из самых нагляд-

ных способов отображения структуры системы управления. Умение 

выполнять преобразования графов и получать по ним передаточные 

функции необходимо специалисту в области автоматизации. 

 

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

 

Графом называется множество вершин и ребер, в котором каж-

дому ребру соответствует две вершины — начало и конец ребра. 

Основные характеристики графов: 

 каждой вершине на графе, изображаемой кружком или точ-

кой, ставится в соответствие величина одной из переменных (коор-

динат системы); 

 каждое ребро, изображаемое на графе линией со стрелкой, 

имеет вершину-«начало» и вершину-«конец». Стрелка обозначает 

направление передачи сигнала от начала к концу, таким образом, 

граф прохождения сигналов является направленным (антисиммет-

ричным) графом; 

 величина, соответствующая началу (вершине) ребра, назы-

вается входной величиной ребра. Если из вершины выходит не-

сколько ребер, то входные величины этих ребер одинаковы и равны 

величине соответствующей вершины; 

 ребро изображает одно из звеньев в системе и ему ставится 

в соответствие передаточная функция; 

 если к вершине подходит несколько ребер, то сопоставляе-

мая ей величина равна сумме выходных величин ребер. 
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Между графом прохождения сигналов и структурной схемой 

имеется взаимно однозначное соответствие. Стрелка структурной 

схемы соответствует вершине графа, а прямоугольник (звено) — 

ребру. При необходимости в граф системы могут вводиться допол-

нительные единичные ребра для выявления промежуточных коор-

динат, являющихся, как правило, выходами отдельных ребер. Для 

примера приведены графические представления некоторой системы 

в виде структурной схемы (рисунок 1) и графа (рисунок 2). 

 

 

 

Рисунок 1 — Структурная схема системы 

 

 

 

Рисунок 2 — Граф системы 

 

Простейшие правила преобразования графов линейных систем 

представлены в таблице 1. 
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Таблица 1 — Преобразование графов линейных систем 

№ Структурная схема Эквивалентная 

передаточная 

функция 

1 Параллельное соединение звеньев 

 
 

2 Последовательное соединение звеньев 

 

 

3 Встречно-параллельное соединение звеньев 

 

 

 

В случае громоздких систем с большим числом звеньев и пере-

крестных связей наиболее эффективным является использование 

для получения эквивалентных передаточных функций правила 

Мейсона. В связи с этим введем необходимые дополнительные 

определения. 

Прямой путь между двумя заданными вершинами графа — это 

непрерывная последовательность ветвей одного направления, в ко-

торой каждая из вершин встречается не более одного раза. 

Контур — замкнутая цепь, при однократном обходе которой в 

направлении, указанном стрелками, каждая из вершин встречается 

не более одного раза. 

Согласно правилу Мейсона, передаточная функция  между 

входом в точке  и выходом в точке  равна 

 

 , (1.1) 
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где  — число прямых путей между вершинами  и ; 

 — передаточная функция k-го прямого пути от вершины  

к вершине  (она равна произведению передаточных функций всех 

ребер, входящих в последовательность прямого пути);  — 

определитель графа;  — k-й минор определителя графа, рав-

ный определителю более простого графа, который получается из 

данного графа путем удаления из него всех ребер и вершин, лежа-

щих на k-м прямом пути, а также всех ребер, входящих в эти вер-

шины и исходящих из этих вершин. 

Определитель графа определяется из соотношения 

 

 ,(1.2) 

 

где  — передаточные функции различных контуров гра-

фа;  — произведения передаточных функций непере-

секающихся пар контуров;  — произведения 

передаточных функций непересекающихся троек контуров. 

  

Пример. Найти передаточную функцию  для системы, 

структурная схема которой приведена на рисунке. 

 

 

 

Этой схеме соответствует граф 
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Для этого графа: 

передаточная функция единственного прямого пути 

; 

передаточные функции контуров 

; ; 

главный определитель 

;  

определитель прямого пути 

; 

искомая передаточная функция 

. 

 

  

 

Пример. Найти передаточную функцию между точками  и 

 для графа 
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Передаточные функции прямых путей 

 

W1=Wa·Wb·Wc; 

W2=Wa·Wd·We·Wc; 

W3=Wa·Wd·Wg·Wh. 

 

Передаточные функции контуров 

 

W01= Wd·Wg·Wh·Wn·Wr·Wp·Wl; 

W02= Wd·We·Wc·Wn·Wr·Wp·Wl; 

W03= Wb·Wc·Wn·Wr·Wp·Wl; 

W04= Wc·Wn·Wr·Wm; 

W05= Wr·Wp·Wq; 

W06=Wg Ws; 

W07= Wg·Wf. 
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Произведения передаточных функций непересекающихся пар 

контуров 

 

W02·W07;  

W03·W06;  

W03·W07;  

W04·W06;  

W04·W07;  

W05·W06;  

W05·W07. 

 

  

 

2. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

 

Студент должен самостоятельно изучить правила построения и 

преобразования графов систем; по заданной структурной схеме по-

лучить граф системы и ее передаточную функцию по каждому 

входному воздействию. 

Варианты структурных схем приведены в материале предыду-

щего занятия. 

Задания выполняются по варианту, указанному преподавате-

лем. Для каждой задачи приводится ее условие, содержательные 

рассуждения, определяющие порядок решения, вывод конечных за-

кономерностей, анализ полученных результатов.  

Достоверность решения можно подтвердить расчётами на ком-

пьютере с использованием соответствующих программных средств 

(MathCAD, MathLab). Значения коэффициентов передаточных 

функций задаются самостоятельно. 

 



45 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

 

1. Что считается графом системы? По каким правилам он 

строится? 

2. Какие существуют основные характеристики графов? 

3. Что определяет правило Мэйсона? 

4. Как определяется передаточная функция многоконтурной 

системы по ее графу? 
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ВВЕДЕНИЕ 

Для описания поведения систем, особенно сложных, состоящих 

из большого числа элементов и характеризующихся интенсивными 

материальными и информационными потоками, используется до-

статочно специфический математический аппарат. Без овладения 

им эффективное моделирование и конструирование технических, 

экономических и даже социальных объектов и систем невозможны.  

Дисциплина «Математические основы теории управления» ста-

вит своей целью формирование следующих компетенций будущего 

бакалавра по направлению подготовки 15.03.04 — Автоматизация 

технологических процессов и производств.  

 

Код Формулировка 

ИД-2ОПК-1 Применяет методы математического анализа и модели-

рования в профессиональной деятельности 

 

Главной задачей дисциплины является приобретение практиче-

ских навыков использования математического аппарата теории ав-

томатического управления при анализе и синтезе систем автомати-

ческого управления. 

В результате освоения дисциплины студент должен: 

 знать основные закономерности, действующие в процессе 

изготовления продукции требуемого качества, заданного количе-

ства при наименьших затратах общественного труда; 

 уметь использовать основные закономерности функциони-

рования систем автоматического управления; 

 владеть практическими навыками математического описа-

ния систем управления. 

Методические указания предназначены для проведения прак-

тических занятий по дисциплине «Математические основы теории 

управления» с учетом требований ФГОС ВО для направления под-
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готовки 15.03.04 — Автоматизация технологических процессов и 

производств. Они способствуют лучшему усвоению студентами 

теоретических положений и обеспечивают приобретение практиче-

ских навыков математического описания систем управления.  

К практическим занятиям студент должен подготовиться само-

стоятельно: изучить соответствующие разделы курса и выполнить 

предварительные расчеты. 

Проверка подготовленности студента к очередному практиче-

скому занятию осуществляется преподавателем в индивидуальной 

беседе. Если студент не знает содержания предстоящему практиче-

скому занятию, то он может быть не допущен к его проведению. 
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ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ ТЕОРИИ 

ВАРИАЦИОННОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 

Практическое занятие №1. Решение вариационной задачи с 

фиксированными границами 

Цель занятия: приобретение практических навыков решения 

вариационных задач с фиксированными границами и фиксирован-

ным временем методами теории вариационного исчисления. 

Актуальность темы занятия: Вариационное исчисление — 

важнейший математический аппарат решения задач оптимального 

управление. Умение использовать его необходимо специалисту в 

области автоматизации. 

 

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

 

1.1. Основные понятия классического вариационного 

исчисления 

 

Пусть на координатной плоскости задано семейство кривых 

)t(x i , i = 0, 1, 2,… Кривая )t(x0  считается опорной, а все осталь-

ные — кривыми сравнения (см. рисунок 1). 

 

 

Рисунок 1 — Опорная кривая (0) и кривые сравнения (1, 2) 

 

x(t)

t0 t0 t1

x0

x1

0

1

2
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Считается, что кривые )t(x0  и )t(x i  имеют близость нулево-

го порядка, если для всех  
10 t,tt   выполняется условие 

 .)t(x)t(x 0i   (1.1) 

где  — малая величина. На рисунке 1 все кривые имеют бли-

зость нулевого порядка. 

Считается, что кривые )t(x0  и )t(x i  имеют близость порядка 

k, если аналогичное условие выполняется для всех их производных 

по времени до порядка k включительно 

 .k,...,1j,)t(x)t(x
(j)

0

(j)

i    (1.2) 

На рисунке 1.1 близость первого и второго порядков имеют 

только кривые 0 и 2. 

Вариацией параметра )t(xi  называется разность между функ-

цией сравнения )t(xi  и опорной функцией )t(x0  

 ).t(x)t(x)t(x 0ii   (1.3) 

Вариация является функцией параметра t, по которому она мо-

жет быть продифференцирована нужное число раз, при этом произ-

водная от вариации равна вариации от производной 

   .k,...,1j),t(x)t(x)t(x)t(x
(j)

i

(j)

0

(j)

i

)j(

i    (1.4) 

Переменная величина  )t(xJ  называется функционалом, за-

висящим от функции )t(x , если каждой функции )t(xi  из некото-

рого семейства соответствует значение  )t(xJ i . Функционал счи-

тается непрерывным при )t(xx 0 , если для любого  > 0 можно 

подобрать такое  > 0, что для всех кривых, имеющих близость по-

рядка k, выполняется условие 

     .k,...,1i,)t(xJ)t(xJ 0i    (1.5) 

Функционал  )t(xJ  считается линейным, если 



8 

 
   

     .)t(gJ)t(xJ)t(g)t(xJ

,)t(xJc)t(xcJ




 (1.6) 

Пусть задана вариация )t(x i . По отношению к ней можно вы-

делить линейную L и нелинейную N части приращения  )t(xJ : 

 
   

   .)t(x),t(xN)t(x),t(xL

)t(xJ)t(x)t(xJ








 (1.7) 

Вариацией функционала J называется величина 

    .)t(x),t(xL)t(xJ    (1.8) 

Если функционал J достигает экстремума на некоторой опор-

ной кривой )t(x0 , то для любой близкой к ней кривой сравнения 

должно выполняться условие 

       ,0)t(xJ)t(xJ)t(xJ 0ii   (1.9) 

если   min)t(xJ 0  , или условие 

       .0)t(xJ)t(xJ)t(xJ 0ii   (1.10) 

если   max)t(xJ 0  . 

Если функционал достигает экстремума в некоторой точке 

)t(xx
**   внутри области его определения, то выполняется необ-

ходимое условие экстремума 

   .0)t(xJ
*   (1.11) 

Экстремум считается сильным, если он достигается по отно-

шению к кривым равнения, имеющим с опорной кривой близость 

нулевого порядка. Если экстремум достигается только по отноше-

нию к кривым, имеющим близость первого и выше порядков, он 

считается слабым. 
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1.2. Решение задачи синтеза оптимальной траектории с 

фиксированными границами 

 

Задача синтеза формулируется как задача поиска экстремума 

функционала 

     .x)t(x,x)t(x,dt)t(x),t(x,tf)t(xJ 1100

t

t

1

0

    (1.12) 

где f — непрерывная функция, дифференцируемая по своим 

аргументам требуемое число раз; )t(x  — некоторая скалярная 

функция. На отрезке  
10 t,tt   кривые семейства )t(x  должны 

быть непрерывными и кусочно-гладкими. Производные по времени 

)t(x  могут иметь точки разрыва первого рода. 

Пусть экстремум функционала (1.12) достигается на опорной 

кривой )t(x0 . Уравнения кривой сравнения и ее производной 

находятся через приращения 

 .xxx,xxx 00
    (1.13) 

Приращение функционала (1.12) определится формулой 

 

       

     .dtx,x,tfxx,xx,tf

xJxxJxJxJ
1

0

t

t
0000

000

 



 



 (1.14) 

По теореме о конечном приращении 

 

   

 .x,x,x,x,tNx
x

f
x

x

f

x,x,tfxx,xx,tf 0000























 (1.15) 

Выделяя главную часть приращения, линейную относительно 

аргументов, можно определить вариацию функционала (1.12) 

 .dtx
x

f
xdt

x

f
dtx

x

f
x

x

f
J

1

0

1

0

1

0

t

t

t

t

t

t

  



























 





  (1.16) 

Второе слагаемое интегрируется по частям 
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dt
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xv,dtxdv

,dt
x
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x

f
u

dtx
x
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 (1.17) 

С учетом краевых условий 0xx 10    и необходимого усло-

вия экстремума (1.11) 

 .0xdt
x

f

dt

d

x

f
xdt

x

f

dt

d
xdt

x

f
J

1

0

1

0

1

0

t

t

t

t

t

t

 


























 


 (1.18) 

Так как величина x  в общем случае является произвольной 

непрерывной функцией, которая обращается в ноль только в гра-

ничных точках, то это равенство соблюдается только в случае 

 .0
x

f

dt

d

x

f












 (1.19) 

Уравнение (1.19) называется уравнением Эйлера или первым 

необходимым условием экстремума. Кривая, на которой достигает-

ся экстремум функционала (1.12), называется экстремалью. Вид 

экстремума определяется по теореме Лежандра. При  
10 t,tt   в 

задаче с фиксированными границами выполняется условие 

 ,0
xx

f
2







 (1.20) 

если   min)t(xJ 0  , или условие 

 ,0
xx

f
2







 (1.21) 

если   max)t(xJ 0  . 

Уравнения (1.20) и (1.21) определяют второе необходимое 

условие экстремума. 

Пример. Нахождение оптимальной траектории в задаче с фикси-

рованными границами. 
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  .x)t(x,x)t(x,dtxxJ 1100

t
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Уравнение Эйлера 

,0x2x2
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.0xx
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Характеристический полином и его корни 
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Общее решение уравнения Эйлера 
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expCx 21 



















 

Система уравнений для определения коэффициентов C, составлен-

ная на основании граничных условий 


















































.
t

expC
t

expCx

,
t

expC
t

expCx

1

2

1

11

0

2

0

10




 

Значения коэффициентов C 
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По теореме Лежандра экстремум функционала является миниму-

мом, так как 

.02
xx

f 2

2








 

   

 

2. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

 

Студенту необходимо самостоятельно изучить: основные по-

ложения теории вариационного исчисления; порядок решения ва-

риационных задач с фиксированными границами и фиксированным 

временем. 

На практических занятиях необходимо решить вариационную 

задачу с фиксированными границами и фиксированным временем. 

Примерные задачи для самостоятельного решения приведены ниже. 
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Остальные задачи по данной теме на практических занятиях 

предлагаются преподавателем. 

 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

 

1. Что понимается под вариацией параметра? Каковы свойства 

вариации? Что понимается под вариацией функционала? 

2. Каково необходимое условие экстремума функционала? Что 

считается сильным и слабым экстремумом? 

3. Как синтезируется оптимальная траектория с фиксирован-

ными границами и фиксированным временем? 
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Практическое занятие №2. Частные случаи решения 

вариационных задач 

Цель занятия: приобретение практических навыков решения 

вариационных задач с фиксированными границами и фиксирован-

ным временем методами теории вариационного исчисления. 

Актуальность темы занятия: Вариационное исчисление — 

важнейший математический аппарат решения задач оптимального 

управление. Умение использовать его необходимо специалисту в 

области автоматизации. 

 

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

 

Пусть вариационная задача формулируется как задача поиска 

экстремума функционала 

     .x)t(x,x)t(x,dt)t(x),t(x,tf)t(xJ 1100

t

t

1

0

    (1.1) 

где f — непрерывная функция, дифференцируемая по своим 

аргументам требуемое число раз; )t(x  — некоторая скалярная 

функция. На отрезке  
10 t,tt   кривые семейства )t(x  должны 

быть непрерывными и кусочно-гладкими. Производные по времени 

)t(x  могут иметь точки разрыва первого рода. 

Если в (1.1) подынтегральная функция имеет вид )x,t(f , то 

решение уравнения Эйлера не содержит элементов произвола и 

существует только в том случае, если оно удовлетворяет гранич-

ным условиям. 

Пример. Нахождение оптимальной траектории в задаче с фикси-

рованными границами. 

.x)t(x,x)t(x,dtxJ 1100

t

t

2
1

0
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.0)t(x,0x2
x

f
,xf

2 



  

.0
x

f
,x2

x

f
,xf

2 











 

Уравнение Эйлера 

.0x2   

Решение задачи существует только при 0xx 10  . 

   

Если в (1.1) подынтегральная функция имеет вид )x,t(f  , то 

уравнение Эйлера решается интегрированием. 

Пример. Нахождение оптимальной траектории в задаче с фикси-

рованными границами. 

.x)t(x,x)t(x,dtxJ 1100

t

t

22
1

0

    

.x2
x

f

dt

d
,x2

x

f
,0

x

f
,xf

2222 





 













   

Уравнение Эйлера 

.0x2
2    

Решение уравнения Эйлера 

.
C

t
C

x

,CtCx

,Cx

2

2

2

1

21

2

1

2











 

 

Система уравнений для определения коэффициентов C, составлен-

ная на основании граничных условий 
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Значения коэффициентов C 

,
tt

xx
C

2

01

01

1 



  

,
tt

txtx
C

2

01

0110

2 



  

По теореме Лежандра экстремум функционала является миниму-

мом, так как 

.02
xx

f 2

2








 

   

2. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

 

Студенту необходимо самостоятельно изучить: основные по-

ложения теории вариационного исчисления; порядок решения ва-

риационных задач с фиксированными границами и фиксированным 

временем. 

На практических занятиях необходимо решить частную вариа-

ционную задачу с фиксированными границами и фиксированным 

временем. Примерные задачи для самостоятельного решения при-

ведены в материалах занятия №10. 

 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

 

1. Как синтезируется оптимальная траектория с фиксирован-

ными границами и фиксированным временем, если подынтеграль-

ная функция функционала не зависит от x ? 
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2. Как синтезируется оптимальная траектория с фиксирован-

ными границами и фиксированным временем, если подынтеграль-

ная функция функционала не зависит от x ? 
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Практическое занятие №3 Решение многомерной 

вариационной задачи 

Цель занятия: приобретение практических навыков решения 

вариационных задач с фиксированными границами и фиксирован-

ным временем методами теории вариационного исчисления. 

Актуальность темы занятия: Вариационное исчисление — 

важнейший математический аппарат решения задач оптимального 

управление. Умение использовать его необходимо специалисту в 

области автоматизации. 

 

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

 

Можно сформулировать многомерную задачу синтеза опти-

мальной траектории 

     ,extrdt)t(X),t(X,tf)t(XJ
1

0

t

t

    (1.1) 

где )t(X  — векторная функция размерностью n. 

Для получения условия экстремума функционал (1.1) варьиру-

ется поочередно по каждой из функций n,...,1i),t(x i  . При этом 

он считается зависимым только от этой функции. Так как каждая из 

кривых, на которой функционал достигает экстремума, должна 

удовлетворять условию Эйлера (1.19), можно составить систему 

дифференциальных уравнений 

 ,n,...1i,0
x

f

dt

d

x

f

ii












 (1.2) 

которая определяет семейство из n экстремалей. 

Пример. Нахождение оптимальной пространственной траекто-

рии в задаче с фиксированными границами. 

  .X)t(X,X)t(X,dtxx2xxJ 1100

t

t
21

2

2

2

1

1

0

    



21 

.x2
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Система уравнений Эйлера 

.0xx,xx,xx
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)IV(
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21

















 

Общее решение системы уравнений Эйлера 

       

       .tcosCtsinCtexpCtexpC)t(x

,tcosCtsinCtexpCtexpC)t(x

43212

43211




 

Неопределенные коэффициенты Ci находятся на основании гра-

ничных условий. 

   

2. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

 

Студенту необходимо самостоятельно изучить: основные по-

ложения теории вариационного исчисления; порядок решения ва-

риационных задач с фиксированными границами и фиксированным 

временем. 

На практических занятиях необходимо решить многомерную 

вариационную задачу с фиксированными границами и фиксиро-

ванным временем. Примерные задачи для самостоятельного реше-

ния приведены ниже (ограничения-равенства не учитывать). 
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Остальные задачи на практических занятиях по данной теме 

предлагаются преподавателем. 

 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

 

1. Как синтезируется оптимальная траектория с фиксирован-

ными границами и фиксированным временем, если подынтеграль-

ная функция функционала не зависит от x ? 

2. Как синтезируется оптимальная траектория с фиксирован-

ными границами и фиксированным временем, если подынтеграль-

ная функция функционала не зависит от x ? 
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Практическое занятие №4. Решение вариационной задачи 

высшего порядка 

Цель занятия: приобретение практических навыков решения 

вариационных задач с фиксированными границами и фиксирован-

ным временем методами теории вариационного исчисления. 

Актуальность темы занятия: Вариационное исчисление — 

важнейший математический аппарат решения задач оптимального 

управление. Умение использовать его необходимо специалисту в 

области автоматизации. 

 

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

 

Можно сформулировать вариационную задачу, когда подынте-

гральная функция содержит производные высших порядков 

 

   

,x)t(x,...,x)t(x,x)t(x,x)t(x

,x)t(x,...,x)t(x,x)t(x,x)t(x

,dt)t(x),...,t(x),t(x),t(x,tf)t(xJ

)n(

11

)n(

111111

)n(

00

)n(

000000

t

t

)n(
1

0





 







 (1.1) 

Функция f должна дифференцироваться по своим аргументам 

n + 2 раза, функция )t(x  — 2n раз.  

Пусть экстремум (1.1) достигается на опорной кривой )t(x0 . 

Задавая приращение всем аргументам функции f, получим 

 

   
     .dtx,...,x,x,tfxx,...,xx,xx,tf

x,...,x,xJxx,...,xxx,xJ
1

0

t

t

(n)

000

(n)

0

(n)

000

(n)

000

(n)

0

(n)

000

 










 (1.2) 

Решение вариационной задачи высшего порядка получается 

аналогично решению вариационной задачи первого порядка. 

Пусть экстремум функционала (1.1) достигается на опорной 

кривой )t(x0 . Уравнения кривой сравнения и ее производной 

находятся через приращения 
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 .xxx,xxx 00
    (1.2) 

Приращение функционала (1.1) определится формулой 
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 (1.3) 

Проинтегрировав все слагаемые, начиная со второго, по частям 

заданное число раз, получим 
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 (1.4) 

Так как 0x...xx
)n(     при 0tt   и 1tt  , то 
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 (1.5) 

Так как форма функции x  произвольна, равенство (1.5) со-

блюдается только в случае 

 .0
x

f

dt

d
)1(...

x
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f
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 (1.6) 

Уравнение (1.6) называется уравнением Эйлера-Пуассона или 

первым необходимым условием экстремума для случая (1.1). 

Пример. Нахождение оптимальной траектории в задаче с фикси-

рованными границами. 
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Уравнение Эйлера-Пуассона 
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Общее решение уравнения Эйлера 

       

       .tsinCtcosCtexpCtexpCx

,tcosCtsinCtexpCtexpCx

4321
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Неопределенные коэффициенты Ci находятся на основании гра-

ничных условий. 

   

 

2. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

 

Студенту необходимо самостоятельно изучить: основные по-

ложения теории вариационного исчисления; порядок решения ва-

риационных задач с высшего порядка с фиксированными граница-

ми и фиксированным временем. 

На практических занятиях необходимо решить вариационную 

задачу высшего порядка с фиксированными границами и фиксиро-

ванным временем. Примерные задачи для самостоятельного реше-

ния приведены ниже. 
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Остальные задачи по данной теме на практических занятиях 

предлагаются преподавателем. 

 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

 

1. Как синтезируется оптимальная траектория с фиксирован-

ными границами и фиксированным временем в вариационной зада-

че высшего порядка? 
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Практическое занятие №5. Решение вариационной задачи с 

подвижными границами 

Цель занятия: приобретение практических навыков решения 

вариационных задач с нефиксированными границами и фиксиро-

ванным временем методами теории вариационного исчисления. 

Актуальность темы занятия: Вариационное исчисление — 

важнейший математический аппарат решения задач оптимального 

управление. Умение использовать его необходимо специалисту в 

области автоматизации. 

 

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

 

Можно сформулировать вариационную задачу поиска экстре-

мума функционала 

    
t

t

J x( t ) f t , x( t ), x( t ) dt , x( t ) x , x( t ) x  
1

0

0 0 1 1 , (1.1) 

из предположения, что одна или обе граничные точки траекто-

рии могут перемещаться. Класс допустимых кривых при этом рас-

ширяется. Если экстремум функционала достигается на опорной 

кривой )t(x0  в задаче с подвижными границами, он тем более бу-

дет достигаться по отношению к кривым сравнения, имеющим с 

)t(x0  общие граничные точки. 

Будем считать, что левая граничная точка неподвижна, а правая 

может варьироваться. Тогда для всех кривых, выходящих из точки 

 
00 x,t , можно определить 
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На основании теоремы о среднем 
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Так как функция f непрерывна, то при 0t1   

     .tx,x,tfdtxx,xx,tf 1t00
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  (1.4) 

Первое слагаемое в уравнении (1.30) приводится к виду 
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Так как начальная точка неподвижна ( 0x0  ), то 
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 (1.6) 

На основании (1.2), (1.4) и (1.6) условие экстремума функцио-

нала в задаче с подвижной правой границей можно записать 
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  (1.7) 

Для определения величины 
1t

x  перейдем от кривой, проходя-

щей через точки  
00 x,t  и  

11 x,t , к кривой, проходящей через точ-

ки  
00 x,t  и  

1111 xx,tt   . 
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Рисунок 1 — Решение вариационной задачи с подвижной 

правой границей 

 

Очевидно (см. рисунок 1), что 

 .txxx 1t1t 11

    (1.8) 

Тогда второе уравнение системы (1.7) примет вид 
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Аналогичное соотношение можно получить для случая, когда 

фиксируется правая граничная точка. 

Если вариации 0t  и 0x , 1t  и 1x  независимы, то можно опре-

делить условия для нахождения экстремали в задаче с подвижными 

границами 
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Последние две группы уравнений в (1.10) называются услови-

ями трансверсальности. Они используются вместо граничных 

условий для определения постоянных коэффициентов, входящих в 

решение уравнения Эйлера. Если значения t0 и t1 фиксированы, то 

условия трансверсальности примут вид 

 .0
x

f
,0

x

f

10 tt












 (1.11) 

Пример. Нахождение оптимальной траектории в задаче с по-

движной правой границей. 
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Общее решение уравнения Эйлера (см. п. 1.2) 
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Система уравнений для определения коэффициентов C, составлен-

ная на основании левого граничного условия и правого условия 

трансверсальности 
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2. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

 

Студенту необходимо самостоятельно изучить: основные по-

ложения теории вариационного исчисления; порядок решения ва-

риационных задач с подвижными границами и фиксированным 

временем. 

На практических занятиях необходимо решить вариационную 

задачу с подвижными границами и фиксированным временем. 

Примерные задачи для самостоятельного решения приведены ниже. 
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Остальные задачи на практических занятиях по данной теме 

предлагаются преподавателем. 

 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

 

1. Как синтезируется оптимальная траектория с подвижными 

границами и фиксированным временем? 
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Практическое занятие №6. Решение вариационной задачи с 

подвижной правой границей 

Цель занятия: приобретение практических навыков решения 

вариационных задач с нефиксированными границами и нефиксиро-

ванным временем методами теории вариационного исчисления. 

Актуальность темы занятия: Вариационное исчисление — 

важнейший математический аппарат решения задач оптимального 

управление. Умение использовать его необходимо специалисту в 

области автоматизации. 

 

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

 

Необходимые теоретические сведения приведены в материалах 

предыдущего занятия. 

 

2. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

 

Студенту необходимо самостоятельно изучить: основные по-

ложения теории вариационного исчисления; порядок решения ва-

риационных задач с подвижными границами и нефиксированным 

временем. 

На практических занятиях необходимо решить вариационную 

задачу высшего порядка с подвижными границами и нефиксиро-

ванным временем. Примерные задачи для самостоятельного реше-

ния приведены в материалах занятия №14. 

 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

 

1. Как синтезируется оптимальная траектория с подвижными 

границами и нефиксированным временем? 
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Практическое занятие №7. Решение вариационной задачи с 

конечными ограничениями 

Цель занятия: приобретение практических навыков решения 

вариационных задач с конечными ограничениями-равенствами ме-

тодами теории вариационного исчисления. 

Актуальность темы занятия: Вариационное исчисление — 

важнейший математический аппарат решения задач оптимального 

управление. Умение использовать его необходимо специалисту в 

области автоматизации. 

 

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

 

Пусть необходимо отыскать экстремум функционала следую-

щего вида 

 
   

,X)t(X,X)t(X

,dt)t(X),t(X,t)t(XJ

1100

t

t
0

1

0



  
 (1.1) 

где )t(X  — векторная функция размерностью n, на которую 

могут накладываться следующие ограничения (связи). 

1. Конечные ограничения, определяющие принадлежность 

)t(X  некоторой поверхности 

   .nm,m,...,1i,0)t(X,ti   (1.2) 

2. Дифференциальные ограничения, определяющие систему 

уравнений движения по некоторой траектории 

   .nk,k,...,1i,0)t(X),t(X,ti   (1.3) 

3. Изопериметрические ограничения, определяющие траек-

торию )t(X  заданной длины 

   .np,p,...,1i,ldt)t(X),t(X,t i

t

t
i

1

0

   (1.44) 
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Примечание. Обычно изопериметрические ограничения преобра-

зуют к виду дифференциальных связей путем введения дополни-

тельных переменных 

 
.p,...,1i,l)t(x,0)t(x

,)t(X),t(X,t)t(x

i1in0in
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Для определения экстремума функционала (1.40) используется 

метод неопределенных множителей Лагранжа. 

Составим функцию Лагранжа 

   ,)t(,,X,X,tL
k

1i
ii

m

1i
ii00 



   (1.5) 

где константы 0 , i  и функции времени )t(i  — неопреде-

ленные множители Лагранжа. Используя их, можно свести задачу 

поиска экстремума с ограничениями к задаче поиска безусловного 

экстремума функционала 

 
   

.X)t(X,X)t(X
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~

1100

t
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 (1.6) 

Можно составить систему уравнений Эйлера-Лагранжа 
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 (1.7) 

Так как функция Лагранжа не зависит явно от параметров
i
  и 

i , то последние две группы уравнений упрощаются 

 .k,...,1i,0
L

,m,...,1i,0
L

ii












 (1.8) 
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Если функции )t(X  существуют, то должны существовать та-

кие множители Лагранжа, при которых эти функции удовлетворя-

ют системе Эйлера-Лагранжа и доставляют функционалу (1.5) без-

условный экстремум. Эти же функции должны доставлять экстре-

мум функционалу (1.1) в более узком классе кривых, удовлетворя-

ющих поставленным ограничениям. 

Так как множители Лагранжа входят в функцию (1.44) линейно 

и однородно, то для определенности принимают 10  . Случай, 

когда 00  , считается особым (функционал (1.5) при этом не за-

висит от функционала (1.1)). 

 

2. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

 

Студенту необходимо самостоятельно изучить: основные по-

ложения теории вариационного исчисления; порядок решения ва-

риационных задач с конечными ограничениями-равенствами. 

На практических занятиях необходимо решить вариационную 

задачу конечными ограничениями-равенствами. Примерные задачи 

для самостоятельного решения приведены ниже. 
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Остальные задачи на практических занятиях по данной теме 

предлагаются преподавателем. 

 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

 

1. Как решается вариационная задача с конечными ограниче-

ниями-равенствами?  
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Практическое занятие №8. Решение вариационной задачи с 

дифференциальными ограничениями 

Цель занятия: приобретение практических навыков решения 

вариационных задач с дифференциальными ограничениями-

равенствами методами теории вариационного исчисления. 

Актуальность темы занятия: Вариационное исчисление — 

важнейший математический аппарат решения задач оптимального 

управление. Умение использовать его необходимо специалисту в 

области автоматизации. 

 

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

 

Необходимые теоретические сведения приведены в материалах 

практического занятия №16. 

 

2. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

 

Студенту необходимо самостоятельно изучить: основные по-

ложения теории вариационного исчисления; порядок решения ва-

риационных задач с дифференциальными ограничениями-

равенствами. 

На практических занятиях необходимо решить вариационную 

задачу с дифференциальными ограничениями-равенствами. При-

мерные задачи для самостоятельного решения приведены ниже. 
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Остальные задачи на практических занятиях по данной теме 

предлагаются преподавателем. 

 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

 

1. Как решается вариационная задача с дифференциальными 

ограничениями-равенствами? 
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Практическое занятие №9. Решение вариационной задачи с 

интегральными ограничениями 

Цель занятия: приобретение практических навыков решения 

вариационных задач с интегральными (изопериметрическими) 

ограничениями-равенствами методами теории вариационного ис-

числения. 

Актуальность темы занятия: Вариационное исчисление — 

важнейший математический аппарат решения задач оптимального 

управление. Умение использовать его необходимо специалисту в 

области автоматизации. 

 

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

 

Необходимые теоретические сведения приведены в материалах 

практического занятия №16. 

 

Пример. Решение вариационной задачи с изопериметрическими 

ограничениями. 

Найти траекторию заданной длины, проходящую через закреплен-

ные граничные точки, для которой площадь соответствующей ей 

криволинейной трапеции достигает максимума. 

x(t)

t0 t0 t1

x0

x1

S
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Уравнение Эйлера-Лагранжа 
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После подстановки )u(tgx   это уравнение примет вид 
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С другой стороны 
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После исключения u получается уравнение окружности 
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Параметры C1, C2 и  находятся на основании граничных условий 

и ограничения на длину траектории из системы уравнений 
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2. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

 

Студенту необходимо самостоятельно изучить: основные по-

ложения теории вариационного исчисления; порядок решения ва-

риационных задач с интегральными (изопериметрическими) огра-

ничениями-равенствами. 

На практических занятиях необходимо решить вариационную 

задачу с интегральными (изопериметрическими) ограничениями-

равенствами. Примерные задачи для самостоятельного решения 

приведены ниже. 
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48 

 

 

Остальные задачи на практических занятиях по данной теме 

предлагаются преподавателем. 

 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

 

1. Как решается вариационная задача с интегральными (изопе-

риметрическими) ограничениями-равенствами? 
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