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Статика 

Одна из основных аксиом статики гласит, что несвободное твердое тело можно формально 
представить свободным, если мысленно отбросить механические связи и их действие на тело заменить 

реакциями связей. 

Тогда на тело будут действовать активные силы (P;Q;G; F)  и реакции связей (XA ;YA ; ZA ; RC 
; N; S) – это и будет расчетная схема для дальнейшего решения задачи. 

Обычно в статике при заданных активных силах, действующих на тело, вычисляют реакции 

связей; поэтому нужно знать, как правильно показать реакции связей. 

Рассмотрим виды связей и реакции этих связей. 

а) Свободное опирание 

При свободном опирании (рис. I) реакция N направляется перпендикулярно касательной, 

проведенной через точку A контакта те- ла 1 с опорной поверхностью 2. 

Рис. I 

б) Гибкий элемент (нить, канат, трос, веревка, лента, цепь, ремень) 
Гибкий элемент (рис. II) работает только на растяжение. Реакция в нити  направляется всегда вдоль 

нити  от тела  1 к  сечению  AA1. 
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Рис. II 

 
в) Тонкий однородный стержень 

Тонкий однородный стержень (рис. III) работает как на растяжение, так и на сжатие. 
При этом принято: растяжение — знак ,,+’’; а сжатие — знак ,,–‘’. 

 

 
Рис. III 

 
Концы стержней крепятся при помощи цилиндрических или сферических шарниров. 

Реакция в стержне направляется вдоль стержня от тела B к сечению AA1. 

Если задан криволинейный стержень 2, то его мысленно заменяем прямолинейным и точно 

также направляем реакцию N2
 
. 

г) Цилиндрический шарнир на плоскости 

На рис. IV показаны различные изображения неподвижного ци- линдрического шарнира 

(НЦШ). 

 

 

Рис. IV 
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A A A 

В неподвижном  цилиндрическом  шарнире  реакция  будет  одна 

RA , но мы не знаем ее направления, поэтому всегда показываем 

составляющие 

XA ,YA   

извольно. 

 

  
этой реакции, а направление выбираем про- 

При этом R2 = X 2 +Y 2 . 
 

На рис. V показаны различные изображения подвижного цилинд- рического шарнира (ПЦШ). 
 
 

 

Рис. V 

 
Направление реакции в ПЦШ всегда известно, она направлена перпендикулярно опорной поверхности. 

д) Цилиндрический шарнир (подшипник) в пространстве 

Вал, который может вращаться вокруг своей продольной оси, имеет опоры – цилиндрические 
подшипники (рис. VI). 
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Рис. VI 

 
На каждой опоре будет по две составляющих реакций – 

 

X
A

; Z
A

; X
B

; Z
B 

. 

На рис. VII показан вертикальный вал, который имеет две опоры. Опора A – цилиндрический подшипник, а опора 

B – упорный под- 

шипник. 
 

 

Рис. VII 
 
 

В опоре A будет две составляющие реакции X
A

,Y
A 

, а в упорном 

подшипнике – три составляющие реакции 
 

   

X
B

,YB,Z
B 

. 
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е) Сферический (шаровой) шарнир 

Изображение такого шарнира показано на рис. VIII. 
 

 

 

Рис. VIII 
 

В сферическом шарнире будет три составляющих реакции – 
 

XA ,YA ,ZA . 

ж) Петля 
 

Рис. IX 

Конструктивный вид петли показан на рис. IX. Чисто теоретически  полочку 1 можно снять с петель, перемещая ее 

вдоль оси Ay в лю- бую сторону. 

В петле будут только две составляющие реакции 
 

  

XA,ZA . 
 

з) Жесткая заделка 

Плоская жесткая заделка показана на рис. X. 
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В плоскости жесткой заделки будут две составляющие реакции 
 

  

X
A

,Y
A

 и момент пары сил MA , который препятствует 

повороту балки 1 относительно точки A. 

 

 
Рис. X 

 
Жесткая заделка в пространстве (рис. XI) отнимает у тела 1 все шесть степеней свободы – три перемещения 

вдоль осей координат и три поворота относительно этих осей. 

 

 

Рис. XI 

 
В пространственной жесткой заделке будут три составляющие 

реакций 
 

   

XA ,YA ,ZA и три момента пар сил MAx ,MAy ,MAz . 
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и) Другие виды связей 
 
 

Ползун 1 на стержне 2 Ползун 1 в направляющих 

 
Рис. XII 

 
На рис. XII приведена расчетная схема для рамы AB. 
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Задача С.1. Проекция силы на ось и момент 
силы относительно оси 

 
 

На схемах рис. 2 – 4 показаны системы сил Q,Q',P,F


в прямо- 

угольной системе координат. Геометрические размеры a, b и углы 

,  – известны. 

Во всех вариантах схем требуется найти проекции всех сил на оси координат и моменты этих сил относительно 

осей координат Oxyz двумя способами – аналитическим и графо-аналитическим. 

 

1. Момент силы 

 
Момент силы относительно точки O (рис. 1) – это вектор 

 
 
 
 

Mo(F), 

который всегда будет перпендикулярен плоскости (П), где лежит си- ла F . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Вектор – момент 

 
 

а по модулю 

Рис. 1 

 

Mo(F) = r  F, 

Mo(F) =| r |  |F | sin( r ‸, F) = Frsinα = Fh. 
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Рис. 10 
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Рис. 11 
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Рис. 4 
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Рис. 6 

 

 

Момент силы относительно точки, это алгебраическая величина, взятая со знаком « + » или « – » и равна 

произведению силы F на “плечо” h. 

h – перпендикуляр, опущенный из точки O на линию действия си- лы F . 

Если сила F  стремится вращать плоскость (П) против хода часо- 

вой стрелки, то принимается знак « + », в обратном направлении – 

знак « – ». 

Рис. 5 
 

Для схемы рис. 5: MA(F) = +F  h1; MA(P) = -P  h2 ; 
 

 

MA(Q) = 0. 

Если линия действия силы пересекает заданную точку, то момент этой силы относительно данной точки всегда будет 

равен нулю. 

Теперь рассмотрим аналитический способ вычисления момента силы относительно координатных осей. 
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На рис. 6 показан вектор-момент точки O начала 

координатных осей. 

В проекциях на оси координат xOyz 

 
   

Mo(F) силы F относительно 

 
     

MO(F) = Mx i + My j + Mzk . (1) 

С другой стороны, 
 
 
 

  

MO(F) = r 

 
 F = 

 
   

i j k 

x y z , 

Fx Fy Fz 

 

где i, j,k – орты осей координат, 

x, y, z – проекции радиус-вектора r на оси координат, 

Fx, Fy, Fz – проекции силы F на те же оси координат. 

Раскрывая определитель, можно записать 
 

MO(F) = i(yFz - zFy )+ j(zFx - xFz )+ k(xFy - yFx ). (2) 

Сравнивая (1) и (2), окончательно запишем аналитический способ вычисления момента силы относительно осей координат. 

Mx = yFz - zFy , 

My = zFx - xFz , 

Mz = xFy - yFx . 
 

Запишем определение для вычисления момента силы F относи- тельно оси графо-аналитическим способом. 
 

Чтобы вычислить момент силы F относительно оси, нужно 

(рис.7) провести плоскость (П) перпендикулярную этой оси и на эту 

плоскость спроецировать  вектор  силы Fxy = Fcosα ; а затем взять 

момент этой проекции с плоскостью 

(П). 

Fxy относительно точки O пересечения оси z 

Тогда Mz(F) = Fxy  h = Fhcosα. 
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Рис. 7 

Частные случаи: 
 

 

а) Mz(F) = 0; F  0; cosα  0; 
 

 

h =  0 - линия действия силы F 

пересекает ось Oz. 
 

 

б) Mz(F) = 0; F  0; h  0; 
 

 

cosα = 0  -  линия действия силы F 

параллельна данной оси. 

В этих двух случаях момент силы относительно оси всегда будет равен нулю. 

Если смотреть на ось сверху и видеть, что проекция Fxy стремит- 

ся вращать плоскость (П) против хода часовой стрелки, то момент силы будет иметь знак « + », а в другом 

направлении – знак « – ». 

 
2. Момент пары сил 

 
Парой сил называется система двух равных по модулю парал- лельных сил, направленных в противоположные 

стороны (рис. 8). 

По определению 
 

  

Q '= -Q . Расстояние d между силами называет- 

ся плечом пары. Плоскость (П), в которой лежит пара сил, называ- ется плоскостью действия пары сил. Пару сил 

нельзя привести к равнодействующей силе, поэтому она сама является простейшей системой. 

Действие пары сил удобно задавать с помощью вектора момента 
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Рис. 8 

пары сил. Вычислим сумму моментов сил, составляющих пару, от- носительно произвольной точки O. 

Mo(Q)+ Mo(Q
' ) = rB Q+ rA Q' = rB Q - rA Q = (rB - rA ) Q = AB Q. 

Из полученного результата видно, что сумма моментов не зави- сит от положения моментной точки, а 

определяется только пара- 

метрами пары сил. Эта сумма обозначается m или зывается вектором момента пары 

сил. 

 
  

m(Q,Q' ) и на- 

Таким образом, 
 

     

m(Q,Q' ) = Mo(Q)+ Mo(Q
' ) = AB  Q. 

Напомним, что A и B произвольные точки на линии действия сил. 

Вектор m полностью характеризует действие пары сил. По модулю он равен m =| AB 

Q |= Q  AB  sinα =Q  d . 

Вектор m перпендикулярен плоскости действия пары сил (П). 

Вектор m по правилу векторного произведения всегда направлен туда, откуда поворот, который стремится вызвать 

пара сил, будет виден против хода часовой стрелки (правило правого винта). 

Моменты пары сил относительно координатных осей можно вы- числять аналитическим и графо-аналитическим 

способами. 

Момент пары сил по существу является моментом одной из сил относительно произвольной точки на линии действия 

другой силы. Поэтому для аналитического расчета моментов можно использовать  полученные ранее формулы. 

Применительно для пары сил, они имеют следующий вид 
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mx = ( AB )y Qz - ( AB )z Qy ; 
 

my = ( AB )z Qx - ( AB)x Qz ; 
  

mz = ( AB)x Qy - ( AB )y Qx . 

Здесь 

 
 

( AB)x , 

 
 

( AB )y , 

 
 

( AB )z 

 
 

- проекции вектора AB соединяю- 

щего любые две точки на линии действия сил. 

Qx , Qy , Qz 

 
  

- проекции силы Q , к которой направлен вектор AB . 

При графо-аналитическом расчете необходимо: 

- на схеме показать вектор m , направив его в любом месте перпендикулярно плоскости действия пары в ту 

сторону, откуда вращение пары будет видно против хода часовой стрелки; 

- вычислить модуль момента пары m =  Q  d ; 

- спроецировать вектор m на оси координат и в полученные выражения подставить модуль момента пары 

сил. 

 
Пример решения задачи 

 

Для системы сил на рис. 9 требуется найти проекции всех сил на оси координат и моменты этих сил относительно 

осей координат Oxyz двумя способами – аналитическим и графо-аналитическим. 

 

 
 

 
Аналитический   способ 

Моменты силы P 

 
 

Запишем формулы для аналитического расчета моментов силы P 

Mx (P) = yPz - zPy ; 

My (P) = zPx - xPz ; 
 

Mz(P) = xPy - yPx . 
 

Выберем на линии действия силы  P  произвольную точку, напри- мер точку K, и запишем ее координаты.

 x = DA; y = 0; z=  DE. 
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Рис. 9 

 
Так как DA = EK = BK  tgβ = 

a 
 

 

cosα 
 tgβ и DE = a  tgα , то 

x= 
a
 

cosα 
 tgβ; y = 0; z= a  tgα . 

 
 

Вычислим проекции силы P на оси координат 

Px = 0; Py = -Pcosα; Pz = Psinα . 

Подставим найденные значения в формулы для аналитического расчета моментов и получим 

Mx (P) = 0 - a  tgα (-Pcosα)= a 
sinα 

cosα 
 Pcosα = a  Psinα; 

M (P) = a  tgα  0-
  a 

 tgβ  Psinα = -a  P  tgα  tgβ; 

y cosα 

M (P) = 
   a 

 tgβ (-Pcosα)- 0 = -a  P  tgβ. 

z os

Таким образом,  
Mx (P) = a  Psinα; 

My (P) = -a  P  tgα  tgβ; 

Mz(P) = -a  P  tgβ. 
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Графо-аналитический способ 
 

Вычислим момент силы P относительно оси Ox. Сила P лежит в плоскости ABK, которая перпендикулярна оси. 

Из точки A пересече- ния оси с этой плоскостью опускаем на линию действия силы пер- пендикуляр. Из треугольника 

ABK найдем длину этого перпендику- 

ляра h =  a  sinα  .  Составим  произведение  численного  значения  си- 

лы на длину перпендикуляра. Так как с положительного конца оси Ox мы видим вращение, которое стремится вызвать 

сила относи- тельно оси, против хода часовой стрелки, то перед произведением 

ставим знак « + ». Таким образом Mx (P) = +P  h = P  asinα . 
 

 

Вычислим момент силы P относительно оси Oy. Спроецируем силу P в плоскость ADEK, которая 

перпендикулярна оси Oy. Проек- ция силы будет направлена по прямой AK, а ее численное значение Pxz = Psinα 

. Из точки D пересечения оси с плоскостью ADEK опус- каем на линию действия силы перпендикуляр DA. Как 

было найдено 
a 

ранее, DA = 
cosα 

 tgβ . Составим произведение численного значе- 

ния проекции силы Pxz на длину перпендикуляра DA. Так как с по- 

ложительного конца оси Oy мы видим вращение, которое стремится вызвать проекция силы относительно оси, по ходу 

часовой стрелки, то перед произведением ставим знак « – ». Таким образом, 

a 
My (P) = Pxz  DA= Psinα  

cosα 
tgβ  a  Ptgα  tgβ . 

 

Вычислим момент силы P относительно оси Oz. Спроецируем силу P в плоскость ABCD, которая 

перпендикулярна оси Oz. Проек- ция силы будет направлена по прямой BA, а ее численное значение 

Pxy = Pcosα .  Из  точки  D  пересечения  оси  с  плоскостью  ABCD 

опускаем на линию действия силы перпендикуляр DA. Составим 

произведение численного значения проекции силы Pxy на длину 
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перпендикуляра DA. Так как с положительного конца оси Oz мы ви- дим вращение, которое стремится вызвать 

проекция силы относи- тельно оси, по ходу часовой стрелки, то перед произведением ста- вим знак « – ». 

Таким образом, 

Mz(P)  Pxy  DA  Pcosα 
a 

cosα 
tgβ  a  P  tgβ . 

Итак, Mx (P)  a  Psinα ; 

My (P)  a  P  tgα  tgβ ; 

Mz(P)  a  P  tgβ . 

Оба способа дают одинаковый результат. 

 

Моменты силы F 
 

Для облегчения вычисления проекций и моментов силы F пере- несем ее вдоль линии действия силы в точку E и 

разложим по двум 

направлениям на две силы 
 

 

F1 и 
 

 

F2 . При этом очевидно, что 

F1 = Fsinβ , F2 = Fcosβ , 
 

   

F = F1 + F2 . 
 

Аналитический способ 
 

Запишем формулы для аналитического расчета моментов силы F . 
 

Mx (F) = yFz - zFy ; 

My (F) = zFx - xFz ; 

Mz(F) = xFy - yFx . 
 

Выберем на линии действия силы  F  произвольную точку, напри- 

мер точку E, и запишем ее координаты. x = 0; y = 0; z= DE. 

Так как DE = a  tgα , то 

x = 0; y = 0; z= a  tgα. 
 

Вычисляем проекции силы F на оси координат 

Fx = F1x + F2x = F1 + 0 = Fsinβ; 

Fy = F1y + F2y = 0 + F2cosα = Fcosβcosα; 
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Fz = F1z + F2z = 0 - F2sinα = Fcosβsinα. 

Подставим найденные значения в формулы для аналитического расчета моментов и получим 

M (F) = 0 - a  tgα  Fcosβ  cosα = -a  
sinα

  Fcosβ  cosα = -a  Fsinα  cosβ; 
 

 

x cosα 

My (F) = a  tgα  Fsinβ -0 = a  Ftgα  sinβ; 

Mz(F) = 0 - 0. 

Итак, 

Mx (F)  a  Fsinα  cosβ; 

My (F)  a  Ftgα  sinβ; 

Mz(F) = 0. 
 

Графо-аналитический способ 
 

Так как силу F мы разложили на две составляющие, то момент 
   

силы F будет равен сумме моментов силы F1 и F2 . 

Вычислим момент силы F относительно оси Ox. 

Mx (F) = Mx (F1 )+ Mx (F2 ) = 0 - F2  h = -Fcosβ  asinα. 

Момент 
 

  

Mx (F1 ) = 0  , так как сила F1 параллельна оси Ox, а рас- 
 

 

стояние от точки D до силы F2 - h. Если посмотреть с положительно- 
 

 

го направления оси Ox, то сила F2 стремится вызвать вращение по 

ходу движения часовой стрелки. Поэтому перед моментом ставим знак « – ». 

Вычислим момент силы F относительно оси Oy. 

My (F) = My (F1 )+ My (F2 ) = F1  DE + 0 = Fsinβ  a  tgα. 
 

  

Момент My (F2 ) = 0  , так как линия действия силы F2 
пересекает 

 
 

ось Oy. Сила F1 лежит в плоскости Oxz. Если посмотреть с положи- 

тельного направления оси Oy, то эта ось будет видна как точка D, 
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расстояние от нее до силы  F1 
 

 

- DE. Так как сила F1 стремится вы- 

звать вращение против хода часовой стрелки, то знак момента « + ». 
 

Вычислим момент силы F относительно оси Oz. 
   

Mz(F) = Mz(F1 )+ Mz(F2 ) = 0. 

Mz(F) =0  , так как линия действия силы F пересекает ось Oz. 

Итак, имеем 

Mx (F) = -a  Fsinα  cosβ; 

My (F) = a  Ftgα  sinβ; 

Mz(F) = 0. 

Оба способа дают один и тот же результат. 

 

Моменты пары сил (Q,Q) 

Для простоты вычислений в качестве произвольных точек на ли- 
 

нии действия пар сил выбираем точки K и B. Проведем вектор KB к 

силе Q ' . Тогда момент пары (Q,Q) 

m= KB Q. 

запишется в виде 

Плечо пары d=  KB = 
a 

. 
cosα 

 

Аналитический способ 

Запишем формулы для аналитического расчета моментов пары сил(Q,Q). 

mx  = ( KB )y QZ  - ( KB )z Qy ; 

my  = ( KB )z Qx  - ( KB )x Qz ; 

mz = ( KB )x Qy  - ( KB )y Qx . 
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Проекции вектора KB на оси: 

 
 

( KB)x = 0; 
 

 

( KB )y = KB  cosα = a; 

( KB) = -KB  sinα =- 
a
 sinα = -a  tgα. 

 

 

z cosα 

Проекции силы Q на оси: Qx= Q = Q; Qy= 0; Qz= 0. 

Подставив значения проекций в формулы, получаем 

mx = a  0 - (-atgα)  0 = 0; 

my = -atgα Q- 0= -Q  atgα; 

mz = 0 - a Q = -Q  a. 
 

Графо-аналитический способ 

Построим вектор пары сил m .  Для этого в любой точке, например K, плоскости действия пары проведем к ней 

перпендикуляр. Так как сверху мы видим вращение пары по ходу часовой стрелки, то по правилу правого винта направляем 

m вниз. По модулю он равен 

m= Q  d = Q  
   a 

. 
cosα 

Спроецируем вектор m на оси, тогда 

mx = 0; 

m = -m  sinα = -Q
   a 

 sinα = -Q  atgα; 

y osα 

m = -m  cosα = -Q
   a 

 cosα = -Q  a. 

z sα 

Итак, в обоих случаях мы получили одинаковый результат 

 

mx = 0; 

my = -Q  atgα; 

mz = -Q  a. 
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Задача С.2. Главный вектор и главный 
момент системы сил 

 
 

   

Система сил {N;P;Q} произвольно расположена в пространстве 

(рис. 11 – 13). Величины сил и геометрические размеры для каждо- го варианта заданы в таблице 1. 

В данной задаче требуется все силы привести в заданный центр точку O, а затем вычислить модуль главного 

вектора R и модуль 

главного момента 
 

Mo . 

В любом масштабе для R и Mo сделать чертеж. 

 

1. Приведение произвольной пространственной 

системы сил в заданный центр 

 
Согласно лемме Пуансо1, не меняя модуля и направления силы 

 

F ее можно  показывать  в  любой  точке  плоскости  с  моментом 

MA  F  h (рис. 10). 
 

 
 

Рис. 10 
 
 
 
 
 

1 Пуансо Луи (3.1.1777 – 5.12.1859). Французский математик и механик. Ос- новные исследования посвящены теории чисел 
и механике. 
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Рис. 25 
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Рис. 26 
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Рис. 27 
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Таблица 1 

 
Номер 

вариан- та 

(рис. 

11-13) 

N P Q OA AB BC CD 

кН кН кН м м м м 

1 7 6 5 3 2 2 1 
2 1 2 3 2 5 1,5 1,5 

3 2 4 5 1 3 2 4 

4 5 6 8 6 5 4 2 

5 7 1 4 7 5 4 2 

6 3 7 4 2 5 3 4 

7 3 7 9 1 4 5 6 

8 4 6 8 2 3 4 8 

9 5 4 2 3 4 5 10 

10 4 8 3 1 2 4 3 

11 3 4 8 3 2 4 2 

12 9 8 7 2 3 4 6 

13 5 5 3 3 4 6 2 

14 7 4 2 4 3 6 – 

15 5 8 4 2 4 7 5 

16 5 7 4 4 8 4 6 

17 2 3 5 2 4 3 2 

18 5 4 6 4 6 2 – 

19 2 4 5 1 2 4 3 

20 4 3 7 3 4 6 8 

21 6 7 9 2 6 2 4 

22 2 4 6 1 4 6 3 

23 4 7 5 2 5 8 3 

24 9 7 5 2 6 4 2 
25 2 3 4 3 4 3 5 

26 4 5 3 4 6 4 10 

27 3 4 2 2 5 3 2 

28 3 3 3 2 4 6 6 

29 4 3 2 2 4 3 8 

30 5 4 3 4 6 4 10 
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Пусть задана пространственная система сил 

(рис. 14 а) и показан центр приведения точка O. 

{F1,F2,...,Fn } 

 

 

а) б) 

Рис. 14 

 
Не меняя модули и направления сил переносим их в точку O с собственными векторами-моментами этих сил 

относительно центра приведения (рис. 14 б). 

Тогда в центре приведения (т. O) получим два пучка векторов – 

пучок векторов сил и пучок векторов – моментов. 

Все силы геометрически сложим и получим главный вектор: 
n     

R  F1  F2  ...  Fn  Fk . 
k 1 

Векторы-моменты геометрически сложим, получим главный мо- мент: 
    n     

Mo  M1  M2  ...Mn  Mk  . 
k 1 

На рис. 15 будем иметь два вектора R и системе координат xOyz. 
 

 

Mo в прямоугольной 

Модуль главного вектора определится через его проекции 



30 
 

M 2  M 2  M 2 x y z 

M M 

 
 

 

 

 

R 

n 

Рис. 15 

 
, 

n n 

где Rx   Fkx ; 
k 1 

Ry   Fky  ; 
k 1 

Rz   Fkz . 
k 1 

Модуль главного момента 
 

Mo  , 

n n n 

где 
Mx   mx (Fk ); 

k 1 

My   my (Fk ) ; 
k 1 

Mz   mz (Fk ) . 
k 1 

Запишем направляющие косинусы для этих векторов: 

cos(R
‸; i )  

Rx

R
cos(R

‸; j )  
Ry  

; 

R
cos(R

‸;k )  
Rz  ; 

R

cos(M
‸
; i )  

Mx  ; cos(M
‸
; j )  

My  
; cos(M

‸
;k )  

Mz  . 
o o 

o o o 
 

Пример решения задачи 

 

Дано: на рис. 16 показана система сил {N;P;Q} ; N = 2 кН; 

P = 4 кН; Q = 6 кН; геометрические размеры – OA = 2 м; AB = 4 м; 

BC = 6 м; CD = 3 м. 

(Rx )
2  (Ry )

2  (Rz )
2 

; 

o 
M 



31 
 

AB2  BC2 42  62 

AB2  CD2 42  32 

1 cos2  1 0,82 

 

Требуется: привести все силы в заданный центр точку O, а затем вы- 

числить модуль главного вектора R и модуль главного момента Mo . 

Рис. 16 

Решение 

Для решения задачи введем углы α, β и найдем функции коси- нусов и синусов этих углов: 

cos α  
BC 

 
6 

 0,832 ; 
 
 

sin α 

cosβ 



AB 



 0,56; 

4 
 0,8 ; 

 
 

sinβ    0,6 . 

Вычислим проекции главного вектора R на оси координат xOyz: 
n 

R'  F  N sinα Qsinα  P cosβ  2 0,56  6 0,56  4 0,8  1,28кН ; 
x kx 

k1 

n 

Ry   Fky 

k 1 

n 

Rz   Fkz 

k 1 

 

 N cos α  Q cos α  2  0,832  6  0,832  3,33кН ; 

 
 P sinβ  4  0,6  2,4кН . 

1 cos2  1 0,8322 
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(1,28)2  (3,33)2  2,42 

(9,8)2  (12,96)2  (35,3)2 

M 

 

Определяем модуль главного вектора 

R   . 

R  4,3кН . 
 

 

Вычислим проекции главного момента Mo на оси координат: 
n 

Mx   mx (Fk )  N cosα  CD  P sinβ  OA 
k 1 

 2  0,832  3  4  0,6  2  9,8кНм; 
n     

My   my (Fk )  P sinβ  AB  N sinα  CD 
k 1 

 4  0,6  4  2  0,56  3  12,96 кНм; 
n 

Mz   mz (Fk )  N sinα  OA  P cosβ  OA  Q sinα  OA  Q cosα  AB 
k 1 

 2  0,56  2  4  0,8  2  6  0,56  2  6  0,832  4  35,3кНм. 

Модуль главного момента 
 

Mo   . 

Mo  38,86 кНм . 
 

Выбираем масштаб сил. 

  
Ry
 ; принимаем R̃   50мм ;  тогда 

  
3,33 

 

 

 0,06 кН ( ); 
 

 

p 

 

R̃x  

R̃y

1,28 
 

 

0,06 

 
 

 21,3мм ; 

y 

 

R̃z  


2,4 

 
 

0,06 

p 50 мм 

 40мм . 

Выбираем масштаб моментов. 

  
Mz  , принимаем M̃ 

 

 

 
 60мм ; 

M ˜ z 
z 

 
тогда   

35,3 
 

 

 0,588 ( 
кНм 

);
 

 

 

M̃  9,8  16,7мм . 
M 

60
 мм x 0,588 

(Rx )
2  (Ry )

2  (Rz )
2 

M 2  M 2  M 2 x y z 
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M̃ 
y
  

12,96 

0,588 
 22 мм . 

 
 

На чертеже рис. 17 строим по проекциям главный вектор  R ' и 

главный момент 

 
 

Mo . 
 

 
 

Рис. 17 
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Задача С.3. Произвольная пространственная 

система сил 

 

На пространственную конструкцию (рис. 18 – 27) действует сис- тема сил   {F;Q;Q;P;G} . 

Геометрические размеры a, b, c, d, e, r, h и углы α, β, γ, φ – заданы. 

В данной задаче следует составить расчетные схемы для каждо- 

го тела и записать в общем виде уравнения равновесия. 

Произвольную пространственную систему сил можно привести в 
n 

заданный центр и получить главный вектор 

 
n     

 
 

R   Fk 

k 1 

и главный 

момент Mo   mo (Fk ) . 
k 1 

Если R  0 и Mo  0 , то данная система сил взаимно уравно- 

вешивается. 

Проецируя эти равенства на оси прямоугольной декартовой сис- темы координат, получим шесть уравнений 

равновесия произволь- ной пространственной системы сил: 

 

Эти уравнения равновесия позволяют определить шесть неиз- вестных величин. Поэтому при составлении уравнений 

нужно про- верять, чтобы число неизвестных не было больше числа уравнений. В противном случае задача будет 

статически неопределимой. 

Fkx   0; 

Fky  0; 

 Fkz  0; 

Mkx (Fk )  0; 

Mky (Fk )  0; 

 Mkz (Fk )  0. 
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Рис. 35 
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Рис. 36 
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Рис. 37 
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Рис. 38 
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Рис. 39 
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Рис.40 
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Рис. 41 
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Рис. 42 
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Рис. 43 
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Рис. 44 
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Пример решения задачи 
 

Дано: на рис. 28 показана система сил {F;Q;Q;P;G} , дейст- вующая на вал 

AB; a, b, c, d, e, r, h – геометрические размеры; α, 
 

β, γ – углы; F  Ax ; T ǁ Ay . 

Составить расчетные схемы для вала AB и тела 1 и записать уравнения равновесия сил в общем виде. 
 

 

Рис. 28 

 
Решение 

В упорном подшипнике A будет три составляющие реакции связи 
 

– XA , YA , ZA . 

В цилиндрическом подшипнике B будет две составляющие реак- 

ции связи – 

 
 

XB , 

 
 

ZB . 
 

 

В опоре C (невесомый стержень) показываем реакцию Rc 

стержня. 

вдоль 

Пару сил Q,Q представим  вектором  момента   m ,  который  по 

модулю равен m  Q  2r , и направлен параллельно оси Ay в поло- 
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жительную сторону. Очевидно, проекции вектора  m  на оси коорди- 

нат равны mx  0 ; my  m  Q  2r ; mz  0 . 
 

 

Разрезаем нить и показываем натяжение нити S . 

Так как нить невесомая и трение на оси блока равно нулю, то к телу 1 будет приложено натяжение нити S  S . 

Рассмотрим равновесие тела 1. 

Fkx1 

Fky1 

 0 ; 

 0 ; 

P sinα  S  0 ; 

N1  P cos α  0 . 

Откуда S  S  P sinα; N1  P cos α. 

Записываем уравнения равновесия всех сил, действующих на конструкцию вала. 

Fkx  0 ; XA  S cos γ  XB  0 ; 

Fky  0 ; YA  F cosβ  T  0 ; 

Fkz  0 ; ZA  RC  F sinβ  G  S sin γ  ZB  0 ; 

mx (Fk )  0 ; RC  a  F sinβ( a  b)  G( a  2b)  T  2r 

S sin γ( a  2b)  ZB( a  2b  c) = 0; 

my (Fk )  0 ; S  2r  F sinβ  h  RC  r  Q  2r  0 ; 

mz (Fk )  0 ;  XB (a  2b  c)  S cos γ  (a  2b)  F cosβ  h . 
 

Решая эту систему уравнений можно определить все реакции 

связей – XA , YA , ZA , Rc , XB , ZB . 
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Задача С.4. Определение реакций опор 
твердого тела 

 

На схемах рис. 29 – 31 показаны конструкции рам и балок. Дейст- вующая нагрузка дана в таблице 2, при этом 

во всех вариантах a = 1 м. В вариантах 5 и 10 в точке B – свободное опирание. 

Определить реакции в опорах конструкций, если α = 30о. 

 
Таблица 2 

 

Номер 
вари- 
анта 

(рис.29- 
31) 

F1 
кН 

F2 
кН 

М 
кНм 

q 
кН/м 

Номер 
вари- анта 

(рис.29- 
31) 

F1 
кН 

F2 
кН 

М 
кНм 

q 
кН/м 

1 8 4 20 1 16 8 6 10 2 
2 4 8 10 4 17 2 4 20 1 
3 8 4 16 3 18 2 6 10 4 
4 10 6 10 4 19 4 6 8 2 
5 6 8 20 2 20 6 2 4 2 
6 4 10 10 5 21 10 8 6 4 
7 10 4 20 4 22 6 4 10 4 
8 4 6 10 5 23 4 8 6 1 
9 8 4 20 5 24 6 2 20 2 

10 4 10 20 2 25 8 2 10 4 
11 1 2 10 2 26 2 8 10 2 
12 2 4 20 4 27 8 4 6 2 
13 2 10 10 2 28 4 6 4 2 
14 4 6 6 2 29 8 10 6 2 
15 4 10 4 1 30 4 2 4 2 

Плоскую произвольную систему сил можно привести в задан- 

ный центр (т. О) к главному вектору  R  и главному моменту Mo . 

При этом R  Mo . Если R  0 
 

 

и Mo  0 , то плоская произвольная 

система сил будет взаимно уравновешиваться. С центром О связы- ваем прямоугольную систему координат XOYZ и на 

эти оси проеци- 

руем R и 
 

 

Mo . Следовательно, Rx   0 , Ry   0 и Moz  0. 
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Рис. 48 
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Рис. 49 
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Рис. 50 
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Тогда для равновесия плоской произвольной системы сил будем иметь три формы систем уравнений: 

1 форма 2 форма 3 форма 
 

Во второй форме ось Ox не должна быть перпендикулярной к прямой проходящей через точки А и В, а в 

третьей форме – точки А, В и С не должны лежать на одной прямой. 

Распределенную нагрузку в виде прямоугольника (равномерно распределенная  нагрузка)  или  треугольника  заменяют  

одной  силой (равнодействующей),  которая  всегда  будет  приложена  в  центре  тя- жести площади 

распределения (рис. 32 – 33). 
 

Рис. 32 Рис. 33 

Величина равнодействующей определяется площадью распре- деленной нагрузки:    Q1 = ql,      Q2 = 1/2 

ql. 

 

Пример решения задачи 
 

Дано: схема закрепления рамы (рис. 34); F1 = 20 кН; F2 = 10 кН; q = 2 кН/м; а = 1 м; α 

= 300. 

Определить реакции опор заданной конструкции. 

Fkx   0; 

Fky   0; 

 mA (Fk )  0; 

Fkx   0; 

 mA (Fk )  0; 

 mB (Fk )  0; 

 mA (Fk )  0; 

 mB (Fk )  0; 

 mC (Fk )  0. 
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Рис. 34 

Решение 

Одна из аксиом статики гласит, что несвободное тело можно представить формально свободным, если отбросить 

связи и их дей- ствие на тело заменить реакциями связей. 

Расчетная схема рамы представлена на рис. 35. На раму дейст - вуют заданные нагрузки (F1; F2; M; q) и 

реакции связей (RB; XA; YA). 

 

Рис. 35 
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Полученная система сил, действующая на раму, взаимно уравно- вешивается, поэтому к ней применим первую форму 

уравнений рав- новесия. 

 Fkx = 0, – XA – Q + F1cosα + F2sinα - RB = 0; 

 Fky = 0, – YA – F1sinα – F2cosα = 0; 

 mA(Fk) = 0, Q2a – M – F1cosα6a – F1sinα4a – 

– F2sin6a – F2cosα9a + RB2a = 0. 

 
При этом Q = 1/2q6a = 321 = 6 кН. 

 
Из последнего уравнения находим RB. 

RB = M/2a + F1(3cosα + 2sinα) + F2(3sinα + 4,5cosα) – Q = 4/2 

+ + 20(3cos300 + 2sin300) + 10(3sin300 + 4,5cos300) – 6 

 122 кН. 

 
Из первого уравнения определяем XA. 

XA = F1cosα + F2sinα – Q – RB = 

20cos300 + 10sin300 – 6 – 122 = –105,68 кН. 

 
Из второго уравнения определяем YA. 

YA = –F1sinα – F2cosα = –20sin300 – 10cos300 = –18,66 кН. 

 
Ответ: XA = –105,68 кН, YA = –18,66 кН, RB = 122 кН. 

 
Знак минус свидетельствует о том, что составляющая реакции связи должна быть направлена в другую сторону. 
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Задача С.5. Определение реакций опор 

конструкции, состоящей из двух тел 
 

Плоская конструкция состоит из двух тел 1 и 2, которые соедине- ны между собой при помощи шарнира С. 

Определить реакции опор А и В на схемах рис. 36 – 38, если 

а = 1 м, α = 300. 

Приложенные нагрузки заданы в таблице 3. 

 
Таблица 3 

 

Номер 
вари- 
анта 

(рис.36 
-38) 

F 
кН 

M 
кНм 

q 
кН/м 

Номер 
вари- 
анта 

(рис.36 
-38) 

F 
кН 

M 
кНм 

q 
кН/м 

1 6 4 2 16 8 6 2 
2 3 2 4 17 10 4 1 
3 4 2 2 18 4 8 1 
4 3 2 1 19 6 4 2 
5 4 3 2 20 2 8 4 
6 5 1 1 21 10 8 2 
7 2 3 2 22 8 6 4 
8 4 4 1 23 6 4 2 
9 2 2 2 24 8 4 2 

10 4 2 2 25 4 2 1 
12 6 4 2 26 6 3 1 
12 8 4 2 27 5 2 4 
13 4 10 4 28 8 3 2 
14 6 4 2 29 6 4 2 
15 8 6 2 30 4 6 1 

На практике встречаются конструкции, состоящие из системы твердых тел, соединенных между собой связями. Связи, 

которые соединяют между собой тела, называются внутренними в отличии от внешних связей, скрепляющих всю 

конструкцию с другими тела- ми. 

Для таких сочлененных конструкций существует два способа 
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Рис. 55 
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Рис. 56 
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Рис. 38 
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расчета. При первом способе (способ “заморозки” соединительных шарниров) составляют уравнения равновесия для 

заданных сил и реакции внешних связей, а затем записывают уравнения равнове- сия для одного из тел конструкции. 

При втором способе всю конст- рукцию расчленяют на отдельные тела и составляют уравнения равновесия отдельно для 

каждого тела. В данной задаче следует использовать только второй способ. 

 

Пример решения задачи 

Дано: схема конструкции (рис. 39); F = 10 кН; M = 6 кНм; q = 2 кН/м; a = 1 

м. 

Определить реакции опор A, B и D конструкции. 
 

 

 

Рис. 39 

Решение 

Рассмотрим отдельно тела 1 и 2 с приложенными к ним активны- ми силами и реакциями связей (рис. 40 – 41). 

Равномерно рас- пределенную нагрузку заменяем одной силой Q = 4qa. 

Для системы сил рис. 40 составляем три уравнения равновесия 

(первая форма). 
 

Fkx = 0; Fcosα + XC - XA = 0; (1) 

Fky = 0; Fsinα + YA – Q + YC + RB = 0; (2) 

mA(Fk) = 0; -Q2a + YC4a + Fsinα6a + RB7a = 0. (3) 
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M 

 

 

 
 

Рис. 40 Рис. 41 

Для системы сил рис. 41 составим еще три уравнения 

 

Fkx = 0; -RD - XC = 0; (4) 

Fky = 0; -YC = 0; (5) 

mС(Fk) = 0; RD 4a – M = 0. (6) 

 
При равенстве внутренних сил XC = XC и YC = YC из уравнения (6) 

находим 

RD  
4a

  
6 
 1,5кН . 

4 

Уравнения (4) и (5) определяют: 

YC = YC = 0; XC = XC = -RD = -1,5 кН. 

Из уравнения (3) находим 

 

RB = 1/7(2Q – 6Fsinα) = 1/7(242 - 610sin300) = -2 кН. 

Уравнения (1) и (2) определяют реакции XA и YA. 

 

XA = Fcosα + XC = 10cos300 – 1,5 = 7,16 кН; YA = 

Q - Fsinα - RB = 42 - 10sin300 – (-2) = 5 кН; 

Ответ: XA = 7,16 кН; YA = 5 кН; RB = -2 кН; RD = 1,5 кН. 
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Проверка. Для всей конструкции запишем одно уравнение статики Fkx = 0. 

Fcosα - XA - RD = 0; Fcosα = XA + RD; 

10cos300 = 7,16 + 1,5; 8,66 = 8,66. 

Реакции опор найдены верно. 
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Задача С.6. Плоская составная конструкция 

рамы 
 

Для составных конструкций рам, изображенных на рис. 43 – 48, 

требуется определить реакции опор. 

Заданы следующие величины для всех вариантов двух задач: P = 10 кН – сосредоточенная сила; 

m = 5 кНм – момент пары сил; q = 4 кН/м – равномерно распределенная нагрузка; a = 2 м; l = 

6 м; h = 4 м; r = 3 м – геометрические размеры конструкций; α = 30о. 

Для заданных сочлененных конструкций в статике существует два способа расчета. При решении данных двух задач 

следует ис- пользовать любой из известных способов. 

 
Пример решения задач 

 

Задача № 1 

Схема конструкции приведена на рис. 42. 
 

Рис. 42 

 

Дано: P = 10 кН; m = 5 кНм; l = 6 м; h = 4 м; α = 300. 

Определить реакции в опорах A и B рамы. 
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Рис. 62 
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Рис. 63 
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Рис. 64 
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Рис. 46 
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Рис. 66 
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Рис. 67 
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1 

 

Решение 

Рассмотрим отдельно равновесие рамы AC и рамы BC. 

Расчетные схемы этих рам показаны на рис. 49. 
 

а) б) 

Рис. 49 

Для расчетной схемы рис. 49а составим три уравнения равнове- сия сил (первая форма). 

Fkx = 0 , P sin α  XC  XA  0 , 

Fky = 0 , P cos α  YA  YC  0 , 

MA (Fk )  0 , P cos α  
1 

l  P sin α  
1 

h  X 
2 2 

C  h  YC  
1 

l  0 . 
2 

Для расчетной схемы рис. 49б 

Fkx 

Fky 

 0 , 

 0 , 

XC   XB 

YC  YB 

 0 , 

 0 , 

M (F )  0 , m  X   h  Y   l  0 . 
B k C C 

2
 

 

Используем численные значения и запишем систему шести урав- нений. 
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XA 
YA

 

 XC 

 YC 

= 5; 

 8,66; 

4XC  3YC = -16;  
X   X  0; (1) 

 C B 
YC  YB   0; 

4 X   3Y   5. 

 C C 

 

При этом  для равновесия шарнира C необходимо, чтобы 

XC XC , YC   YC . 

Решая совместно третье и шестое уравнение системы (1), нахо- 

дим 8XC = 11, XC  1,38кН. 

Из первого  уравнения XA = 5  XC = 5  1,38 = 6,38 кН . 

Используя остальные уравнения, находим 
 

YA  8,66  YC  8,66  3,49  5,17кН ; 

XB XC  1,38кН ; YB   YC  3,49кН . 

Ответ: XA = 6,38 кН; 

XB  1,38кН ; 

YA  5,17кН ; 

YB  3,49кН . 
 

Задача № 2 

На рис. 50 показана плоская составная конструкция, состоящая из отдельных рам и балок. 

Дано: P = 10 кН; m = 5 кНм; q = 4 кН/м; a = 2 м; l = 6 м; h = 4 м; α = 300. 

Требуется определить реакции в опорах A, B и E плоской рамной конструкции. 

Решение 

Расчленяем всю конструкцию в шарнирах B, C, K, D, E и рассмат- риваем равновесие отдельно каждой части 

(рис. 51). 
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Рис. 50 

 

Равномерно распределенную нагрузку заменяем равнодейст- вующей Q = qa = 8 кН и прикладываем ее в 

середине длины рас- пределения. 

Составляем уравнения равновесия сил для каждой части. 
 

 

Рис. 51 
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Балка 1 

Fkx 

 
 0 ; 

 
XC  RB 

 
 0 ; 

m (F )  0 ; m  R 
1 

l  0 . 
C k k 

3
 

3m 3  5 
Откуда RK  XC  

l
   2,5кН . 

6 
 

Рама 2 

Fkx 

 
= 0 ; 

 
XD - XE + Q = 0 ; 

Fky = 0 ; YD - YE  0 ; 

m (F ) =0 ; Y l -  X a- Q 
1 

a = 0 . 
E k D D 

2
 

Рама 3 

Fkx  0 ; XB  - XD - XC + Pcosα =0 ; 

Fky = 0 ; Psinα - YD - YB = 0 ; 

m (F )  0 ; -Y a + X 
3 

h + X 
1 

h - Psinα  a = 0 . 
B k D D 

2 
C 

2
 

 
 

Рама 4 

Fkx 

 
 0 ; 

 
XA   XB


 0 ; 

Fky = 0 ; YB  YA  0 ; 

mA (Fk )  0 ; m  YB  a  mA  0 . 
 

При XD XD , YD   YD , XB  = XB , YB  = YB подставим число- 

вые значения и запишем систему из девяти уравнений. 
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XE  XD 


YD  YE 

 8; 

 0; 
6YD  2XD  8; 
X  X  X  8,66; 
 D C B  

 Y   5; (2) 
YB D 

2YD   6XD  5; 

XA   XB  0; 
Y  Y  0; 
 B A 

mA  2YB  5. 
 

Решая совместно третье и шестое уравнения системы (2), нахо- дим: 

XD  1,44кН ; YD  1,81кН . 
 

Тогда XE  8  XD  9,44кН ; 

YE  YD  1,81кН ; YB   5  YD  3,19кН; 

XB   XD   XC   8,66  1,44  2,5  8,66  4,72кН; 

XA   XB  4,72кН; YA   YB  3,19кН; 

mA  5  24YB  5  2  3,19  11,38кН. 
 

Ответ: XE  9,44кН; YE  1,81кН; RK  2,5кН; 

XA  4,72кН; YA  3,19кН; mA  11,38кНм. 
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Задача С.7. Расчет плоской фермы 
 

На плоскую ферму действуют три внешние силы F1, F2 и F3 . 

Определить реакции опор, а также усилия в стержнях фермы ме- тодом вырезания узлов. Для указанных на чертеже 

стержней прове- рить усилия методом сечений. Схемы ферм показаны на рис. 52–55. При расчете принять F1 

= 1 кН, F2 = 2 кН, F3 = 3 кН. 

Расчет фермы 
 

Фермой называется геометрически неизменяемая конструкция, состоящая из прямолинейных стержней, которые на 

концах соеди- няются между собой. Места соединения стержней между собой на- зываются узлами фермы. В реальных 

конструкциях узлы представ- ляют собой жесткие заклепочные или сварные соединения. Так как размеры узлов по 

сравнению со стержнями малы, а стержни обла- дают гибкостью, то при расчете ферм узлы считают идеальными 

цилиндрическими  шарнирами,  т.  е.  шарнирами  без  трения.  Будем рассматривать фермы, все стержни 

которой и внешние силы лежат в одной плоскости. 

Такие фермы называются плоскими. 

Ферма называется статически определимой, если число узлов У и число стержней С связаны 

соотношением С = 2У – 3. 

Если С > 2У – 3 , то имеются лишние стержни и ферма является статически неопределимой. 

Если С < 2У – 3, то имеются лишние узлы, конструкция не явля- ется жесткой, а представляет собой 

механизм. 

На рис. 56 показана ферма, у которой количество узлов У = 8, при этом количество стержней удовлетворяет 

условию С = 28 – 3 = 13. 

A и B – опоры фермы; h – высота фермы; 

(AB) – пролет фермы - расстояние между двумя смежными опо- рами; 

(AKLM) – нижний пояс фермы; (EDC) – верхний пояс фермы. 
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Рис. 52 
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Рис. 53 
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Рис. 76 
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Рис.77 
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Стержни 3, 7, 11 – называются стойками. 

Стержни 1, 4, 9, 12 – называются раскосами. 

Стержни, образующие замкнутый треугольник, называют пане- лью фермы. 

 

Рис. 56 

 
Ферма на рис. 56 имеет 6 панелей. 

При расчете фермы принимают следующие допущения. 

1. Все стержни фермы прямолинейные и невесомые. 

2. Узлы фермы — идеальные шарниры. 

3. Внешние силы приложены к узлам фермы. 

4. Стержни фермы воспринимают только продольные усилия: 

сжатие или растяжение. 

Расчет фермы состоит в определении опорных реакций и внут- ренних усилий в стержнях фермы. 

При расчете опорных реакций ферма рассматривается как твер- дое тело, на которое действует плоская система сил. 

Расчет заклю- чается в составлении расчетной схемы, составлении уравнений равновесия и определении неизвестных 

реакций. 

Усилия в стержнях фермы определяются: 

1. Методом вырезания узлов. 

2. Методом сечений (методом Риттера). 

При составлении расчетных схем следует иметь в виду, что если  стержень растянут, то сила, с которой он действует 

на узел, направ- лена от узла к стержню. Если же стержень сжат, то усилие направ- лено к узлу от стержня (рис. 

57). 



79 
 

 

 
 

Рис. 57 

 

Метод вырезания узлов 
 

Метод вырезания узлов состоит в последовательном вырезании узлов фермы и рассмотрении их равновесия. Так как 

на узел дейст- вует плоская сходящаяся система сил, для которой можно записать только два уравнения равновесия, то 

вырезать узлы надо так, чтобы неизвестных сил было не больше двух. При составлении расчетной схемы будем 

считать, что все стержни растянуты, т.е. все внутрен- ние усилия направим от узла к стержню. Для каждого узла 

состав- ляются уравнения равновесия 

n 

 Fkx 

k 1 

n 

 Fky 

k 1 

 0, 

 

 0. 

Если усилия в стержнях, найденные по этим формулам, имеют знак « + », то формально это указывает на то, 

что стержень растя- нут, если же знак усилия « – », то стержень сжат. 

Метод сечений 
 

Метод сечений (метод Риттера) заключается в том, что ферма рассекается на две части. Одна часть фермы 

отбрасывается, а ее действие отображается усилиями в стержнях оставшейся части, ко- торые попали в сечение. 

Усилия в стержнях направляются вдоль 
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стержней  к  отброшенной  части  фермы,  т.е.  опять  предполагаем, что все стержни растянуты. 

Рассматриваемая часть фермы, на ко- торую действуют активные (заданные) силы, опорные реакции и усилия в 

стержнях, находится в равновесии. При этом получается произвольная плоская (не сходящаяся) система сил, для которой 

можно записать три уравнения равновесия. Поэтому неизвестных сил в сечении не должно быть больше трех. 

Как известно, существуют три формы уравнений равновесия для плоской системы: 

n Fkx 
 
 0; 

 
n F  0; 

 
n M (F 

 
)  0. 

k=1 

n F 
 
 0; 

kx 
k=1 
n 

 A k 

k=1 n 

 ky 
k=1 
n 

MA (Fk )  0. 
k=1 
n 

MB(Fk )  0. 
k=1 
n 

Mo(Fk )  0. 
k=1 

 

1- я форма 

MB(Fk )  0. 
k=1 

 
2- я форма 

MC(Fk )  0. 
k=1 

 

3- я форма 
 

При составлении уравнений равновесия выбирается та форма, которая позволяет получить наиболее простые 

уравнения. Напри- мер, если в сечении две неизвестные силы параллельны, то удобно применить 2-ю форму уравнений. 

Если все силы в сечении попарно пересекаются, то 3-ю форму. В этом случае точки пересечения сил выбираются в 

качестве моментных точек. Полученное таким обра- зом каждое уравнение равновесия будет содержать одну неизвест- 

ную. По сравнению с методом вырезания узлов это значительно ус- коряет расчет и увеличивает точность вычислений. 

Если в сечении оказывается больше трех неизвестных усилий, то приходится проводить дополнительные  

сечения. 
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Пример решения задачи 
 

На ферму, показанную на рис. 58, действуют силы F1 = 1 кН, F2 = 2 кН и F3 = 3 кН. 
 

 

Рис. 58 

 
Определить реакции опор, усилия в стержнях фермы методом вырезания узлов. Для отмеченных стержней проверить 

усилия ме- тодом сечений. 

Решение 

Обозначим все узлы буквами, а стержни цифрами. Отбросим все опоры и заменим их действие опорными 

реакциями N1, N2 и NB. 

Покажем координатные оси. Полученная расчетная схема пред- ставлена на рис. 59. 

Проверим ферму на статическую определимость. Ферма имеет 6 узлов и 9 стержней, т.е. У = 6, С = 9. 

Подставив эти значения в фор- мулу С = 2У – 3, получаем тождество 9 = 2•6 – 3 = 9. Ферма стати- чески 

определимая. 

Для определения опорных реакций воспользуемся первой фор- мой уравнения равновесия для плоской 

системы сил. 

 Fkx  N1  F1  F2 cos 600  NB cos300  0; 
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 Fky  N2  F2 sin 60o  F3  NB sin30o 

 

 0; 
 

 MA (Fk )  F1 1 tg60o  F2 cos 60o 1 tg60o  F2 sin 60o  4 


F3  4  NB sin30o  5  0. 
 

 

 

Рис. 59 

 
Из последнего уравнения находим 

 

N  
1 

(F 1 tg60o  F 
 

 

cos 60o 1 tg 60o 

B 5  sin300 1 
2

 

F3  4)  0,4  (1,732  1,732  6,928  12) 


= 0,418,928 = 7,571 кН. 

 
Подставив это значение в первые два уравнения, находим 

 

N1  F1  F2 cos 60o  NB cos30o  1 2  0,5  7,571 0,866 

 1 1 6,557  6,557кН, 
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N2  F2 sin 60o  F3  NB sin30o  2  0,866  3  7,571 0,5 

 1,732  3  3,785  0,947 кН . 

 
Итак, N1 = 6, 557 кН, N2 = 0,947 кН, NB = 7,571 кН. 

 
Теперь определим усилия в стержнях фермы методом выреза- ния узлов. Начинать вырезание  

можно с узла A или узла B, так как в них неизвестны усилия только в двух стержнях. Начнем с узла A. Вырежем узел A и 

рассмотрим его равновесие. На узел действует сходящаяся система сил: реакции опор N1 и N2, а также усилия в 

стержне 1 – S1 и в стержне 2 - S2 . Усилия в стержнях направляем от узла  в  сторону  соответствующих  стержней,  

т.е.  мы  предполагаем, что эти стержни растянуты. В точке A поместим начало прямоуголь- ной координатной 

системы Axy. Расчетная схема для узла A пока- зана на рис. 60. 

Узел A 
 

 
Рис. 60 

 
В этом случае уравнения равновесия имеют вид 

 

Fkx 

 Fky 

 N1  S1 cos 60о 

 N2  S1 sin 60о 

 S2 

 0. 

 0; 

 

Из второго уравнения находим 
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2 2 

 

S   
N2

 
  

0,947  1,093 кН . 
1 sin 60O 0,866 

 

Из первого уравнения находим 
 

S2  N1  S1 cos 60O  6,557  (1,093)  0,5  6,01кН . 
 

Знак « – » формально указывает, что оба стержня сжаты. 

Так как усилие в стержне 2 найдено, то можно переходить к узлу 

C. В этом случае неизвестны усилия в стержнях 3, 4 – S3, S4. 

Вырежем узел C и составим для него расчетную схему также, как это было сделано для узла A (рис. 61). 

 

Узел C 
 

Рис. 61 

 
Уравнения равновесия имеют вид 

 

Fkx  S2   S4  0, 

 Fky  S3  0. 
 

Так как S \ = S = –6,01кН, то из уравнений находим 

S4   S2 

S3  0. 

 6,01кН, 

 

Следовательно, стержень 4 сжат, а в стержне 3 усилия нет. Вырежем узел D. Расчетная схема для него 

показана на рис. 62. 

Неизвестными здесь являются усилия в стержнях 5 и 6 – S5 , S6. 
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1 1 3 3 

 

Узел D 
 

Рис. 62 

 
Уравнения равновесия имеют вид 

Fkx  F1  S1 cos 600  S5 cos300  S6  0, 

 Fky   S1 sin 600  S3  S5 sin300  0. 

Так как S \ = S = –1,093кН, S \ = S = 0, то из уравнений находим 

S 
 1 S sin 600  S   1 

1,093  0,866  0  1,893 кН, 

5 sin300 
1 3 

0,5  


S6   F1  S1 cos 600  S5 cos 300 

 1 (1,093)  0,5  1,893  0,866  3,186 кН. 

Стержень 5 растянут, стержень 6 сжат. 

Так как усилия в стержнях 4, 5 и 6 найдены, то можно переходить к узлу E или H. 

Вырежем узел E. Расчетная схема для него показана на рис. 63. 

Неизвестными здесь являются усилия в стержнях 7 и 9 – S7, S9. 

 
Узел E 

 

Рис. 63 
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Уравнения равновесия имеют вид 

Fkx  S4  S5 cos300  S9  0, 

 Fky S5 sin300  S7   F3  0. 

Так как S'4 = S4 = –6,01 кН и S'5 = S5 = 1,893 кН, то из уравнений находим 

S9   S4  S5 cos300  6,01 1,893  0,866  4,371кН, 

S7   F3   S5 sin300  3  1,893  0,5  2,054 кН. 

Стержень 7 растянут, а стержень 9 сжат. 

Вырежем узел H. Расчетная схема для него показана на рис.64. 

Неизвестным здесь является усилие в стержнях 8 – S8. 

 
Узел H 

Рис. 64 

 
Уравнения равновесия для этого узла имеют вид 

Fkx  S6  F2 cos 600  S8 cos 600  0, 

 Fky  S7 S8 sin 600  F2 sin 600  0. 

Так как S'6 = S6 = -3,186 кН, то из первого уравнения находим 
 

S  F  S6  2  
3,186 

 

 

 4,372 кН. 
 

8 2 cos 600 0,5 
 

Стержень 8 сжат. Второе уравнение используем для проверки уже найденного усилия S7 

S7   S8 sin 600  F2 sin 600 

 2,054 кН. 

 (4,372)  0,866  2  0,866 
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Усилия в стержне 7, найденные при вырезании узлов E и H, сов- пали. 

Узел B можно использовать для проверки выполненного расче- та. Вырежем узел B и рассмотрим его 

равновесие. Усилия в стерж- нях 8 и 9 будем считать неизвестными. Из уравнений равновесия для узла B 

определим эти усилия. Если они совпадут с соответст- вующими усилиями, найденными выше, то расчет верен, 

если нет – то следует искать ошибки в предыдущих вычислениях. Расчетная схема для узла B показана на рис. 

65. 

Узел B 
 

Рис. 65 

 
Уравнения равновесия для узла B имеют вид 

 

Fkx  S9  S8 cos 600  NB cos 300  0, 

 Fky  S8 sin 600  NB sin300  0. 
 

Решая эту систему уравнений, находим 
 

S8  NB 
sin300 

sin 600 
 7,571 

0,5
 

0,866 
 4,371кН, 

S9  S8 cos 600  NB cos 300  (4,371)  0,5  7,571 0,866 

 4,371кН. 

Так как значения усилий в стержнях 8 и 9 совпали, то выполнен- ные вычисления верны. 
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Проверим усилия в отмеченных стержнях методом сечений. Рассечем ферму на две части так, чтобы 

в сечении оказались отме- ченные стержни. Отбросим правую часть, а ее действие на остав- 

шуюся конструкцию заменим усилиями в стержнях 4, 5 и 6 – 
 

 

S4 , 
 

 

S5 , 
 

 

S6 (рис. 66). Предполагая, что стержни в сечении растянуты, на- 

правим все усилия в сторону отброшенной части фермы. 

Рис. 66 

Для составления уравнений равновесия воспользуемся второй формой уравнений. 

 Fky  0; N2  S5 sin30o  0; 

 MkD  0; N1  CD  S4  CD  N2  AC  0; 

 MkE  0; F1  CD  S6  CD  N2  AE  0. 

Здесь CD  AC  tg60o  1

Решая систему уравнений, находим 

S5 
N2 

sin30o 
 

0,947 

0,5 
 1,894кН; 

S  N  
AC 

 N 
 

 

 0,947 
1 

 6,557  6,01кН; 
4 2 

CD 
1 

 

S  F  N  
AE  1 0,947  

4
  3,187кН. 

 

 

6 1 2 
CD

 
 

Значения усилий в стержнях 4, 5, 6, найденные двумя способа- ми, совпали. 

3  3м. 

3 

3 
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Кинематика 

Задача К.1. Определение скорости и ускорения 
точки по заданным уравнениям ее движения 

 

 

По заданным уравнениям движения точки М найти уравнение ее траектории, положение точки для момента 

времени to = 0 и t1, вы- числить скорость, полное, касательное и нормальное ускорения, радиус кривизны траектории 

только для t1. Описать характер дви- жения точки. 

Необходимые для решения данные приведены в таблице 4. 

Примечание. 1. При выполнении задачи рисунки для скорости и ускорения точки делать отдельно. 

2. Для определения траектории точки следует использовать формулы sin2α+ 

cos2α = 1; 

1 + cos2α = 2 cos2α; 1 - cos2α = 2sin2α. 

В кинематике точки будем рассматривать три способа задания движения точки (рис. 67): r = r(t) - 

векторный; x = x(t), y = y(t), 

z = z(t) – координатный; S = S(t) – естественный. 

Траектория точки – это след движения точки в пространстве. Чтобы найти уравнение траектории точки, нужно в 

уравнениях ее движения исключить параметр времени (t). 

Например, пусть x = a·sin(kt), y = a·cos(kt), где {a, b, k} = const. 

Применяем тригонометрическую формулу sin2 +cos2 =1. 

x2 y 2 

Тогда sin(kt)= x/a, cos(kt) = y/b и 

 
ется по эллипсу. 

a2 
+ 

b2 
=1 – точка перемеща- 

Прямоугольная декартовая система координат XOYZ, связанная с землей, называется инерциальной системой 

отсчета (ИСО), а i , 
  

j и k - орты этих осей (единичные векторы). 
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Таблица 4 
 

Номер 
вари- 
анта 

Уравнения движения точки t1, 
с x = x(t), м y = y(t), м 

1 3 – 2t2 – 6t 1 
2 2t 4t2 – 2t + 1 0,5 
3 2sin(t /3) 4cos(t /3) 1 
4 2sin(t /6) – 3cos(t /6) + 4 1 
5 3t2 + 2 – 4t 0,5 
6 0,5 et 3 e–t 0,5 
7 – 3cos(t /4) + 3 2sin(t /4) – 1 1 
8 3 t 4 – 9t2 1 
9 3cos(t) sin(t) 1/3 

10 2t2 4t 1 
11 – 5/(t + 2) 3t + 6 0,5 
12 5t + 5 – 4/(t + 1) 0,5 
13 3t /  2sin(t + 2) 1 
14 2sin(t /3) 4 + 4cos(t /3) 0,5 
15 4t2 2t3 1 
16 2sin(t) – 2 2cos(t) 1/6 
17 2cos(t) 3sin(t) 1/3 
18 t2 – 1 t 4 

19 2sin(t /3) – 3cos(t /3) + 4 1 
20 – 2sin(t /6) 3cos(t /6) 1 
21 2 t 4t2 – 2 1 

22 1/2(t – 3)2 t 1 

23 2sin(t) – 2 3cos(t) 1/4 
24 3 t 4t2 + 1 1 

25 – 6 t – 2t2 – 4 1 

26 2e3t 2,4 e–3t 1/6 
27 4cos(2t) 4sin(2t) 1/6 
28 2e2t 3et 1/4 
29 4t + 2 3/(1 + t) 1 
30 2t2 (t  1) 1 
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v 2 v 2 v 2 x y z 

Оси Mnb, связанные с точкой М, называются естественные  оси координат. М - касательная ось, Mn – 

нормальная ось. Эта ось направлена к центру кривизны траектории. Mb – бинормальная ось. Между осями координат 

прямой угол и они перемещаются вместе с точкой М, поэтому такая система координат называется неинерци- альной. , n 

и b - орты естественных осей координат. 

Вектор скорости точки: 

v  
dr 

 v  i  v  j  v  k  v 
 

 
 

 ; 

dt x y z 

где vx  x  ̇; vy  ẏ  ; vz   ż ; v   Ṡ . 

vx, vy и vz – проекции v на оси координат; v – проекция v на каса- тельную ось. 

Модуль вектора скорости  v  . 

Направление вектора v : 

 vx
 

 

 

 

 

 vy
 

 

 

 

 

 vz
 

 

 

 

 

 
 cos(v , i )  ; cos(v , j )  ; cos(v , k )  . 

v v v 
 

 

Рис. 67 
 

Вектор v в данной точке всегда направлен по касательной к траек- тории в сторону движения. 
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a2  a2 
 n 



 

Вектор a в декартовой системе координат: 

a  
dv 

 

 
d 2r 

 a 
 

 

 i  a  j  a  k 

dt dt 2 x y z ; 

где ax   v̇x  x ;̇ a
y  
 v̇y  y˙; a

z 
 v˙

z
  ż  ̇ – проекции вектора a 

на оси координат. 

Модуль вектора ускорения 

a 

  










. 

ax 
 ay

 
 

Направление вектора a : 
cos(a, i )  

a 
; cos(a, j )  

a 
; 

 cos(     
 

az
 

 
 

 
 

a, k ) 
a 

. 
 

Вектор ускорения a в естественных осях координат: 

a  a   an  n ; 

dv vxa
x 
 vy a  vza 

где a  
 y z 

dt v 

v 2 

- касательное ускорение; 

a
n 
 

 - нормальное ускорение;  - радиус кривизны траектории 

в данной точке кривой. 
 

Модуль вектора a :  a  . 
 

Если движение точки ускоренное, то v  a  0, если движение 

замедленное, то v  a  0. Если | a | = const, то движение точки 

равнопеременное. При | v | = const – движение точки равномерное. 

a2  a2  a2 x y z 
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x  1 

2 

Пример решения задачи 
 

 
Исходные данные: 

 
Решение 

x  2t 2  1 (м); y  
1 

t 4  1 (м); t 

2 

 
= 1 c. 

1) Определяем уравнение траектории точки. 

В уравнениях движения исключаем параметр t. Из уравнения x = x(t) 
 

находим t  и подставляем в уравнение y = y(t). Тогда 
 

y  
1 

(x  1)2  1 
8 

 
– уравнение траектории парабола. 

 

2) Построение графика полученной кривой. 

Вычисляем координаты трех точек кривой для моментов времени: 

t0 = 0;  x0 = -1м;  y0 = 1м;  t1 = 1c; x1 = 1м;  y1 = 1,5м;  t2 = 1,5c; 

x2 = 3,5м; y2 = 3,53м. В любом выбранном масштабе, например 

  0,1 
м

 
l мм 

 

, строим график (рис. 68) кривой y = 1/8(x + 1)2 + 1. 
 

Рис. 68 

 

3) Вычисляем скорости точки. 

Проекции скорости на оси координат:  vx 

vx (t1) = 41 = 4 м/с, vy (t1) = 21 = 2 м/с. 

 

 ẋ  

 
 4t ; 

 
vy  ẏ  

 
 2t 3 

1 



94 
 

v 2  v 2 x y 20 

a2  a2  a2 
x y z 

a2  a2 


x y 

n 

 

Модуль скорости v 
 

v   2t , v(t 
1 
)   4,47м / с . 

 
 

  

Векторы vx = vx i , vy = vy j и v показываем в точке М1 кривой 

 
рис. 68 в масштабе   0,1

 м 
. 

v с  мм 

Направление вектора  v : cos  
vx

 

v 
 

4 

4, 47 
 0,895 . Угол   26,5о. 

 

4) Вычисление ускорения точки. Проекции ускорения на оси 

координат a
x
 

 
 v̇x 

 
 4 ; a

y
 

 
 v̇y 

 
 6t 2 

. 

a (t1)  4м / с2 
; a (t1)  6м / с2 

. 

Модуль ускорения a 

a   2 

 

; a(t1) 



 7,21м / с2 . 
 

Направление вектора a 

угол  = 56,310. 

cos   
a

x 

a 


 4 
 0,5547 , 

7,21 

 

Вычисление касательного ускорения. 
 

a  
dv 

 
vxax  vyay  vzaz  

4  4  2  6 
 6,26 м / с2 . 

dt v 4,47 
 

Вычисление нормального ускорения. 

Из формулы a2 = a2 + a2 находим 
 
 

an    3,57 м / с2 . 

4  t 4 

4  9t 4 52 

7,212  6,262 
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Радиус кривизны траектории в точке М1. 

  
v 2

 

an 
 

4,472 

3,57 
 5,6 м . 

 

Векторы ax  axi , ay  ay j , a , a , an показываем в точке М1 

 

на графике рис. 69 в масштабе   0,1
 м 

. 
a 

с2  мм 
 

5) Характер движения точки. 

Точка М перемещается по плоской траектории y = 1/8(x + 1)2 + 1 

вправо от точки Мо. Перемещение точки ускоренное, так как 

v  a   0, или вектор скорости v по направлению совпадает с век- 

тором касательного  ускорения a . Скорость точки меняется по  за- 

 

 

 

Рис. 69 
 

 

кону v  2t 
 

, а ускорение - a  2 
 

. Скорость точки в 

начальный момент времени to = 0, vo = 0, а ускорение ao = 4м/с2. 

4  t 4 4  9t 4 
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Рис. 70 

 

 

 
 

Задача К.2. Вращение твердого тела вокруг 

неподвижной оси 
 

На рис 71-73 показаны передаточные механизмы. Для некото- рых тел заданы уравнения движения: x = 

x(t) или  = (t). Для дру- гих тел задаются кинематические параметры: v = v(t) – скорость движения;  = (t) – 

угловая скорость вращения; a,  – постоянное линейное ускорение или постоянное угловое ускорение. 

При начальных условиях (xo; o; vo; o) = 0 определить скорость и ускорение точки M в конце 

пройденного пути S телом 1 или точки, лежащей на ободе ведущего колеса. 

Необходимые данные для расчета всех вариантов приведены в таблице 5. 

1. Вращение твердого тела вокруг 

неподвижной оси 
 

При вращательном движении (рис. 70) все точки тела () пере- мещаются по концентрическим окружностям, 

лежащих в плоскостях, перпендикулярных оси Oz. 
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Рис. 97 
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Рис. 98 
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Рис. 73 
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Таблица 5 
 

Номер 

варианта 

(рис.71- 

73) 

r1 R1 r2 R2 r3 R3 S x, м 

φ, рад 

v,м/с 

ω,с-1 

a,м/с2 

ε, с-2 

м 

1 – – 0,4 1,2 0,8 – 0,4 0,2+t2 – – 

2 – – 0,5 1,5 2 – 0,2 – 0,4t – 

3 – – 0,2 1,2 0,9 – 0,6 – – 4 

4 – – 0,6 1,8 0,5 – 0,3 0,1+t2 – – 

5 0,6 – 0,8 1,4 – – 0,5 0,8+1,2t2 – – 

6 0,5 – 0,4 1,2 0,6 – 0,8 2,4t2 – – 

7 – – 0,8 1,8 2 – 1,2 – – 3 

8 – – 0,5 1,5 0,8 – 0,6 – – 5 

9 – – 0,6 1,8 0,5 – 1,4 – 0,6t – 

10 – – 0,8 2,4 0,9 – 1,0 – 1,2t – 

11 – – 0,5 1,4 1,2 – 1,2 0,5+1,6t2 – – 

12 – – 0,8 1,2 1,4 – 0,8 – 0,8t – 

13 0,8 – 0,9 1,8 1,2 – 0,6 0,8t2 – – 

14 – – 1,2 1,9 1,5 – 0,5 – – 1,8 

15 0,9 – 0,4 1,2 0,8 1,6 0,4 1,2t2 – – 

16 – – 0,8 2,2 1,2 – 0,8 0,5+t2 – – 

17 – – 0,5 1,2 0,8 1,8 0,6 – 1,2t – 

18 – – 0,4 0,9 0,6 1,2 0,4 0,8+1,2t2 – – 

19 0,6 – 0,8 1,4 1,8 – 1,2 – 0,8t – 

20 1,2 – 0,4 – 2,4 – 0,5 – – 2 

21 – – 0,6 2,4 0,8 – 0,8 – 1,5t – 

22 – – 0,8 – 1,4 – 0,4 – t – 

23 1,2 – 0,4 – 1,5 2 0,6 – – 1,6 

24 0,4 – 0,8 – 1,2 2 0,8 – 1,2t – 

25 – – 0,6 2 0,8 – 1,2 – – 2,5 

26 0,8 – 1,4 – 1,2 2 0,4 0,8+1,2t2 – – 

27 0,5 – 1,5 – 0,8 1,2 0,6 – 0,8t – 

28 0,4 – 0,6 1,2 0,5 – 0,5 2t2 – – 

29 0,8 1,2 0,5 – 1,6 – 0,8 – 1,4t – 

30 0,4 1,4 0,6 1,2 0,8 – 1,2 – – 4 
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Возьмем вертикальную плоскость ПО, которая будет неподвиж- ной и проходящей через ось Oz. Относительно 

плоскости ПО будем рассматривать поворот плоскости П, связанной с телом (), на угол 

. Этот угол  будет изменяться с течением времени. 

Тогда  = (t) – есть уравнение вращения тела () относительно неподвижной оси Oz. 

Количество оборотов N и угол поворота тела  в радианах свя- заны формулой  = 2N. 

Средняя угловая скорость вращения тела определяется отноше- нием приращения  угла к бесконечно малому  

промежутку времени 

ср = 
∆ 

.
 

∆t 
 

 
Мгновенное значение   lim 

∆


t 0 ∆t 
 

d

dt 
 ̇  . 

Размерность   
 рад  

 с1 . 


 с 

  

Среднее значение углового ускорения вращения тела определя- ется отношением приращения угловой скорости к 

бесконечно мало- му промежутку времени 

ср  
 

.
 

t 
 

Мгновенное значение  

lim  

 
d  ̇  ˙. 

t 0 t dt 

Размерность    
 рад  

 с2  . 

 с2   

Часто в технике угловую скорость вращения тела измеряют в оборотах/минуту, тогда 
2n n 

 

 
где [n] = [об/мин]. 

   , 
60 30 



102 
 

o 

 

Выведем формулы для вычисления скорости и ускорения любой точки тела при его вращательном движении 

(рис. 74). 

Траекторией точки M будет окружность радиуса r. Применяем ес- тественный способ задания движения точки 

S  S(t ) ,  т.е. M‸M  S . 
 
 

 
 

Рис. 74 

 
dS 

Скорость точки v  , но S    r . 
dt 

 

Тогда v  
d 

(  r )  r  
d 

   r . 
dt dt 

 
 
 
 

(1) 

 

Вектор скорости v всегда будет направлен перпендикулярно ра- диусу r в сторону вращения, как показывает 

. 

Ускорение точки M есть геометрическая сумма двух составляю- щих – нормального и тангенциального 

ускорений. 
 

a= an  a , ( an  a ). 

v    r 
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Нормальное ускорение 

a  
v 2

 
 
2  r 2  2  r , a  2  . 

n 
r r 

n r 

 

Тангенциальное   ускорение 

a  
dv 

 
d 

(  r )  r 
d

    r , a    r . 
dt dt dt 

 

Нормальное ускорение всегда направлено к оси вращения, а тангенциальное – перпендикулярно радиусу окружности. 

Тогда a=   r  . (2) 
 

Угол наклона ускорения a к радиусу  r определяется по форму- 

ле 

tg 
n 

 
 

. (3) 

2 

Если v  a  0 – вращение тела ускоренное, а если v  a  0 – 

замедленное. 

 
1.1 Характеристики вращательного движения тела 

 

а) Равномерное вращение 

При равномерном вращении   const . 
d

Так как   , то d
dt 

   dt . 

 d  dt  C ,  t  C – уравнение вращения тела. 

 

б) Равнопеременное вращение 

При равнопеременном вращении 
d


  const . 

Можно записать   , d    dt . 
dt 

an
2 
 a 

2
 

 2  4 

a

a 
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Изменение угловой скорости вращения 

d
  o  t . 

Но   , тогда 
dt  d o  dt    t  dt  C , где C  o . 

Окончательно уравнение вращения тела 

  o  ot 
t 2 

. 
2 

 

в) Переменное вращение 

При переменном вращении 



  (t ). Чтобы найти 



 (t ) , надо 

знать  в зависимости от времени t . 

1.2 Векторы угловой скорости и углового ускорения. 

Формула Эйлера1 
 

Рассмотрим скорость точки M тела, вращающегося вокруг оси Oz (рис. 75). 

 
 

Рис. 75 

 
Воспользуемся прямоугольной системой декартовых осей коор- динат с началом на оси вращения, неизменно связанной 

с телом 1. 

1 Эйлер Леонард (15.4.1707–18.9.1783). Математик, механик, физик и астроном. Академик Петербургской АН с 1726 г. 
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Радиус-вектор точки M можно представить в следующем виде 

r  x i  y j  z k . 
 

 

При этом координаты x, y, z и вектор k не зависят от времени, а вектора i и j являются функциями 

времени, так как они враща- ются вместе с телом 1. 

   dr di dj 
Тогда v = = x + y . 

dt dt dt 

di 
Производные 

dt 
 

  

векторов i , j : 

 
 

dj 
и являются скоростями точек на концах 

dt 

 
  di 
   j ; 

dj 
   i . 

dt dt 

Далее j  k  i , i  k  j , 

 
следовательно, 

 
  

di 
 k  i ; 

dj
 

dt dt 
 k  j , 

где  k   - вектор угловой скорости. 

Принимая во внимание, что k  k  0 , получим 
 

 
 

Модуль скорости | v ||  |  | r | sin(‸,r ) ,  v =   h . 

Определяя угловое ускорение как вектор, характеризующий бы- строту изменения вектора угловой скорости, будем 

иметь 

  
d 

. 
dt 

Если     0, то вращение тела 1 ускоренное, а если      0 – 

вращение тела замедленное. 

v=   r 
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1.3 Вектор ускорения точки M 
 

Ускорение точки M, как вектор, определяется геометрической суммой вектора нормального и вектора 

тангенциального ускорения. 

a 

С другой стороны, 

 an  a , (an  a ). 

a  
dv  

d 
(  r )  

d 
 r    

dr
    r    v . 

dt dt dt dt 

Следовательно, an 

Модули ускорений: 

   v и a    r . 

| an  ||  |  | v | sin(‸,v ); an  v  2h ; 

| a ||  |  | r | sin(‸,r ); a    h . 
 

2. Передаточные механизмы 
 

Передаточный механизм осуществляет передачу вращательного движения от ведущего вала (источника энергии) к 

ведомому валу (органу рабочей машины) при помощи зубчатых колес, фрикцион- ных зацеплений, цепных и 

ременных передач, винтовых передач и т.д. 

На рис. 76 показана передача вращательного движения при по- мощи двух фрикционных или зубчатых колес, 

где 1 ведущее коле- со, а 2 – ведомое. 

 

Рис. 76 
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Скорость точки контакта со стороны колеса 1 будет  v A  1  r1, а 

со стороны колеса 2 – 

соотношения 

v A  2  r2 . Тогда 1  r1  2  r2 , получаем 

i  
r2

 

r1 

 
1 

2 
 
1 

2 
 
1 , (4) 

2 
 

где i – называется передаточным числом. 

Большое распространение в технике получила передача «винт – гайка»,  которая  преобразует  вращательное  

движение  винта  в  его поступательное движение. Рассмотрим связь между этими двумя видами движения. 

На рис. 77а показана цилиндрическая поверхность, на которой изображена винтовая линия, где h – шаг винта. 

 

а) б) 

Рис. 77 
 

Угол поворота винта 0    2 , а образующая где r – радиус цилиндрической 

поверхности. 

0  (A1A2  S)  h , 

Если цилиндрическую поверхность разрезать по винтовой линии и развернуть, то получится прямоугольный 

треугольник A0 A0 A0

(рис. 77б), в котором A‸A   r  ,  A A  2 r ,  A‸A   A A  . 
1   o o 1 1   o 1 o 
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Тогда Ao A1A2 ~Ao Ao Ao ,  откуда  можно  записать  пропорцию 

S 
 

Ao A1 .
 

  

h Ao Ao

S 
 

r 

h 2r 

 
и S  

h 


2




. (5) 

 

Поступательное перемещение винта прямо пропорционально уг- лу его поворота. 

Формула (5) будет справедлива для скорости V и ускорения a 

поступательного перемещения винта. 

v 
h 
 , 

2
a  

h 
 . (6) 

2


Пример решения задачи 
 

На рис. 78 показан передаточный механизм, который состоит из винтовой пары 1, клина 2, зубчатой рейки 3, 

двухступенчатого коле- са 4 и ременной передачи со шкивами 5 и 6. 

 

 

Рис. 78 
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Заданы следующие параметры: R = 0,4 м – длина рукоятки вин- та; V = 0,6t (м/с) – изменение 

скорости точки A конца рукоятки; SA = 1,2 м – пройденный путь точкой A по дуге окружности радиуса R; h = 0,04 

м – шаг винта;  = 70О – угол наклона плоскости клина 2 к гори- зонту; r4 = 0,6 м; R4 = 0,8 м; r6 = 0,8 

м – радиусы колес. 

На рис. 78 зубчатая рейка 3 находится в зацеплении с двухсту- пенчатым колесом 4. 

Определить скорость и ускорение точки M в конце пройденного пути SA, если SA(0) = 0; VA(0) = 0. 

Решение 

Определим время t, за которое точка A пройдет по дуге окруж- ности радиуса R путь SA. 

В естественном способе задания движения точки v  
dS 

 0,6t . 
dt 

Разделяя переменные, получим  dS 0,6tdt  C1. 

Окончательно S  0,3t 2  C1. При SA (0)  0 , C1  0 и S  0,3t 2 . 

Пройденный путь SA  S( )  S(0)  0,3t 2 . 

Тогда   SA    
1,2 

 
 2с . 

0,3 0,3 

Скорость v( )  0,6  0,6  2  1,2м / с . 

 
Угловая скорость винта   

v( ) 



R 

1,2 
 

 

0,4 
 3с 1. 

По  формуле  (6)  вычисляем  поступательную  скорость  винта,  ко- торая будет равна скорости клина 2. 

v  v  
h 
  

0,04 
 3  0,02м / с . 

1 2 2 1 2


В точке контакта клина 2 с рейкой 3 
v3  tg , откуда v v2 3  v2  tg . 
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a 

a 

 

При   70o v3  0,02  tg70o  0,055м / с . 

Скорость v3 является окружной скоростью для большого колеса 4. 

 
Поэтому v   R , откуда   

v3  
0,055 

 

  

 0,07с1. 
3 4 4 

R4 0,8 


Запишем пропорцию 

4 

 
r4 , откуда 

r5 

5 
r4 



r5 

 
0,6 

 0,07  0,035с1. 

1,2 

6 
 

r5 ,
 

 

  

  
r5 



  
1,2  0,035  0,053с 1.   0,053с1. 

 r 6 r 5 0,8 6 
5 6 6 

Ускорение точки A тангенциальное a  
dv 

dt 
 0,6м / с2 ; 

1  
R 

 
0,6 

0,4 
 1,5с2 . 

a  a  
h 
  

0,04 
1,5  0,01м / с2 ; 

1 2 2 1 2

a3  a2tg 0,01 tg70o  0,027м / с2 ; 

4  3 
R4 

 
0,027 

0,8 
 0,034с2 ; 5  

r4 

r5 

 
0,6 

0,034  0,017с2 ; 
1,2 

6 
r5 



r6 

 
1,2 

0,017  0,026с2. 

0,8 
 

Скорость точки M vM  6r6  0,053  0,8  0,042м / с . 

По формуле (2) вычисляем ускорение точки M: 

aM  r6  0,6  0,0157м / с2 . 4   2 B B 0,0534  0,0262 

4 

5 



4 

4 

5 
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2 

 

По формуле (3) определяем 
 

tg  
6

 

6 

 
0,026 

0,053 

 

 0,049 ,   26,1∘ 
. 

 

Ответ: vM  0,042м / c ; aM  0,0157м / с2;   26,1∘ 
. 

 

Все эти векторы показаны на рис. 78. 
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Задача К.3. Кинематический расчет плоского 
механизма 

В заданных вариантах (рис. 80 – 85) для плоского механизма описать вид движения каждого звена в данный 

момент времени. Найти: скорости точек A, B, C и D; угловые скорости всех звеньев механизма; ускорения точек A, B и C; 

угловые ускорения звеньев механизма. 

Необходимые для расчета данные приведены в таблицах 6, 7. 
 

1. Плоское движение твердого тела 

При плоском или плоскопараллельном движении все точки тела перемещаются в плоскостях, параллельных 

некоторой неподвижной плоскости. 

Механизмы, звенья которых совершают плоское движение, на- зываются плоскими механизмами. 

Пусть твердое тело 1 (рис. 79) совершает плоское движение. 
 

 

 

Рис. 79 

Отрезок AAо, принадлежащий телу 1, будет перемещаться поступа- тельно. Полученное сечение () тела 1 будет 

перемещаться в своей плоскости П. Следовательно, плоское движение твердого тела пол- ностью определяется 

движением плоской фигуры () в своей плос- 
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Рис. 80 

 

 

 
 

К 3.1 К 3.2 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



114 

Рис. 81 
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Рис. 115 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



116 

Рис. 116 
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Рис. 117 
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Рис.118 
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Таблица 6 
 

Номер 
вариан- та 
(рис. 80-

85) 

 
З а д а ч а К 3.1 

 

ω1, 

с-1 

ε1, 

с-2 

l1, 

м 

AB, 

м 

BC, 

м 

1 1 2 2 4 3 

2 1 2 3 4 3 

3 2 2 3 4 2 

4 1 2 3 4 2 

5 1 2 3 4 3 

6 2 2 3 2 3 2 

7 2 1 2 6 2 

8 2 2 1,6 4 1 

9 1 2 3 4 2 

10 2 1 2 5 2 

11 1,4 2 2 4 3 

12 1,6 1,8 2 4 2 

13 1,2 2 2 4 3 

14 2 1,2 2 6 2 

15 1,4 2 3 2 1 

16 2 1,4 2 4 2 

17 1,4 2 3 4 3 

18 1 2 3 5 2 

19 1,6 2 3 6 3 

20 1,2 2 2 6 2 

21 1,4 1,6 3 4 1 

22 1,2 1,4 2 4 2 

23 1,4 2 3 4 1 

24 1,2 1,6 2 3 2 

25 1,6 1,8 2 4 1 

26 1,2 2 3 6 2 

27 1,4 1,6 3 4 2 

28 1 2 4 8 2 

29 1,4 1,8 3 6 2 

30 1 2 2 6 2 
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Таблица 7 
 

Номер 
вариан- та 
(рис. 80-

85) 

  
З а д а ч а К 3.2 

  

ω1, 

с-1 

ε1, 

с-2 

VA, 

м/с 

a , 
A 

м/с2 

l1, 

м 

l3, 

м 

r, 

м 

R, 

м 

1 1 2 – – 1 – 0,5 – 

2 2 1 – – –  2 0,5 – 

3 – – 2 4 – – 0,5 2 

4 2 2 – – 2 – 1,2 – 

5 2 0 – – – 1 0,5 – 

6 1 2 – – 2 – 0,5 – 

7 – – 3 2 – – 1 3 

8 – – 2 2 – – 1 – 

9 – – 2 2 – – 1 – 

10 – – 1,5 2 – – 0,8 – 

11 1,2 1,8 – – – 3 1 – 

12 2 0 – – 1,2 – 0,8 – 

13 1,6 1,4 – – 3 4 0,8 – 

14 1,4 1,8 – – 4 – 1,2 – 

15 – – 2 1,4 – – 0,8 – 

16 – – 1,4 2 – 4 0,5 2 

17 – – 1,2 2 – 3 0,5 2 

18 1,2 1,8 – – 2 4 0,8 – 

19 – – 1,4 1,8 – 3 0,5 0,8 

20 – – 1,2 2 – 4 0,4 0,8 

21 2 0 – – 2 3 0,6 – 

22 1,4 – – – 3 – 0,8 – 

23 1,2 1,6 – – 2 4 0,6 1,2 

24 1,4 2 – – – 4 0,8 2 

25 – – 1 2 – 4 0,6 1,4 

26 1,4 1,2 – – 2 4 0,5 – 

27 – – 1,2 1,4 – – 0,8 – 

28 – – 1,4 2 – 4 0,6 – 

29 – – 1,6 1,4 – 6 0,5 3 

30 – – 1,6 2 – – 0,4 2 
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1 2 

 

кости П. Если отрезок АВ принадлежит фигуре (), то его движение в плоскости П полностью определяет плоское 

движение тела 1. 

Рассмотрим перемещение отрезка АВ в своей плоскости из одно- го положения в другое (рис. 86). Перемещение 

фигуры (), с отрез- ком АВ, из одного положения (I) в другое (II) можно разложить на поступательное движение 

вместе с полюсом (т. А) и вращение фигуры () (или АВ) в плоскости xOy вокруг полюса (т. А) на 

угол 1 до совмещения с новым положением отрезка А1В1. 

 

Рис. 86 

За полюс можно выбрать другую точку (т. В), тогда вращение бу- 

дет вокруг точки В1 на угол 2. Но 1 = 2 и ˙  ˙ (1 = 2). 

Важно отметить, что поступательное движение фигуры () (от- резка АВ) зависит от выбора полюса, а вращение не 

зависит от вы- бора полюса. 

 

2. Скорости точек тела при плоском движении 

В дальнейшем будем рассматривать плоское движение отрезка 
 

АВ (или вектора AB ) в плоскости чертежа рисунка. 
 

Вектор AB (рис. 87) будет поступательно перемещаться с полю- сом   (т. А)  и вращаться вокруг полюса.  

Тогда  уравнения движения плоской фигуры () можно записать в следующем виде: 

xA = xA(t); yA = yA(t);  = (t). 
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, 

AB 

vB  v A  vB / A 

 

Оси координат xOy неподвижны, а оси координат A непосредст- венно связаны с фигурой (). Из векторного 

треугольника ОАВ вид- но, что 

rB  rA  AB , (1) 

 
 

 

 
 

где векторы r , 
A 

 
 

r меняют модуль и направление, а вектор AB ме- 
B 

 

няет только направление ( = const). 
 

 

 

Рис. 87 

Продифференцируем по времени равенство (1) 
 
 

dr dr d AB 
     B  A  , 
dt dt dt 

 
получаем (2) 

 

где vB - вектор скорости точки B, 

v A  - вектор скорости точки A, 
 

 

VB / A 

 
 

   AB - скорость точки В во вращательном движении фигу- 

ры () вокруг полюса точки A (формула Эйлера). 

Таким образом, скорость любой точки фигуры при ее плоском движении равна векторной сумме скорости полюса и 

скорости этой 



123 
 

 

точки при вращении фигуры вокруг полюса. 

При кинематическом расчете механизма за полюс выби- 

рается точка, скорость которой всегда будем знать по мо- 

дулю и направлению. 

Векторное равенство (2) является одним из способов определе- ния скорости точки фигуры при ее плоском 

движении. 

3. Решение векторного уравнения 

При решении векторного уравнения (2) в первую очередь необ- ходимо сделать анализ каждого вектора, входящего в 

него. Приме- няем правило знаков: «+» – знаем; «–» – не знаем. Для решения уравнения (2) 

необходимо иметь максимум только два минуса. 

a) Пусть vB  v A  vB / A , (3) 

– + + + – + 

где первый знак под вектором – модуль, а второй – направление. Минусы в левой и правой частях равенства. При этом 

всегда 

 

, а по модулю VB/A =  AB  AB. (4) 
 

 

В точке B будет сосредоточено три вектора: vB , v A , vB / A . Через 

точку B проводим прямоугольную систему координат xBy и на эти оси проецируем равенство (3): 

vB cos

vB sin

 vAx 

 vAy 

 vB / A sin 

 vB / A cos 

Решая систему двух уравнений, находим VB и VB/A. Решая формулу 
 

(4), находим   
vB / A . 

 
б) Дано 

AB AB 

vB  v A  vB / A , (5) 

– – + + + + 

V 
B / A 

 AB 
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v 2 
Bx By + v 2 

v 

 
 

где минусы только в левой части равенства. Так же выбираем оси координат XBY и равенство (5) проецируем на эти 

оси: 

 

vBx = vAx + vB/A x; 

vBy = vAy + vB/A y. 

 
Из уравнений нашли проекции скорости точки B, тогда 

v 
 vBx 

 

 

 

 

B = , cos(vB ; i ) = . 
B 

 

В этом случае должны знать  , так как 
AB 

vB / A  AB  AB . 

 
 

4. Мгновенный центр скоростей 

При плоском движении фигуры () в каждый момент времени, при   0, существует такая точка, скорость 

которой равна нулю. Эта точка называется мгновенным центром скоростей (МЦС). Рас- смотрим схему рис. 88. Точку  

А фигуры () выбираем за полюс, так 

как скорость v A этой точки известна по модулю и направлению, а 

также знаем угловую скорость  вращения фигуры относительно 

полюса. Проведем луч AN, перпендикулярный скорости v A , и стро- 

им эпюру скоростей точек этого луча при поступательном движении  фигуры, которая будет иметь форму прямоугольника. 

Треугольник – эпюра скоростей тех же точек при вращательном движении фигуры () вокруг полюса т. А. При этом 

замечаем, что в точке P имеем два вектора скорости, лежащие на одной прямой, противоположно на- правленные и 

равные по модулю. Следовательно, скорость этой точки равна нулю (VP = 0). 

vP  v A   vP / A или v A  vP / A  0 . 
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Рис. 88 
 

 
По модулю V  V , но V    AP . Тогда расстояние от по- 

A P / A P / A 

люса A до МЦС точки P определится по формуле 

AP  
v A , где 






V  AP. 
A 

 

5. Определение скоростей точек плоской фигуры 

при помощи МЦС 

Для нахождения МЦС фигуры нужно в точках приложения ско- 
 

 

ростей двух точек V и 
A 

 
 

V восстановить перпендикуляры к направ- 
B 

лениям скоростей, которые пересекутся в точке P. Это будет МЦС 

(рис.89а). 
 

Скорость V стремится вращать фигуру по ходу часовой стрелки, 
A 

поэтому в ту же сторону показываем . Для определения направле- ния скорости точки C нужно эту точку соединить 

с МЦС и в сторону, 

как показывает , провести вектор V перпендикулярный РС. 
C 

 
Угловая скорость   

vA
  

vB 
 

vC   … .  Для определения ско- 
AP BP CP 



126 
 

v 

 

 
рости точки B нужно использовать пропорцию vA 

 
vB . Зная vA, 

 
 

находим 

 
vB 


BP 

AP A . 

AP BP 

 
 

В другом случае (рис. 89б), когда точки приложения скоростей V 
A 

и vB 
 

    

(V  V ; V  V ) лежат на одном перпендикуляре AN, для оп- 
A B A B 

ределения МЦС нужно через концы векторов v A 
 

 

и V провести пря- 
B 

мую, которая пересечет перпендикуляр AN в точке Р (МЦС). 

Если перпендикуляры  BN1 и  AN2  пересекаются в бесконечности 
 

(BN1  AN2), то V  V , V  V , в данный момент времени  = 0, 
A B A B 

фигура будет перемещаться мгновенно – поступательно (рис. 89в). 
 

 

 

Рис. 89 
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B/A 



 

Следует помнить, что при определенном положении плос- 

кого механизма, каждое звено имеет свой мгновенный центр 

скоростей. 

 

6. Ускорение точек тела при плоском движении 
 

Равенство (2) запишем в виде vB 

цируем его по времени: 

 v A    AB и продифферен- 

dvB 
 

dvA 
 

 

 
d 

 AB    
d AB 

.

 
 

Тогда 

 
dvB 

dt 

dvA 
 

 

dt 

dt dt dt dt 

 a - вектор ускорения точки В; 
B 

 
 a -  вектор ускорения полюса (точки А); 

A 

d 
 AB  

dt 
 AB  a

B / A 

 

- касательное ускорение точки B во 

вращательном движении фигуры относительно полюса; вектор a
B / A 

 

всегда перпендикулярен АВ; по модулю a
B / A 

   AB ; 
 

 

  
d AB 

dt 
   v B / A  an

 - нормальное ускорение точки В, кото- 

рое всегда направлено к полюсу (точка А); по модулю 

an 

B / A 
 2  AB . 

Для точки В окончательно можно записать 

 

 
. (6) 

 
 

Это векторное уравнение решается так же, как уравнение (2). 

Вектор ускорения точки B состоит из геометрической суммы трех 
 

векторов: a
A 

; B / A ; 
n 

B / A 

 

(рис. 90). 

a  a  a
B A B / A B / A 

 an 

a a 
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Рис. 90 
 

Пример решения задачи К 3.1 

На рис. 91 показана схема плоского механизма. 

Исходные данные задачи: 1 = 1,8 c-1; 1 = 1,4 c-2; l1 = 1,5 м; 

AB = 3 м; BC = 2 м. 

Для заданного положения механизма требуется определить  ско- рости и ускорения точек A, B, и C, а также 

угловую скорость и угло- вое ускорение звена 2. 

 

Рис. 91 

Решение 

1) Описание видов движения каждого звена, входящего в плоский механизм. 
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Звено 1 (кривошип), ведущее звено, совершает вращение вокруг неподвижной точки О. 

Звено 2 совершает плоское движение, при этом точка A этого звена перемещается по окружности, радиус 

которой равен l1, а точ- ка B – по горизонтальной прямой. 

2) Определение скоростей точек механизма способом векторного сложения. 

Расчет плоского механизма всегда начинаем от ведущего звена 1 

(рис. 92). 

Рис. 92 

 
Скорость точки A, принадлежащей кривошипу 1, определяем по формуле 

v A  1  l1  1,8 1,5 = 2,7 м/с. 

Вектор 
 

 

V будет перпендикулярен звену 1 и направлен в сторону, 
A 

как показывает 1. 

Для вычисления скорости точки В, направление которой мы зна- ем, запишем векторное равенство, приняв  за 

полюс точку A. 

vB  v A  vB / A . (vB/A  AB). 

– + + + – + 
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В точке B показываем три вектора vB , v A и vB/A . 

Через точку B проводим оси координат xBy и на эти оси проеци- руем векторное равенство. 

x: vB = v Asin15o +vB/Acos60o ; 

y: 0 =VAcos15o - VB/Asin60o. 

Из второго уравнения находим 

cos15o 
 

0,966 
vB/A = v A 

sin60o 
= 2,7 

0,866 
 3,01м/с. 

При этом vB/A = 2  AB, откуда 

 = 
vB/A = 

3,01 
 1с-1. 

 

 

 =1с-1. 
 

2 
AB 3 

2  

Из первого уравнения находим VB . 

vB = 2,7  sin15o + 3,01  cos60o 

vB = 2,2м/с. 
 

 

 
 2,2м/с 

На схеме показываем 2 около полюса – точки A и направляем в 

сторону, как указывает vB/A . 

Для вычисления скорости точки C за полюс можно принять точку 

B и записать векторное уравнение 

vC  vB  vC / B (vC/B  BC ). 

– – + + + + 

Вычислим модуль скорости vC/B . 

vC/B = 2  BC =1  2 = 2м/с. 

В точке C покажем векторы vB и vC/B . 

Через точку C проводим оси x1C y1 и на эти оси проецируем вектор- ное равенство. 

x1 : vCx = vB +vC/Bcos30o ; 
1 

y1 : vCy = vC/Bsin30o. 
1 
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1+ 3,932 

B A 

2    2  

Находим проекции скорости точки C. 

 
 
 
 

Тогда скорость 

vCx 

vCy 

= 2,2 + 2  cos30o = 3,93 м/с; 

= 2  sin30o =1м/с. 

 

vC = =  4,06м/с. 

vC  4,06м/с. 

3) Определение скоростей точек при помощи мгновенного центра скоростей (МЦС). 

При известной скорости VA = 2,7 м/с находим МЦС для звена 2. 

Для этого восстанавливаем перпендикуляры к вектору v A и на- 

правлению скорости точки B, тогда их пересечение (т. P2) дает МЦС звена 2. 

Запишем пропорцию 

vA 
= 

vB 
,
  откуда v = 

BP2 v . 

AP2 BP2 AP2 

Для определения BP2 и AP2 в треугольнике ABP2 применяем теорему синусов. 

AB 

sin75o 
sin45o 

= 
BP2 =

 

sin45o 
sin45o 

AP2 .
 

sin60o 

Тогда 

 
BP2 

BP2 = AB 
sin75o

 

sin45o 
 

 

= 3 
sin75o 

 2,2м;  

sin60o 
 

AP2 = 
sin60o 

= 0,816; 
AP2 = AB 

sin75o
 
= 2,69м; 

vB = 0,816  2,7 = 2,2м/с; vB = 2,2м/с. 
 

При этом  = 
vB

 = 
2,2 

=1с-1;  =1с-1. 

BP2 2,2 

МЦС (точку P2) соединяем с точкой C и перпендикулярно  CP2 

показываем вектор скорости vC в сторону 2 . 

v 2 

Cx1 
+v 2 

Cy1 

1 

1 
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32 + 22 

AC2 + AP2 - 2AC  AP cos78,7o 2 2 

= ; 

 

Тогда vC = 2 CP2 . 

 
Введем угол  = CAB. tg = 

BC 2
 

AB 3 
 = 33,7o. 

Тогда CAB = 45o + 33,7o = 78,7o. 
 

Определим AC = =  3,6м. 

По теореме косинусов вычисляем CP2 . 

CP2 = = 

= 

 
 

 
 4,05м . 

Тогда vC = 2 CP2 =1  4,05 = 4,05м/с ; vC = 4,05м/с. 
 

 

Погрешность по сравнению с первым способом расчета составляет 

  = 
4,06 - 4,05 

100   0,25. 

4,06 
 

4) Определение ускорений точек A, B, C и углового ускорения звена 2. 

При определении ускорений расчет также начинаем от ведущего звена 1 (рис. 93). 

 

Рис. 93 

AB2 + BC2 

3,62 + 2,692 - 2  3,6  2,69  cos78,7o 
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4,862 + 2,12 

1 1 

2 

a 

a 

A A 

A 

A 

n 





 
 

Ускорение точки A, которая перемещается по окружности, будет 

aA  an  a , (an  a ). 

n  2l 

A A 

 1,82 1,5 = 4,86м/с2 ,   


1l1  

A A 

 1,4 1,5 = 2,1м/с2 . 

Тогда aA = =  5,3м/с2 . 

Вектор 
n  

направляем вдоль кривошипа 1 к оси вращения (т. О), 

а вектор a – перпендикулярно кривошипу в сторону  . 
A 

Вычисляем угол наклона вектора 

1 

aA к кривошипу 1. 
 

tg = = 
2,1 

n 4,86 
= 0,4321,   23,4o. 

 
 

Запишем векторное равенство для вычисления ускорения точки B. 

a  an  a  a n  a , (a  AB). 
B A A B/A B/A B/A 

– + + + + + + + – + 

Определим модуль ускорения B/A . 

an 

B/A 
 2  AB =1  3 = 3м/с2 . 

Все пять векторов показываем в точке B. 

Проецируем векторное равенство на оси xBy. 

x: aB  ancos15o  a sin15o  an cos30o  a sin30o ; 
A A B/A B/A 

y: 0 = ansin15o  a cos15o  an sin30o  a cos30o. 
A A B/A B/A 

Из второго уравнения полученной системы определим B / A . 


B / A 

1 
(4,86  sin15o 

cos 30o 
 3  sin30o  2,1 cos15o )  0,84м / с2 

 
Но B / A  2  AB , откуда 2 

a
 B / A 

AB 
 

0,84 
 0,28с2 . 

3 

(an )2  ( aτ )2 A A 

aA 

a a 

a 

a 

a 

a 
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2,72  22 

2 



 

2  0,28с2 . 

На схеме рис. 93 2 

 
 

показываем относительно полюса A в сторону 

направления вектора Ускорение точки 

B 

B / A . 

aB  4,86  cos15o  2,1 sin15o  3  cos 30o  0,84  sin30o  2,2м / с2 

aB  2,2м / с2 . 

Для вычисления ускорения точки C , за полюс принимаем точку B 

и записываем векторное равенство 

aC  a B an  a , (a  BC) . 
C/B C/B 

– – + + + + + + 

C/B 

 

Определим модуль векторов a n и 
C/B 

a
C/B 

an 
C/B 

 2  BC =1  2 = 2 м/с2 , 

a
C/B 

 2  BC = 0,28  2 = 0,56 м/с2 . 

 

В точке C показываем три вектора - aB , an 
, 

C/B 
a

C/B 

 

. Вектор a n 
C/B 

 

на- 

правляем к полюсу (точке B), а вектор сторону 2 . a
C/B 

 

- перпендикулярно BC в 

Векторное равенство проецируем на оси координат x1Cy1. 

x1: aCx  aB  an sin30o  a cos30o ; 
1 C/B C/B 

y1: aCy  an cos30o  a sin30o . 
1 C/B C/B 

Тогда aCx  2,2  2  sin30o  0,56  cos30o  2,7м / с2 ; 

aCy  2  cos30o  0,56  sin30o  2м / с2 . 

Модуль ускорения точки C 

aC    3,36м / с2 . aC  3,36м / с2 . 
 

 

a2 
Cx1 

 a2 
Cy1 

a 

1 

1 
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A 

Направление вектора aC . 

cos( 
 

 )  
aCx 

 
2,7   0,8036  (a 

 
 

; i )  36,5o 
 

a; i1   1      ; C   1 . 

aC 3,36 

Все полученные результаты сводим в таблицу 8. 

 
Таблица 8 

 

vA vB vC 2 aA aB aC e2 

м/с м/с м/с с-1 м/с2 м/с2 м/с2 с-2 

2,7 2,2 14,06 1 5,3 2,2 3,36 0,28 

 

Пример решения задачи К 3.2 

В плоском механизме (рис. 94) двухступенчатое колесо 1 может катиться без скольжения по неподвижной 
цилиндрической поверх- ности 4. 

Заданы следующие величины:  vA = 2 м/с; 

r1 = 0,4 м; R = 2 м; l2 = 3 м. 

   
= 1,8 м/с2;  R1 = 3r1; 

 

 
 

Рис. 94 

Для заданного положения механизма требуется определить ско- рости и ускорения точек A, B, C, D, а также 

угловые скорости и угло- вые ускорения звеньев 1 и 2. 

a 
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A 

Решение 

1) Описание видов движения каждого звена, входящего в плоский механизм. 

Звено 1 (двухступенчатое колесо), ведущее звено (v A , a
 - из- вестные величины), совершает плоское движение по 

неподвижной цилиндрической поверхности. 

Звено 2 находится в плоском движении, при этом точка D этого звена перемещается по прямолинейной 

траектории. 

Звено 3 перемещается поступательно по прямой, имеющей уклон в 30О к горизонту. 

2) Определение скоростей всех точек механизма способом мгно- венного центра скоростей (МЦС). 

Так как звено 1 может катиться без скольжения по неподвижной цилиндрической поверхности 4, то точка контакта P1 у 

них общая, скорость этой точки равна нулю. Значит точка  P1 – есть МЦС звена 1 (рис. 95). 

 

Рис. 95 
 

Тогда скорость v    r , откуда   
v A  

2 
 5с1.   5с1. 

 

  

A 1 1 
r1 0,4 

1     1  
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r 2  R2 1 1 10 

D B 

 

Точку P1 соединяем с точкой B и перпендикулярно BP1, в сторону 

1, показываем вектор vB .  По  модулю vB  1  BP1,  при  этом 

BP1  r1  0,4  0,57м . VB  5  0,57  2,83м / с . 

vB  2,83м / с . 

Точку C соединяем с P1 и перпендикулярно CP1, в сторону показываем вектор скорости vC . Модуль этой 

скорости 

1, 

v    CP . CP1   r  0,4  1,265м / с . 
C 1 1 1 

Тогда vC  5 1,265  6,32м / с . vC  6,32м / с . 

Для определения МЦС звена 2 нужно в точке B восстановить 

перпендикуляр BP2 к скорости vB , и в точке D восстановить   пер- 

пендикуляр DP2 к наклонной траектории точки D, а пересечение этих перпендикуляров дает МЦС звена 2 (P2). 

Запишем соотношение 

vB 
 

vD 
,
 v  

DP2 v . 

BP2 DP2 BP2 

При известных углах в треугольнике DP2B, вычислим стороны треугольника по теореме синусов. 

AB 

sin75o 
 

DP2 

sin 45o 
 

BP2 ,
 

sin 60o 
AB  l2 . 

Откуда 
DP2 



BP2 

sin 45o 

sin 60o 
 0,8165 , 

BP2  
sin 60o 

sin75o 
 l2  

sin 60o 

sin75o 
 3  2,7м . 

Тогда vD  0,8165  2,83  2,31м / с . vD  2,31м / с . 

Угловая скорость звена 2 2 
vB 

BP2 

 
2,83 

2,7 
 1,05с1. 

2  1,05с1. 

2 2 

10 
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(an )2  (a )2 A A 

r 
 

a


A 



1 

3) Определение ускорений всех точек и угловых ускорений всех звеньев механизма (рис. 96). 

Вычисляем ускорение точки A, которая перемещается по окруж- 

ности радиуса   R  r1  2  0,4  2,4м . 

aA  an  a , (an  a ) . 
A A A A 

n V 2 22 
2
 

Модуль aA    A   1,67м / с . 
 

 

 
Тогда 

 2,4 

aA  


 2,46м / с2 . 

Определяем угол  наклона вектора aA к вертикали. 
 

tg 



  47,2o , 

 
1,8 

n 1,67 

aA 

 1,078 . 

 
 2,46м / с2 . 

  

Угловое ускорение звена 1 определим по формуле 

   A  
1,8 

 4,5с2 . 
1 0,4 

1  4,5с2 . 
 

 

 
 

 

Рис. 96 

 
Для определения ускорения точки C за полюс выбираем точку A 

и записываем векторное равенство в следующем виде: 

1,672  1,82 

aA 

a 
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a2 
Cx Cy  a2 

1 1 

C C 

C / A A 

C / A A 

B B 

 

aC  aA + an 
/ A  a 

/ A ; 

 
 

где 

– – + + + + + + 

an  2  R  52 1,2  30м / с2 ; 
C / A 1 1 


C / A  1  R1  4,5 1,2  5,4м / с2 . 

Все три вектора показываем в точке C, а затем векторное равен- ство проецируем на оси xCy. 

x: aCx  an - a sin  ; 

y: aCy  a  a cos  . 

Тогда aCx 

aCy 

 30  2,46  sin 47,1o 

 5,4  2,46 cos 47,1o 

 28,2м / с2 ; 

 7,1м / с2 . 

aC    29,1м / с2 . aC  29,1м / с2 . 

Направление вектора вектора к оси 

Cx. 

aC : вычисляем косинус угла наклона этого 

     

cos(aC ; i ) 
aCx 

aC 

 
28,2 

 0,969 . 
29,1 

(aC ; i )  14,3o . 

Запишем векторное равенство для определения ускорения точки 

B, (полюс – точка A). 

aB  aA  an 
/ A  a / A , 

где 
n 
B / A  2  r 

– – + + + + + + 

 52  0,4  10м / с2 , 


B / A  1  r1  4,5  0,4  1,8м / с2 . 

Проецируем векторное равенство на оси x1By1, получим: 

x1: aBx  an  a  sin  ; 
1 B / A A 

y1: aBy  a - a cos  . 
1 B / A A 

Тогда aBx  10  2,46 sin 47,1o  11,8м / с2 ; 

28,22  7,12 

a 

a 

a 

1 
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a2 
Bx1 

 a2 
By1 

 a , 

2 2 

 a ; 

D / B 

a 







 

aBy  1,8  2,46 cos 47,1o  0,13м / с2. 

Ускорение точки B 

aB    11,8м / с2. aB  11,8м / с2 . 

Косинус угла наклона aB к оси Bx1. 

cos 
aBx 

aB 

 
11,8 

11,8 
 1;   0. 

Для определения ускорения точки D, за полюс выбираем точку B 

и записываем векторное равенство в следующем виде: 

aD  aB 
n 
D / B 


D / B 

 

где 

 
 

n 
D / B 

 
 2  l 

– + + + + + – + 

 1,052  3  3,3м / с2 . 

В точке D показываем четыре вектора ускорений и проецируем векторное равенство на оси x2Dy2. 

x2: aD cos 30o  aB 
n 
D / B 

y2: aD sin30o D / B . 

Из первого уравнения находим aD . 

a  
1 

(11,8  3,3)  17,4м / с2 . a  17,4м / с2 . 
D cos 30o D  

Из второго уравнения вычисляем D / B . 

a  17,4  sin30o  8,7м / с2 . 

 
Но D / B  2  l2 , откуда 2 

 8,7 2 D / B   2,9с . 2  2,9с2. 

l2 3 

Все полученные результаты сводим в таблицу 9. 

Таблица 9 
 

vB vC vD 1 2 aA aB aC aD e1 e2 

м/с м/с м/с с-1 с-1 
м/с2 м/с2 м/с2 м/с2 с-2 с-2 

2,83 6,32 2,31 5 1,05 2,46 11,8 29,1 17,4 4,5 2,9 

11,82  0,132 

1 

1 

 a 

a 

 a 

a 

a 
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Задача К.4. Сложное движение точки 
 
 

В вариантах (рис. 98 – 100), при известном законе переносного вращения тела () e = e(t) и уравнении 

относительного движения точки Sr = Sr(t), для момента времени t1, определить модуль и на- 

правление вектора абсолютной скорости (V ) и абсолютного ускоре- ния ( a ) точки M. 

Необходимые данные для вычислений приведены в таблице 10. 

 

1. Сложное движение точки 

На рис. 97 изображен общий случай движения тела (), который состоит из поступательного движения вместе с 

полюсом A и мгно- венного вращения вокруг оси A , на которой лежит вектор угловой скорости 
e 

. Ось A называется 

мгновенной осью вращения. 

 

Рис. 97 

По собственной траектории N1N2, принадлежащей телу (), переме- щается точка M. Эта кривая N1N2 

называется относительной тра- екторией точки M. С телом () связаны оси координат A, кото- 

рые перемещаются в пространстве вместе с телом. Система 
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Рис. 142 
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Рис. 143 
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Рис. 100 
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Таблица 10 
 

Номер Уравнение вращения 
тела 1 

 = (t), рад 

Уравнение относи- тельного 
движения точки 

OM = S = S(t), cм 

Исходные данные вари- 
анта 

    

(рис. 
98-100) 

t1, 
с 

b, 
cм 

R, 
cм 

, 
град. 

1 2t3 – t2 6sin( t/4) 2/3 8 – – 
2 t +  t2 4 +4sin( t/6) 1 – – – 
3 4t – t2 10 cos( t/3) 1 10 20 – 
4 t2 + t 10 sin( t/6) 1 – 20 – 
5 2t2 – t 8 cos( t/3) 1 10 – – 
6 5t – 2t2 (15/8) t3 2 10 30 – 
7 2t + 0,5t2 10t3 1 10 – – 
8 3t2 – 3t 36 t2 1/3 – 16 – 
9 4t – 2t2 3 + 14sin( t) 1/4 – – 60 

10 0,6t2 10 sin( t/6) 1 – – 60 
11 t – 0,5t2 20 sin( t/3) 1/2 20 – – 
12 0,5t2 8t3 + 2t 1 4 5 – – 
13 t – t2 10t + t3 2 – – 30 
14 3t – 0,5t2 40 cos( t/6) 2 – 30 – 

15 t +  t2 30 cos( t/6) 2 – – – 
16 0,2t3 + t 5 2 (t2 + t) 2 60 – 45 
17 t +  t2 30 cos( t/3) 1 – 30 – 
18 2t – 4t2 25 (t + t2) 1/2 – 25 – 
19 t + 1,5t2 30 t2 1/3 – 10 – 
20 4t – 2t2 10 sin( t/3) 1/2 – 30 – 
21 2t – 0,25t2 3t2 + 4t 2 – – 30 
22 2t – 0,3t2 75 (0,1t + 0,3t2) 1 – 30 – 
23 0,5 t2 20 cos( t/3) 1 R/2 40 – 
24 3t – t2 15 sin( t/3) 1 – – – 
25 – 2t2 8 cos( t/3) 1 – – 45 
26 1 – 0,5t3 10 cos( t) 1/3 – 15 – 
27 t3 – 8t 6(t + 0,5t2) 2 – – 30 
28 2t2 – 5t 2,5 t2 2 – 30 – 
29 0,6t2 6 6 sin( t/4) 4 30 – 30 
30 2t2 – 3t (5/2) t3 2 – 30 30 
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координат A называется неинерциальной системой отсчета (т.е. 
 

 

подвижной). Орты этих осей e , 
1 

 
  

e , e , как векторы, являются функ- 
2 3 

 

циями времени  e  e  1; e  e (t ); e  e (t ) ; e  e (t ) . 
2 3 1 1 2 2 3 3 

Неподвижная система отсчета xOyz называется инерциальной сис- 
 

темой отсчета, которая связана с Землей. Орты ее осей  i , j , k - еди- 

ничные векторы, которые не меняются по модулю и направлениям. 

Движение точки M по своей траектории N1N2, принадлежащей телу (), относительно подвижной системы 

отсчета A, называет- ся относительным движением. В этом виде движения векторам 

скорости и ускорения присваивается индекс r: v r -  относительная 

скорость; a - относительное ускорение. 
r 

Движение тела () вместе с точкой M (движение подвижной сис- темы отсчета A) называется 

переносным движением, и кинема- 

тическим характеристикам присваивается индекс e: ve - переносная 

скорость; a - переносное ускорение. 
e 

Движение точки M относительно инерциальной системы отсчета xOyz называется абсолютным движением 

точки. Следовательно, абсолютное движение точки M состоит из совокупности переносного и относительного 

движений. 

Переносное движение тела () может быть произвольным: посту- пательным, вращательным, плоским и т.д., а 

относительная траек- тория точки M – прямой или кривой. 

 

2. Формула Бура1 
 
 

Рассмотрим радиус-вектор R (рис. 97) в подвижной системе координат A. Разложим его по ортам 

осей. 

 

 
1 Бур Жак Эдмон Эмиль (5.1832 – 8.3.1866). Французский математик и механик. Написал “Трактат по кинематике” (1865). 

e 
1 
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e 

1 2 

 
 

R    e    e    e . 
1 2 3 

Продифференцируем левую и правую часть равенства по времени 
 

 

dR 
   ̇ 

   
 
 ˙  e 

 
   ̇ e 

 
  

de de 
   1    2 

de 
   3 . 

dt 1 2 3 dt dt dt 
 

 

de 
Из рисунка видно, что 1

 

dt 

 
 

de 
 v , 2

 

dt 

de 
 v , 3

 

dt 
 v3 

 
- векторы скоро- 

стей точек на конце ортов 
 

  

e , e и 
1 2 

 
 

e при вращательном движении 
3 

тела () вокруг полюса A. Используя формулу Эйлера (v 

можно записать: 

   r ), 

   de de de 
   

v  1 

dt 
   e ; 

e 1 
v  2 

dt 
   e ; 

e 2 
v  3 

dt 
   e . 

e 3 

Тогда 
dR 

 (˙  e    ̇ e  ˙  e   )    (  e    e    e ) . 

dt 1 2 3 e e 1 2 3 

Величину (˙  e  ˙  e    ̇ e   )  d̃ R - называют локальной 
1 2 3 e dt 

производной радиус-вектора  R (производной  относительно  под- 

вижной системы  отсчета); 
dR

 
dt 

 ẋ   i  ẏ   j  ż   k - абсолютная 

производная того же вектора (производная относительно неподвиж- ной системы отсчета). 

Окончательно можно записать 

 
 

 
. (1) 

 
Это равенство называют формулой Бура. 

dR 
 

d˜R 
 



dt dt e 
 R 

1 2 3 
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. . 

 

3. Определение абсолютной скорости точки 

Из векторного треугольника OAM (рис. 97)  можно записать 

r  rA  R . 
Дифференцируем по времени: 

 
 

 
   

dr 
 

drA  
dR 

 
drA 

   

 d̃ R
 

   R ; 

 

где 
dr 

 v
 

dt 

dt dt dt dt dt e 

- абсолютная скорость точки M; 

drA 

dt 
 ve - переносная скорость точки при поступательном дви- 

жении тела (); 

e  R  ve - переносная скорость точки при вращательном 

движении тела () вокруг полюса; 

d̃ R 

dt 
 vr 

 
- относительная скорость,  которая  всегда  будет  направ- 

лена по касательной в данной точке M к траектории. 

При ve  ve  ve окончательно    получаем 
 

 

 
 

 
(2) 

 

Вектор абсолютной скорости точки всегда определяется геомет- рической суммой векторов переносной и 

относительной скоростей. Чтобы правильно показать эти три вектора на схеме, в первую оче- редь нужно искать тело (), 

по которому  перемещается точка. 

Как это делается, покажем на примерах. 

 
Пример 1. 

Рассмотрим плоский кулисный механизм (рис. 101), который со - стоит из кривошипа 1 (угловая скорость 

1 задана), ползуна 2 и ку- лисы 3. 

v  ve  vr 
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Рис. 101 

 
Соединительному шарниру A принадлежит три точки A1, A2 и A3. Ползун 2 может перемещаться вдоль кулисы 3, 

поэтому телом () и будет кулиса. Точка A2 принадлежит ползуну, и вектор относитель- 

ной скорости vr будет направлен вдоль кулисы 3. Точка A3 принад- 

лежит  телу  ()  (кулисе  3),  поэтому  переносная  скорость  ve будет 

перпендикулярна звену 3, так как это звено вращается вокруг точки O1. Точка A1 принадлежит кривошипу 1, поэтому 

вектор абсолютной скорости v будет перпендикулярен звену 1 и направлен вверх, как показывает 1. 

В силу векторного равенства v  ve  vr надо помнить, 

что вектор абсолютной скорости v всегда будет являться 

диагональю прямоугольника или параллелограмма, постро- 

енного на векторах ve и vr как на сторонах. 
 

Пример 2. 

Обруч 1, при помощи колечка 3, соединяется с неподвижной проволокой 2 (рис. 102). Все звенья 

механизма располагаются в 
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одной вертикальной плоскости. Обруч 1 находится в плоском дви- 

жении – катится по поверхности, и имеет скорость центра т. O vo . 

Колечко 3 принимаем за точку M, которой принадлежит три точки 

M1, M2 и M3. 
 

 

 

Рис. 102 
 

Телом () будет звено 1, так как по нему перемещается колечко 

3. Точка  M3  принадлежит  колечку  3,  поэтому  относительную  ско- 

рость vr показываем перпендикулярно радиусу OM обруча 1. 

Точка M1 принадлежит обручу 1. Соединяем точку M с МЦС – точкой P1, и перпендикулярно MP1 проводим 

вектор переносной скорости ve . Вектор абсолютной скорости v будет направлен вдоль проволоки, так как точка M2 

принадлежит неподвижному звену 2. Вектор v - диагональ параллелограмма, стороны которого есть 

вектора ve и vr . 

Решая векторное уравнение (2), определяем модули всех скоро- 

стей v , ve и vr . 
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ской механике. 

 

 

 

4. Определение абсолютного ускорения точки 
 

Запишем равенство (2) в развернутой форме: 

v  ve vr  e  R . 

Вектор абсолютного ускорения точки M 

a  
dv 

 
dve




 dvr
 de

 R  




 
dR 

;
 

 
  

dt dt dt dt e dt 
 

 
где 

dve 

dt 
 ae


- переносное ускорение точки при поступательном 

движении тела (); 
dvr    

d̃vr     v 
 

  

 a    v  (формула Бура (1)); 

dt dt e r r e r 

ar - относительное ускорение точки; 

de 

dt 
 e - вектор углового ускорения тела (); 

 
  

dR 
 

d˜R 
 




 

 R  v      R 
 

(формула (1)). 

dt dt e r e 

Тогда a  ae  e  R  ar  e  vr  e  (vr  e  R), 

где e  R  ve - переносная скорость точки при вращатель- 

ном движении тела (). 

a  ae e  R  e  ve  ar  2(e  vr ) , 

где ae  e  R  e  ve  ae  a  an  ae - переносное 
 

ускорение точки; 

2(e  vr )  ak 

e e 

 

 

- ускорение Кориолиса2. 
 
 
 
 

 
 

2 Кориолис Гюстав Гаспар (21.5.1792 – 19.9.1843). Французский механик, член Парижской АН с 1836г. 
Основные исследования относятся к аналитиче- 
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тербургской АН с 1894г. 

 

 

r 

 

Окончательно имеем 

 
. (3) 

 

Вектор абсолютного  ускорения   a равен  геометрической  сумме  век- 

торов переносного  ускорения ae , относительного ускорения ar и ус- 

корения Кориолиса ak . 

5. Ускорение Кориолиса 

В векторной форме ускорение Кориолиса ak 


 2(e  vr ) , по мо- 

дулю ak  2evr sin(e;vr ) . 
Частные случаи: 

а) a 
k 
 0 , если  e = 0, т.е. при поступательном движении тела (); 

б) a 
k 
 0 , если v r  = 0, т.е. при относительном покое; 



в) a 
k 

 0 , если sin(
e 
;v r )  0 , т.е. при параллельности векторов 

 и v . 
e 

Для направления вектора ускорения ak 

правилом Жуковского3. 

надо пользоваться 

 

Правило Жуковского 

Через точку M (рис. 103) проводим плоскость П, перпендикуляр- 

ную вектору e (переносной угловой  скорости  тела  ()).  На  эту 

плоскость П проецируем вектор относительной скорости vr и в той 

же плоскости полученную проекцию скорости поворачиваем в сто- рону переносного вращения тела () на угол 900; это 

и будет на- 

правление ускорения Кориолиса ak . 
 
 
 
 

3 Жуковский Николай Егорович (17.1.1847 – 17.3.1921). Русский ученый в области механики, основоположник 
современной аэродинамики, членкор Пе- 

a  ae  ar  ak 
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Рис. 103 

Пример решения задачи 

Полукруглая пластинка вращается вокруг неподвижной оси AB по закону e = 0,5t3 – 0,2t (рад). Радиус 

пластинки a = 1,2 м. По окружно- сти пластинки от O в сторону, указанную точкой M, перемещается 

точка M по закону OM  Sr  
2

3 
 a 


sin( 

6 
t ) (м). 

Для момента времени t1 = 1с определить абсолютную скорость и абсолютное ускорение точки M (рис. 104). 

Решение 

1) В данной схеме (рис. 104) телом () будет полукруглая пла- стинка. Ее вращение вокруг неподвижной оси 

AB – переносное дви- жение. Движение точки M по дуге окружности пластинки – относи- тельное движение. Движение точки 

M относительно неподвижной оси AB – абсолютное движение. 

2) Определяем положение точки на относительной траектории. Если точка движется по окружности, то лучше 

всего определять угол  между радиусами, которые связывают точку M(t1) и начало отсчета относительной 

траектории точку O (рис. 105). 

Угол   
Sr (t) 

. При t = 1с S (t ) = 
2





 a 
  

 a (м). 

a 1 r 1 3 sin( 
6 

) = 
3
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Тогда угол   



3 
 60o . 

 
 

  

Рис. 104 Рис. 105 

3) Определение абсолютной скорости. 

Запишем v  ve  vr . Переносная скорость ve = e h, где h – пер-

пендикуляр, опущенный из точки M(t1) на ось вращения AB. 

e  
de 

 d 
(0,5t 3  0,2t )  1,5t 2  0,2 

 
(с-1). 

dt dt 

Для t1 = 1c e = 1,3 c-1. 

Перпендикуляр h  a  sin 1,2  sin 60o  1,04 м . 

Тогда ve = 1,31,04 = 1,35 м/с. 

Вектор ve будет приложен в точке M(t1), перпендикулярен h в гори- 

зонтальной плоскости и направлен к нам, как указывает e. 

Относительная скорость 

v  
dSr  

d 
( 
2




 a 
 

 
 2 

 a  
 

. 
 

r dt dt 3 

 2 

sin( t )) 
6 9 



cos( 
6 

t ) 

Для t1 = 1c vr 
9 
1,2  cos( 

6 
)  1,14м / с . 
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v 2  v 2 e r 1,352  1,142 

 

Между векторами ve и vr прямой угол, поэтому 
 

v    1,77м / с . 

Абсолютная скорость V = 1,77 м/с. 

Через точку M проведем оси координат xMyz и на эти оси спрое- цируем векторное равенство (2). Тогда 

получим: 

Vx = Ve = 1,35 м/с; Vy = Vr cos = 1,14cos60o = 0,57 м/с; 

Vz = Vr sin = 1,14sin60o = 0,987 м/с. 
 

Определим направление вектора v : 
cos(

  
 

vx = 
1,35 

= 0,7627 ; (v; i )  40,6o ; 
 

v ;i ) 
v
 1,77 

   v
y 0,57 o 

  

cos(v ; j )= 
v
 = 

1,77 
= 0,322 ; (v; j )  71,2 ; 

cos(v 
 

 

 

vz 0,987 o 
 

 
 

 

;k )= 
v
 = 

1,77 

= 0,5576 ; (v;k )  56,1 . 

4) Определение абсолютного ускорения. 

Для определения абсолютного ускорения a запишем векторное ра- венство (3) в развернутом виде 

a  an  a  an  a  a . 
e e r r k 

Определим модуль и направление каждого вектора, входящего в правую часть векторного равенства. 

Переносное нормальное ускорение 

an  2  h  1,32 1,04  1,76м / с2. Этот вектор направлен 
e e 

вдоль h к оси вращения AB (рис. 106). 

Переносное касательное ускорение 

 
a  



 h . Но 

  
de 

 
 3t . При t 

 
= 1c 


= 3 c-2. Тогда 

e e 

 
a  3 1,04  3,12м / с 2 . 

e 
dt 

1 e e 

Этот вектор будет перпендикулярен плоскости чертежа и направлен к нам. 



156 
 

v  
Относительное нормальное ускорение 

2 
n   r . Но   a , тогда 
r 






n 
 

1,142 
r 1,2 

 1,08м / с2 
 
.  Этот  вектор  будет  направлен  к  центру  ок- 

ружности полукруга. 
 

 

Рис. 106 

Относительное касательное  ускорение 

 dvr d  2 
 

 

  3 


ar  
dt

 
 ( 

dt 9 
 a  cos( t ))    a  sin( t ). 

6 54 6 
  3 

o 2 

При t1 = 1c ar   1,2  sin30 
54 

 0,34м / с . Этот вектор на- 

правлен по касательной к окружности в точке M(t1) и направлен в обратную сторону от направления вектора vr . 

Ускорение Кориолиса 
 
 

    
ak  2 e vr 

 sin(e;vr 
) . 

    
Так как (e;vr )  90o   , то ak  2 e vr  sin(e; vr ) = 

21,31,14cos600 = 1,48 м/с2. Для определения направления вектора 

a 

a 
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a2  a2  a2 x y z 

e 

r r 

e r r 

 

ak   применим правило Жуковского. Вектор vr проецируем на пря- 

мую N1N2 (линия пересечения горизонтальной и вертикальной плос- костей), затем полученную проекцию поворачиваем на 

угол 900 в 

сторону переносного вращения. Вектор ak , по направлению, совпа- 

дает с вектором a . С точкой M(t1) связываем систему координат 

xMyz и на эти оси проецируем векторное равенство для a в раз- 

вернутом виде: 

ax  a  a ; 
e k 

ay  an  an  sin  a  cos ; 

az  an  cos  a  sin . 

Тогда ax = 3,12 + 1,48 =4,6 м/с2; 

ay = 1,76 + 1,08sin600 + 0,34cos600 = 2,87 м/с2; 

az = 1,08cos600 –0,34sin600 = 0,25 м/с2. 

Модуль абсолютного ускорения a : 

a  

Итак, a = 5,43 м/с2. 

 5,43м / с2 . 

 

Направление вектора a : 

cos(
  

) = 
ax =

 4,6 
= 0,8471; 

 
 

 
(a; i )  32,1o ; 

 

 
 

a;i 
a
 5,43 

 cos( 
 ay 2,87 o 

 
  

 

  

 
 a; j )= 

a 
= 

5,43 
= 0,5285 ; (a; j )  58,1 ; 

 
az 0,25 o 

 

  

 cos(a;k ) = 

a 
= 

5,43 
= 0,046 ; 

(a;k )  87,4 . 

Ответ: абсолютная скорость точки v = 1,77 м/с; 

абсолютное ускорение точки a = 5,43 м/с2. 

4,62  2,872  0,252 
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Динамика 

 
Задача Д.1. Вторая задача динамики 

материальной точки 
 

Вариант 1. (рис. 107). Материальная точка 1 движется по наклонной плоскости под действием силы F = 2mt2 (Н). 

Определить уравнение движения точки x = x(t), пройденный путь за время t = 1 с и скорость в конце этого 

пути, если заданы следующие величины:  = 30О; V0 = 2 м/с  –  начальная  скорость;  f  =  0,2  – коэффициент 

трения  скольже- 

ния; xo  0 . 
 

Вариант  2.   Колечко  1,  массой  m  =  2  кг,  скользит  по  окружности  в вертикальной плоскости. Определить 

скорость колечка и реакцию нормального давления в точке A, если заданы следующие величи- ны: V0 = 0; f = 

0,2 – коэффициент трения скольжения; R = 0,4 м – ра- 

диус окружности;  = 30О; o  90∘ . 
 

Вариант 3. Материальная точка 1 скользит вниз по наклонной плос- кости. На точку действует сила сопротивления R = 

2mV, где m - мас- са точки. Определить уравнение движения точки, а также скорость и  пройденный путь за время t = 1 

с, если коэффициент трения сколь- 

жения f = 0,2,  = 45О; V0 = 2 м/с; xo  0 . 

 

Вариант 4. Материальная точка 1 скользит по гладкой внутренней цилиндрической поверхности радиусом r = 0,6 

м в вертикальной 

плоскости. На точку действует сила сопротивления R  
1 

mV 2 , ко- 

2 
 

 

торая направлена в обратную сторону от скорости V . Определить скорость точки и реакцию нормального давления для 1 

= 60О, если масса точки m = 2 кг и начальная скорость V0 = 2 м/с. 
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Вариант 5.  Материальная точка 1, при начальной скорости V0 = 

2 м/с, совершает свободный полет. На точку действует сила сопро- 

тивления R  mV (   0,2с1) . Определить уравнения движе- 

ния точки x = x(t), y = y(t), а также высоту падения h, если l = 2 м. 

 
Вариант 6. Материальная точка 1 движется по гладкой поверхности 

вдоль оси Ox под действием силы F  0,5m cos 2t (Н), которая на- 

клонена под углом  = 30О к горизонтальной линии. Определить уравнение движения точки и максимальную 

реакцию нормального 

давления, если сила сопротивления R  kmV (k  0,1с1) , 

ẋo
  1,2м / с , xo  0 , m = 5 кг. 

 

Вариант 7. Материальную точку 1 бросают вертикально вверх с на- чальной скоростью V0 = 8 м/с. Точка, при движении 

по своей траек- тории Oz, испытывает сопротивление воздуха с силой R  mV 

(  0,2с 1) . Определить, на какую максимальную высоту подни- 

мется точка. 

 
Вариант 8. Материальная точка 1 движется в вертикальной плоско- 

 
 

сти под действием силы притяжения F  kmr (k  16с 2 ). 

Определить уравнения движения точки, если xo  0,5м , 

ẋo
  1,2м / с , yo  0 , ẏo

  2м / с . m – масса точки. 

 

Вариант 9. Материальная точка 1 движется в горизонтальной плос- 
 

 

кости под действием силы притяжения F  kmr (k  25с2 ) , m – 

масса точки. Определить уравнения движения точки, если 

xo  0,4м , ẋo
  1,4м / с , yo  0 , ẏo

  1,4м / с , OA = 0,5 м. 

 

Вариант 10.  Материальная точка 1 брошена под углом  = 30О к го- ризонту с начальной скоростью V0 = 19,6 

м/с. Точка перемещается 
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по своей траектории и попадает в мишень A, расположенную на вы- соте h =1,7 м. Определить дальность полета l 

точки без учета сил сопротивления. 

 

Вариант 11. (рис. 108).  Материальная точка 1, массой m = 4 кг, дви- жется по окружности, 

расположенной в вертикальной плоскости. Радиус  окружности  R  =  0,5  м.  Определить,  какую  начальную  

ско- 
 

 

рость Vo нужно сообщить точке, чтобы реакция нормального давле- 

ния в точке A была равна нулю? Найти величину реакции нормаль- ного давления в точке O. 

 

Вариант 12. Материальная точка 1 перемещается по шероховатой наклонной поверхности (  = 30О) под действием 

вертикальной силы 

F  kmx (k  0,2с 2, m  масса точки) . Определить уравнение 

движения x = x(t) и реакцию нормального давления, если: f = 0,2 – 

коэффициент трения скольжения; m = 4 кг – масса точки; V0 = 2 м/с 

– начальная скорость точки; xo  0 . 

 

Вариант  13. Материальная точка  1,  массой  m = 4  кг,  движется  по дуге окружности в 

вертикальной плоскости под действием силы 

F  km 2 (k  1,2м / с2 ). Определить модуль скорости точки и ре- 

акцию нормального давления для угла 1   
3 

, если V0 = 2 м/с; 

o  0, R = 1 м. 
 

Вариант 14. Материальная точка 1 движется по криволинейной траектории в горизонтальной плоскости 

под действием сил притя- 

жения: F1  k1mr1 ; F2  k2mr2 ( k1  9 с2, k2  4 с 2 , m - масса точ- 

ки).  Определить  уравнения  движения  точки,  если xo  0 , yo  0 , 

ẋo
  1,2 м / с , ẏo

  2 м / с , OA = b = 3 м. 
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Вариант 15. Колечку 1 сообщили начальную скорость V0 = 12 м/с и оно начало скользить по горизонтальной 

окружности с трением, при этом коэффициент трения скольжения f = 0,2 . Радиус окружности 

R = 1 м. Определить скорость колечкаV  V ( ) . 
 

Вариант 16. Колечку 1 сообщили начальную скорость V0 = 8 м/с и оно начало скользить по горизонтальной 

окружности с трением, при этом коэффициент трения скольжения f = 0,3 . Радиус окружности R 

= 1,2 м. Определить угол 1, при котором колечко остановится. 

 
Вариант 17.  Материальной точке 1 сообщили начальную  скорость V0 = 1 м/с и она начала скользить по 

шероховатой цилиндрической поверхности в вертикальной плоскости радиуса  R = 1,5 м. Коэффи- циент трения 

скольжения f = 0,2. Зная массу точки m = 2 кг, опреде- 

лить скорость точки V  V ( ) . 
 

Вариант 18. Материальной точке 1 сообщили начальную скорость 

V0 = 3 м/с и она начала погружаться в жидкость вертикально вниз, 

испытывая при этом силу сопротивления жидкости R  mV 2 

(  2 м1, m – масса точки). Определить скорость точки V  V (z) 

как функцию ее перемещения. 

 
Вариант 19.  Материальную точку 1 бросили под углом  = 60О к го- ризонту (Ox) с начальной 

скоростью V0 = 12 м/с. В свободном поле- 

те точка испытывает сопротивление R  mV  (   0,2 с1, m – 

масса точки). Определить уравнения движения точки x = x(t), y = y(t). 

 

Вариант 20. Материальную точку 1 бросили под углом  = 60О к вертикали с начальной скоростью V0 = 8 м/с. 

Определить дальность полета l точки, если h = 4 м. 
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Вариант 21. (рис. 109). Материальная точка 1, перемещаясь по сво- ей траектории в вертикальной плоскости, 

притягивается к центру A с 
 

 

силой F  kmr ( k  16 с2 , m – масса точки). Определить уравне- 

ния движения точки x = x(t), y = y(t), если: OA = b = 0,6м; 

xo  yo  0 ; ẋo
  2 м / с ; ẏo

  1м / с . 
 

Вариант 22. Материальная точка 1 движется по гладкой горизон- 

тальной поверхности xOy под действием силы F  kmt 2 (m – масса 

точки, k  0,5 м / с 4 ). Определить уравнение траектории точки, ес- 

ли V0 =2 м/с,  = 60О. 

 
Вариант 23.  Материальная точка 1 движется по своей траектории в 

вертикальной плоскости под  действием  подъемной  силы  F  kmy 

( k  0,25 с2 , m – масса точки). На точку действует сила сопротив- 

ления R  mVx (   0,4 с1).  Определить уравнения движения 

точки, если V0 =2 м/с,  = 60О. 

 
Вариант 24. Материальной точке 1 сообщили начальную скорость 

V0 = 4 м/с. При перемещении точки по своей траектории на нее 

действует сила сопротивления R  mVx (   0,4 с1, m – масса 

точки). Определить уравнение траектории точки y = f(x), если она движется в вертикальной плоскости. 

 

Вариант 25. Материальная точка 1 (колечко) начинает скользить с трением по вертикальной окружности, радиус которой R = 

0,4 м. Оп- ределить скорость колечка в точке A, если коэффициент трения скольжения f = 0,3. Какова будет скорость 

колечка VA, если f = 0? 

 

Вариант 26.  Материальная точка 1 перемещается в горизонтальной 
 

 

плоскости под действием силы F  так, что Fx  2m cos 2t (Н ) , 
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Fy  4m sin 4t  6t 2 (Н ).  Определить  уравнения  движения  точки, 

если V0 =2 м/с,  = 45О. 

 
Вариант 27. Материальная точка  1 скользит по  гладкой наклонной 

поверхности под действием силы  F  mx (   0,25 с2 , m – мас- 

са точки). Определить уравнения движения точки и реакцию нор- мального давления для времени t = 2 c, если m = 4 

кг, V0 = 4 /с, 

 = 30О,  = 30О. 

 
Вариант 28. Колечку 1 сообщили начальную скорость V0 =4 м/с и оно начало скользить по 

горизонтальной окружности, испытывая 

при этом силу сопротивления R  mV 2 (   0,4 м1, m = 2 кг – 

масса точки). Определить скорость точки V = V( ) и реакцию нор- мального давления, если радиус 

окружности r = 0,5 м. 

 

Вариант  29. Материальная точка  1,  массой  m = 2  кг,  движется  по гладкой горизонтальной

 поверхности под действием сил 

Q  0,8 sin pt (p  2 c1); F  cx (c  50 Н / м). Определить 

уравнения движения точки, если V0 =2 м/с, xo = 0,4 м. 

 
Вариант 30. Материальная точка 1 движется в вертикальной плос- 

 
 

кости под действием силы притяжения F  kmr ( k  0,2 с2 , m – 

масса точки).  Определить уравнения движения точки, если V0 = 4 м/с и  = 30О. 
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Рис. 164 
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Рис. 165 
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Рис. 166 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 



167 
 

 

1. Динамика материальной точки 

Основной закон механики (Ньютона)1 гласит: 
 

Сила F (рис. 110), действующая на точку M, пропорцио- 

нальна ускорению a и имеет одинаковое с ним направление в 

инерциальной системе отсчета xOyz, 

Этот закон можно записать в виде 

связанной с Землей. 

m  a  F , 
 

(1) 

 

где m - масса материальной точки; 

   

a  
dV 

dt 
- вектор ускорения точки. 

 
 

 
 

Рис. 110 

 
При малых скоростях движения точки M ( значительно меньших скорости света) можно считать, что масса 

точки есть величина по- стоянная (m = const).

 Несколько действующих на точку сил 

 
 
 

1 Ньютон Исаак (4.1.1643 – 31.3.1727). Английский математик, физик, астро- ном, основоположник современной 
механики, создатель математики непрерыв- ных процессов. 
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F1,F2,⋯Fn вызывают такое ее движение, какое бы вызвала одна 
 

 

сила F , равная их геометрической сумме. Такая сила 
        n     

F  F1  F2 ⋯Fn 
 Fk 

k 1 

называется равнодействующей.  Тогда 

(1) можно записать в виде: 

 

. (2) 
 

 

Равенство (2) получило название - основное уравнение механики в векторной форме. 
 

2. Дифференциальные уравнения движения точки 

Если векторное равенство (2) спроецировать на прямоугольные декартовые оси координат xOyz, то получим 
следующие выраже- ния: 

max 
n 

 Fkx ; 
k 1 

may 
n 

 Fky  ; 
k 1 

maz 
n 

 Fkz . 
k 1 

Но ax  ẋ̇ , ay  ẏ̇  , az  ż̇ , где x = x(t),  y = y(t),  z = z(t)  - уравнения 

движения точки, поэтому 
 
 
 
 
 
 
 

. (3) 

 
 
 
 
 
 

 
Система (3) определяет дифференциальные уравнения движения материальной точки в декартовых координатах. 

m  a  Fk 

k 1 

n     

mẋ̇ 


 kx 

n 

F 

 k 1 









mẏ̇  

k 1 

 ky 

n 

F 

mz ˙̇   kz 

n 

F 
k 1 
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o 

n 

 

Свяжем с точкой M подвижную систему отсчета Mnb - естест- 
венные оси координат, на которые спроецируем равенство (2). 

 

Получим ma
n 

 Fk  ; 
k 1 

man 

n 

 Fkn ; 
k 1 

mab 

n 

 Fkb . 
k 1 

 

Для этих осей 

 
a 

dV 

dt 
 Ṡ̇ ; a  

V
 


(Ṡ)2 

 
; 

 
ab  0 . Здесь 

уравнение движения точки S = S(t) задано в естественных коорди- 

натах. На рис. 110 

можно записать: 

M‸M = S -  дуговая  координата  точки  M.  Тогда 

 
 
 
 
 
 
 
 

. (4) 

 
 
 
 
 

где V - проекция скорости на касательную ось, 

 - радиус кривизны траектории в точке M. 

Система (4) определяет дифференциальные уравнения движения материальной точки в естественных координатах. При 

этом послед- нее уравнение является уравнением статики. 

 

3. Две основные задачи динамики точки 

Первая задача. 

Зная массу точки m, уравнения ее движения x = x(t), 
 

y = y(t), z = z(t), определить модуль и направление силы F , дейст- вующей на точку. Проекции силы на оси 

координат определяются из 

соотношений Fx  mẋ̇ ; Fy  mẏ̇ ;  Fz  mż̇ . 


m

dV =
 




dt 

k=1 

n 

F k





m 
V 2 

ρ 
= 

k=1 

n 

F kn 


0=  Fkb 

n 

 k=1 

2 
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F 2  F 2  F 2 x y z 

F 

 

Модуль силы  F  , а направление вектора F опре- 
 

деляется по направляющим косинусам 



cos( F; i ) = 
Fx ; 
F 

 Fy
 

cos( F; j ) = 
F 



; cos( F; k ) = z . 
F 

Первая задача всегда сводится к дифференцированию уравнений движения. 

Вторая задача. 

Зная массу точки m, начальное ее положение ( xo;yo;zo ), начальную скорость ( ẋo; ẏo; żo ), силы 

действующие на нее, определить уравне- ния движения точки (x = x(t), y = y(t), z = z(t)). 

Вторая задача сводится к интегрированию дифференциальных уравнений (3) и (4). 

Вид дифференциальных уравнений (3) и (4) будет зависеть от дей - ствующих сил. В практике могут встретиться 

различные категории сил. 

Категории сил: 
 

1) F =  const – сила постоянная по модулю и направлению (напри- 

мер, сила тяжести P = mg); 

2) F = const – сила постоянная только по модулю, но меняет свое направление (например, сила 

притяжения); 

3) F =  F(S) – сила, зависящая от перемещения точки приложения (например, сила упругости пружины Fупр = 

 c, где  - деформа- ция пружины, [c] = [Н/м] – коэффициент жесткости пружины); 

4) F =  F(V) – сила, которая зависит от скорости точки (например, сила сопротивления среды R   V , 

где [] = [Нс/м] – коэф- фициент сопротивления); 

5) F =  F(t) – сила, которая зависит от времени (например, возму- щающая сила F = Fo sin( t)). 
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Наличие этих сил определяют также линейность или нелинейность дифференциальных уравнений (3) и (4). 

После двойного интегрирования дифференциальных уравнений 

(3) появляются шесть констант (C1, C2, C3, C4, C5, C6). Величину этих констант определяют по начальным 

условиям задачи. 

Начальные условия: 

to  0; xo; yo; zo; ẋo; ẏo; żo. 
 

Пример решения задачи 
 

Точка 1 (рис. 111) под действием силы F1 = 0,4mt (Н) скользит с начальной скоростью Vo = 0,4 м/с по 

наклонной шероховатой плоско- сти OA, для которой f = 0,2 - коэффициент трения скольжения. Затем точка входит 

со скоростью VA в гладкую трубку AB и перемещается в ней под действием касательной силы F2 = 0,2m (Н) 

(R = 0,6м, F1 = 0). В точке B она вылетает из трубки со скоростью VB и перемещает- ся по своей траектории BC. 

Определить: скорости VA, VB, VC; длину участка OA, который она пройдет за время  = 1с; реакцию нормаль- ного 

давления в точке B трубки; уравнение траектории BC; высоту падения h, если l = 4м. 

Решение. 

1) Рассмотрим отдельно участок OA (рис. 112). 

На точку 1 будут действовать: заданная сила F1 = 0,4mt; реакция 
 

нормального давления N  OA; сила тяжести P = mg, всегда на- правленная вертикально вниз, где g = 

9,8м/с2 – ускорение свободно- 

го падения; сила трения скольжения 
 

FТР , которая направлена всегда 

в обратную сторону от скорости движения точки. Применяя (3), за- пишем: 

mẋ̇ 

mẏ̇ 

  Fkx ; 

  Fky ; 

mẋ̇  F1cos10o  P sin60o  FТР ; 

0  N  P cos60o  F1sin10o . 
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Рис. 111 

Из второго уравнения находим 

N  F1sin10o  P cos60o  0,4mt sin10o  mg cos60o  0,07mt  4,9m . 

N  (4,9  0,07t )m (Н). 
 

 

 
 

Рис. 112 

По закону Кулона2 FТР = Nf = (4,9 + 0,07t)m0,2 = 0,98m + 0,014mt (Н). 

Тогда первое уравнение 

mẋ̇  0,4mt cos10o  mg sin60o  0,98m  0,014mt 
 
 
 

2 Кулон Шарль Огюстен (14.7.1736 – 13.8.1806). Французский физик, механик и инженер, член Французской АН с 1781г. 
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после преобразований будет иметь вид: ẋ̇  0,38t  7,5 . 

Первый интеграл: ẋ   Vx  0,19t 2  7,5t  C1; 

второй интеграл: x  0,063t 3  3,75t 2  C1t  C2 . 

Запишем начальные условия: to = 0; xo = 0; 

Используя их, находим: C1 = 0 4; C2 = 0. 

ẋo  Vo  0,4м / с . 

 

Получаем уравнение движения на участке OA в виде 

x  0,063t 3  3,75t 2  0,4t (м). 

Скорость точки Vx  0,4  0,19t 2  7,5t (м/с). 

При  = 1с x() = OA = 0,063 3 + 3,75 2 + 0,4  4,21м, Vx = 

VA = 0,4 + 0,19 2 + 7,5  8,1 м/с. 

2) Теперь рассмотрим криволинейный участок AB (рис. 113). Помещаем точку 1 в промежуточное положение на 

траектории AB (угол   = (t)) и показываем все силы, которые действуют на точку. 

Сила F2 = 0,2m перпендикулярна радиусу окружности; реакция N1 
 

направлена вдоль радиуса; сила P направлена вертикально вниз и отклонена от линии радиуса на угол  = 600 - . Для 

криволинейного участка применяем уравнения (4). 
 

 

Рис. 113 
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m 1  N1  P cos. 

2 

dt 

R d

R 

R 

 

С точкой связываем естественные оси координат  M1 n. Тогда 

m 
dV1  F  P sin; 
dt 

V 2 

R 

Рассмотрим первое уравнение m 
dV1  0,2m  mg sin( / 3   ). 
dt 

В этом дифференциальном  уравнении  три  переменные  величины V1, t и , поэтому в таком виде его решить 

невозможно. Нужно, что- бы были две переменные V1 и . 

Пусть дуга AM1 = S1, тогда V1  
dS1 , но S1 = R. 

 

Можно записать V1  R˙ и ̇  
V1 . Выражение 
R 

dV1 

dt 

 

умножим и раз- 

делим на d: dV1 
 
d 

 ̇   
dV1 

 
V1 

 
dV1 

 
    

, тогда 

dt d d R d

m
V1 

dV1  0,2m  mg sin( / 3  ), т.е.   получаем дифференци- альные 

уравнения с разделяющимися переменными V1 и . 

Разделим переменные и возьмем интеграл: 

1 
V1dV  0,2d  g sin( / 3  )d  C1 

 
или 

1 
V1dV1  0,2d  g sin( / 3   )d( / 3   )  C1. 

V 2 
2
 

Тогда    1  0,1 
2R 

 g cos( / 3  )  C1. 

Константу C1 находим по начальным условиям: о = 0; V1(0) = VA. 

V 2 V 2 
o
 

C1  1  g cos / 3  1  g cos60 
2R 2R 

  
8,12 

2  0,6 
 9,8 cos60o  49,8 м / с2. 

Окончательно получаем 
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1 

2 

 

V 2  2R(49,8  0,12  g cos( / 3   )) 

При 1 = 800 V1(1) = VB, 

(м2/с2). 

VB   8,43 м/с. 

Итак, VB = 8,43 м/с. 

Из второго уравнения определяем N1 = N1(): 

o V 2 

N1  mg cos(60   )  m 1 . 
R 

При 1 = 800, m = 1кг, V1(1) = VB, 

N ( )  N  1 9,8cos(20o )  1 
8,432 

 127,7 
 

1 1 B 

0,6 
Н.

 
Итак, NB = 127,7 Н. 

3) На третьем участке точка 1 находится в свободном полете под действием силы тяжести P . Показываем точку в 

промежуточном положении на  траектории  BC  и  записываем  дифференциальные 

уравнения: 

mẋ̇1  0;  или ẋ̇1  0; 
mẏ̇  P; 


ẏ̇  g. 

 1   1 

 

Решая дифференциальные  уравнения,  получаем: 

ẋ1  Vx 

ẏ1  Vy 

 C1; 

 gt  C3; 

x1  C1t  C2; 

y1  
1 

gt 2  C3t  C4. 
 

Запишем начальные условия для этого участка: 

to = 0; x1(0) = y1(0) = 0; 

где угол  = 800 – 600 = 200. 

ẋ1(0)  VB cos  ; ẏ1(0)  VB sin  , 

По начальным условиям находим константы: 

C1  ẋ1(0)  VB cos  ; C2  C4  0 ; C3  ẏ1(0)  VB sin  . 

Запишем уравнения движения точки: 

x1  VBt cos  ; y1  0,5gt 2 VBt sin  . 

2  0,6(49,8  0,11,42  9,8  cos(20o )) 

1 

1 
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V 2 
Cx1 Cy1 

V 2 

x 

1 1 

y 

B y B 

 

Проекции скорости точки: 

V  V cos  ; 
1 

V  gt V sin  . 
1 

Для определения уравнения траектории точки нужно в уравнениях движения x1 = x1(t) и y1 = y1(t) исключить 

параметр t: 
x1 gx2 

 t  
V

 cos  
;
 y1  2 

1 
2 

 x1tg ; 
B 

 
9,8  x2 

2VB cos 


o 

y1  1 2 2 o  x1tg20 , 

2  8,43 cos 20 
 

или y1  0,078x2  0,36x - это уравнение траектории представля- 

ет параболу. 

Пусть время движения точки по кривой BC будет T, тогда 

x1(T) = l, l = VBTcos , откуда T 
 l 


 4 

 0,5 с. 

VB cos  8,43 cos20o 
 

С учетом этого 

VCx  Vx (T )  VB cos  8,43 cos20o  7,92 м/с; 

VCy 

1 1 

 V (T )  gT 
1 

VB sin  9,8  0,5  8,43  sin20o  2 
 
м/с. 

Скорость точки в момент падения равна 
 

VC    8,17 м/с. 7,922  22 

1 
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Задача Д.2. Теорема об изменении кинетиче- 
ского момента механической системы 

 

Механическая система (рис. 114 – 116) состоит из однородной пластины 2, массой m2, и точки 1, массой 

m1. Пластина вращается вокруг неподвижной оси Oz, а точка под действием внутренних сил движется по пластине 

вдоль заданной траектории с постоянной от- носительной скоростью vr = u = const. В начальный момент, когда 

точка находилась в A, пластина вращалась  с угловой скоростью о. Определить: угловую скорость пластинки  для 

момента вре- мени, когда точка 1 достигнет положения B, если величины a, b, r, 

R,  – заданы. 

 
1. Моменты инерции твердого тела 

 
Мерой инертности тела (), при его вращательном движении во- круг неподвижной оси, является момент инерции. 

Его величина оп- ределяется по формулам (рис. 117): 

Ix  
(v ) 

(z2  y 2)dm ; Iy  
(v ) 

(x2  z2)dm ; Iz =  (x
2 + y 2 )dm ; (1) 

(v) 

где Ix , Iy ,  Iz -  осевые моменты инерции тела (); 

dm - элементарная масса тела; 

 - интеграл по всему объему тела (); 
(v) 

(z2  y 2) - квадрат кратчайшего  расстояния  от  элементарной 

массы dm до оси Ox; 

(x2   z2) -  квадрат кратчайшего расстояния от элементарной массы dm до оси Oy; 

(x2 + y 2 )-  квадрат кратчайшего расстояния от элементарной массы dm до оси Oz. 
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Рис. 178 
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Рис. 179 
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Рис. 116 
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Таблица 11 
 

 Ix Iy Iz 
 

 

 
 
 

 
mR 2 

 

2 

 
 
 
 

mR2 
 

4 

 
 
 
 

mR2 
 

4 

 

 
 
 
 
 
 

m(a2  b2) 

3 

 
 
 
 

 
mb2 

 

3 

 
 
 
 
 

ma2 
 

3 

 

 

 
 

 
m(3a2 + h2 ) 

18 

 
 

 
mh2 

18 

 
 

 
ma2 

6 
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z z 

 

Размерность [ I ] = [кгм2]. 

По формулам (1) можно всегда определить моменты инерции пластинок  –  круга,  полукруга,  

прямоугольника,  треугольника.  Мо- менты инерции этих простейших фигур приведены в таблице 11. Если  оси  

координат  xcCyczc  проходят  через  центр  масс  (точку  C) тела (), то такие оси называются 

центральными осями инерции. Относительно них осевые моменты инерции тела () будут иметь 

наименьшие величины. 

 
 

 

2. Радиус инерции 

Рис. 117 

 

Для тел сложной конфигурации вводится понятие радиуса инерции  (рис. 118). 

Радиусом инерции z называется кратчайшее расстояние от оси Cz до точки A, в которой надо мысленно 

сосредоточит всю массу тела () так, чтобы момент инерции этой материальной точки отно- сительно оси Cz был 

равен моменту инерции тела () относительно той же оси: 

 

m  2  I , где ρz = . (2) 

Iz 

m 
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z 

 

 
 

Рис. 118 
 

3. Моменты инерции тела относительно парал- 
лельных осей (теорема Гюйгенса - Штейнера) 

На рис. 119 ось Oz1 параллельна оси Cz тела (). 
 

Рис. 119 

По теореме Гюйгенса1 – Штейнера2 
 
 
 

 
 

где 

, (3) 

I - осевой момент инерции тела () относительно 
1 

оси Oz1 | | Cz, 
 

1 Гюйгенс Христиан (14.4.1629 – 8.71695). Голландский механик и матема- тик. Основные исследования относятся к 

теоретической и прикладной механи- ке, математике, физике и астрономии. 
2 Штейнер Якоб (18.3.1796 – 1.4.1863). Немецкий математик, член Берлин- ской АН с 1834г. Основные 

исследования относятся к проективной геометрии. 

Iz  Iz  m  d 2 
1 



184 
 

z z 

 

m – масса тела; 

d – кратчайшее расстояние между осями Cz и Oz1. 

С учетом (2) теорему (3) можно записать через радиусы инерции 

    d 2 . 
1 

По формуле (3) видно, что Iz – наименьший момент инерции тела 

(). 

 
4. Момент количества движения точки 

 
 

Количество движения mV - есть количественная мера механи- ческого движения точки. 

Момент количества движения (рис. 120) – это вектор 
 

 

lo  r  mV , при этом lo  пл.П , а  Т.O;mV пл.П , а r - ра- 
 

 

диус-вектор, проведенный из точки O к началу вектора  mV . 
 

 

По модулю | lo || r 

записать: 

|  | mV | sin , или окончательно можно 

 
 

, (4) 
 

где r  sin  h - перпендикуляр, опущенный из точки O на линию 
 

 

действия вектора mV ; 

m – масса точки M. 
 

 

Рис. 120 

lo = mVh 
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k k 

k k 

k 

k 

o 

o 

 

5. Теорема об изменении кинетического момента 

механической системы 

Механическая система характеризуется совокупностью мате- риальных точек (m1, m2, …, mn) 

взаимодействующих между собой. 

В механической системе различают две категории сил: e - внеш- 

ние силы; i - внутренние силы (k  1,n) . Главный вектор и глав- 

ный момент внутренних сил равны нулю, т.е. 

Ri  F i  0 ; i  (rk  F i )  0 . 

Каждая материальная точка, входящая в механическую систему, 

будет иметь количество движения 

 
 

mkVk . Вектор кинетического 

момента механической системы равен 
n 

Ko  (rk  mkVk ) , 
k 1 

где точка O – начало отсчета декартовой прямоугольной системы координат xOyz. 
 

 

Рассмотрим изменение вектора Ko в зависимости от времени. 
 

 dKo 
 d 

( 
n 

r m V ) 


 (
drk  m V ) 





(r  m 
 

 

 dVk 
) 




dt dt k 1 
k k k  dt 

k   k 
k k dt 

 (Vk  mkVk )  (rk  mkak ); 

где Vk  mkVk  0 ; 

mkak  Fe  Fi - основное уравнение динамики для k – ой точки. 

Тогда (rk  mkak )  (rk  Fe )  (rk  F i )  Me  M i , но 

 
i  0 . 

k k o o 

Окончательно можно записать теорему об изменении кинетиче- ского момента в векторно-

дифференциальной форме: 

F 

F 

M 

M 
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o 

k 

 
 

 

dKo 

dt 
 Me 

. (5) 

 

Если спроецировать равенство (5) на ось Oz, то получим 

 
 
 

. (6) 

 

Равенство (6) называется теоремой об изменении кинетическо- го момента механической системы   в   

дифференциальной   фор- ме. 

Если 

n 
 

 Mz(Fe )  0 , то Kz = const для любого момента времени. 
k 1 

Это есть закон сохранения кинетического момента. 

Вычислим кинетический момент (рис. 121) твердого тела () при его вращении вокруг неподвижной оси 

Oz. 

 

 
Рис. 121 

 

Тело () вращается вокруг неподвижной оси Oz с угловой скоро- стью . На теле выделим элементарную массу 

dm, которая будет перемещаться по окружности со скоростью V =   r. 

dKz 



dt 
k 1 

 z k 

n 

M (Fe ) 
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k 

 

Эле ментарн ы й  момент  количества движения массы d m  

запишется  в виде dlz  dm V  r    dm  r 2 . 

Кинетический момент тела () 

Kz   dlz     r 2  dm  Iz ; 

 
где 

(v ) 

 
r 2  dm  Iz 

(v ) (v ) 

- осевой момент инерции тела (). 

Окончательно запишем 

 
. (7) 

 
 

Пример решения задачи 

На схеме рис. 122 однородная пластина 2, массой m2, вращает- ся вокруг неподвижной оси Oz с постоянной 

начальной угловой скоростью о. Затем по пластине из точки A начинает двигаться точка 1, массой m1, с 

постоянной относительной скоростью u = const . 

Определить: угловую скорость пластины  для момента вре- мени, когда точка 1 достигнет положения B, если 

геометрические размеры пластины заданы. 

Решение. 

Запишем теорему об изменении кинетического момента меха- нической системы в проекции на ось Oz 

dKz 

dt 

n 

  M 

 
 

z(Fe ) . 
k 1 

Составим расчетную схему. Для этого покажем на схеме все внешние силы и скорости. На систему действуют 

силы тяжести точ- 

ки P1 и пластины P2 , приложенные соответственно к точке и центру 

тяжести пластины, а также опорные реакции N1,N2 ,N3 ,N4 ,N5 . 

Kz  Iz
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Рис. 122 

 
Точка 1 совершает сложное движение, состоящее из переносно- го и относительного движений. Поэтому 

V  Ve  Vr . 

Покажем эти скорости на схеме. Обозначим точку пересечения оси Oz с плоскостью пластины O1. В 

начальный момент, когда точ- 

ка находится в A, относительная скорость V1r  u направлена по 

траектории от A к B. Чтобы показать переносную скорость, соеди- ним точку O1 c точкой A и перпендикулярно 

радиусу O1A в сторону вращения показываем вектор переносной скорости V1e . 

В конечный момент, когда точка находится в B, относительная 

скорость V2r   u направлена также по траектории AB в сторону от- 

носительного движения. Чтобы показать переносную скорость, со- единим точку O1 c точкой B и перпендикулярно 

радиусу O1B в сто- рону вращения показываем вектор переносной скорости V2e . 

Из расчетной схемы видно, что все внешние силы либо парал- 

лельны, либо пересекают ось Oz. 
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k 

C 

C 2 
2
 

 
Поэтому 

n 
 

 Mz(Fe )  0 и Kz = const для любого момента вре- 

 
мени, или 

k 1 

K2z = K1z . Здесь 

 
K1z 

 
и K2z 

 
- соответственно кинетиче- 

ские моменты системы в начальный и конечный моменты времени. В общем виде кинетический момент 

заданной системы вычис- 

ляется по формуле 
 

Kz  K пл  M (m V ) . 
 

Здесь K пл  I 
z z 1 

- кинетический момент пластины, 
z z z 

 
 

Mz (m1V ) - кинетический момент точки. 

Вычислим момент инерции пластины относительно оси Oz. 

В таблице 11 находим момент инерции прямоугольной пласти- ны относительно оси, проходящей через центр 

масс пластины пер- пендикулярно ее плоскости 

Iz  
m2 (a

2  b2 ) 

3 

Момент инерции пластины относительно оси вращения опреде- лим, используя теорему Гюйгенса – Штейнера 

Iz  Iz

 b 2 
 m  

 
 m2 

4a2  7b2 
. 

12 

Вычислим кинетический момент системы в начальный момент времени, когда точка находится в A. 
K1z  K пл  M 

 
 (m V ). 

1z z 1 1 

Кинетический момент пластины определяем по формуле 

K пл  I  , 

 
где oz 

1z z oz 

- проекция вектора угловой скорости o 
 

пластины на ось 

вращения Oz. Пусть пластина в начальный момент времени вра- 

щается  так,  как  показано  на  схеме.  Тогда  вектор  o направлен 

вверх и oz  o . Следовательно, 

. 
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a2   b 
 3 

2 

 2 

a2   b 
 3 

2 

 2 

1z 

 

пл  Izo  m2 
4a2  7b2 

12 
o . 

Кинетический момент точки относительно оси вращения вычис- лим как сумму кинетических моментов точки в 

переносном и отно- сительном движениях 

Mz (m1V1 )  Mz (m1V1e )  Mz (m1V1r ). 

Так как V1e  o  O1A и V1r  u , то, с учетом правила знаков 

для моментов, получаем 

Mz (m1V1e )  m1V1e  O1A  o  m1 (O1A)2 ; 

Mz (m1V1r )  m1V1r  h  m1u  h . 
 

Радиус OA определяется по формуле O1A  . 
 
 

 

Плечо момента Mz (m1V1r ) - h определяется как перпендикуляр, 
 

 

опущенный из точки O до линии действия вектора V1r . 

 

h  O1A  sin(1  2 )  O1A   sin(1  2 ) . 
 

Синус разности двух углов представим в виде 

sin(1  2 )  sin1  cos2  sin2  cos1 . 

Значения тригонометрических функций находим из рисунка: 

sin1 
 2a 

, sin
AB 2 

 
  a 

,
 

O1A 

3 
b
 

 
 

 
 

 
где 

 

 
AB 

cos1 


. 

b 
, cos

AB 2 
 2 , 

O1A 

(2a)2  b2 

K 
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(2a)2  b2 

(2a)2  b2 

(2a)2  b2 

(2a)2  b2 

  a   

1 

1 2 

2z  

 
 

Следовательно, 

 
sin(   )  

 2a
 

3 
b
 

 2   
b 






2ab 
 

 

AB O1A O1A AB O1A  AB 
2ab 2ab 2ab 

и h  O1A  sin(1  2 )  O1A  
O A  AB 

 
AB 

 . 

 

С учетом найденных значений кинетический момент точки опреде- лим по формуле 

Mz (m1V1 )  o  m1 (O1A)2  m1u  h 

  3 2  2ab 
 m1 a2   b    o  u  . 

  2    

Таким образом, кинетический момент механической системы в на- чальный момент времени будет равен 

4a2  7b2 
  3 2  2ab 

K1z  m2 o  m1 a2   b    o  u  
12 


  2  

 4a2  7b2   3 2  2ab 
 m2  m1 a2   b  o  m1 u .

12   2  

Вычислим кинетический момент механической системы относи- тельно оси вращения в конечный момент времени, 

когда точка дос- тигнет B 
K2z  K пл  M  

 (m V ) . 
2 z z 1 2 

Кинетический момент пластины определяем по формуле 

K пл  I  , 

где z 

2z z z 

- проекция вектора угловой скорости  пластины на ось 

вращения Oz. Предположим, что вектор  направлен вверх. Тогда 

z   . Тогда  

пл  Iz  m2 

 
4a2  7b2 

. 
12 

K 
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a2  
 b 2 

 2 


(2a)2  b2 

(2a)2  b2 

Кинетический момент точки относительно оси вращения вычис- лим как сумму кинетических моментов точки в 

переносном и отно- сительном движениях 

Mz (m1V2 )  Mz (m1V2e )  Mz (m1V2r ) . 

Так как V2e    O1B и V2r  u , то, с учетом правила знаков для 

моментов, получаем 

Mz (m1V2e )  m1V2e  O1B    m1(O1B)2 ; 

Mz (m1V2r )  m1V2r  h  m1u  h . 

Радиус вращения в переносном движении OB определяется по 
 

формуле O1B  . 

 

Так как траектория относительного движения – прямая линия AB, 

то расстояние h от точки O1 до линии действия вектора же, как и в первом случае. 

 
 

V2r 
такое 

С учетом найденных значений кинетический момент точки опреде- 

лим по формуле 

Mz (m1V2 )    m1(O1B)2  m1u  h 
  b 2  2ab 

 m1 a2        u . 

  2    

Таким образом, кинетический момент механической системы в ко- нечный момент времени будет равен 

4a2  7b2 
  b 2  2ab 

K2z  m2   m1 a2        u  
12 

 4a2  7b2 





 2  

 b 2 



2ab 
 m2  m1 a2      m1 u . 

 12 
  2  

Приравняем значения K2z и K1z 

(2a)2  b2 
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(2a)2  b2 

(2a)2  b2 

2 



 

 

 4a2  7b2   b 2  2ab 
m2  m1 a2      m1 u 

 12 

 4a2  7b2 

  2 

  3 



2 



2ab 
 m2  m1 a2   b  o  m1 u .

 
12   2   

Отсюда получаем ответ 

4a2  7b2 
 

2  3 
 


2 
m2  m1 a 

  
12 

  b 
 


  . 

4a2  7b2   b 2  
o

 

m2  m1 a
2    

12   2  
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; , 





Задача Д.3. Теорема об изменении кинетической 
энергии механической системы 

 

 

Механическая система (рис. 123 – 125) движется под действием силы F , приложенной к катку 1. В системе 

действует момент со- противления M. В вариантах 18, 20, 23, 25, 26, 27 тела 3 и 4 сколь- 

зят по гладкой поверхности. 

При заданных величинах (таблица 12) во всех вариантах схем определить ускорение точки A тела 1. 

Для всех вариантов радиус катка 1 R1 = 1м. 

 
Теорема об изменении кинетической энергии 

механической системы 

Кинетическая энергия – это качественная характеристика меха- нического движения точки  и механической 

системы, твердого тела. Кинетическая энергия механической системы будет определять- 

ся по формуле: 
 

 
 

 
где 

 
m   mk 

, 

 

- масса механической системы; 

VC 

системы; 

r 
C 

- скорость центра масс при поступательном движении 

 
 
- сумма кинетических энергий каждой материальной точ- 

ки в относительном движении, по отношению к центру масс C. 
1 2 

В общем случае для механической системы T    mkVk , где Vk 

 
- абсолютная скорость k – ой точки; 

k 1 2 

T  mV 
1 2 r 

2 
C C T 

T 

n 
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Рис. 195 
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Рис. 196 
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Рис. 125 
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Таблица 12 

 
Номер 
варианта 

(рис.123 
–125) 

m1 m2 m3 R2 R3 2 F M 

кг кг кг м м м Н Нм 

1 8 10 2 0,6 - 0,4 19 2 
2 6 8 16 0,5 0,8 - 16 3 
3 5 6 2 0,8 - 0,6 18 2 
4 4 6 8 0,4 - - 12 1 
5 8 10 4 0,8 - 0,6 14 2 
6 6 10 6 0,8 0,6 0,5 15 1 
7 10 8 12 0,6 - - 18 2 
8 8 6 10 0,5 - - 20 2 
9 6 10 8 0,9 0,8 0,4 16 1 

10 8 10 4 0,8 0,4 0,6 18 2 
11 10 12 5 0,6 - - 15 1 
12 8 12 6 0,8 0,4 0,5 17 2 
13 10 12 6 0,6 0,5 - 12 1 
14 8 10 5 0,8 0,6 0,4 15 2 
15 10 12 6 0,9 0,5 0,4 16 2 
16 8 12 4 0,8 0,6 0,5 13 1 
17 6 4 10 0,8 1,6 - 14 2 
18 10 12 6 0,8 - 0,6 13 1 
19 10 6 8 0,5 - - 16 2 
20 8 12 6 0,9 - 0,5 15 1 
21 10 12 8 0,8 0,5 0,6 17 2 
22 8 10 12 0,8 1,2 0,6 16 1 
23 10 4 8 0,6 - - 14 2 
24 8 12 10 0,9 0,5 0,4 15 1 
25 10 12 4 0,8 - 0,5 16 2 
26 8 10 6 0,8 - 0,6 12 1 
27 10 12 6 1,2 - 0,5 14 2 
28 8 4 6 0,6 - - 15 1 
29 10 12 4 0,9 0,6 0,8 16 2 
30 10 12 6 1,2 0,5 0,6 17 2 
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mk - масса точки; 

1 
m V 2 - кинетическая энергия точки. 

2 
k k 

 

1. Вычисление кинетической энергии твердого тела 
 

а) Пусть твердое тело () (рис. 126) находится в поступатель- ном движении. Выделяем элементарную 

массу dm, которая будет иметь скорость V . 
 

 

Рис. 126 
 

Кинетическая энергия элементарной массы dT 

 
 

1 
dm V 2 . 

2 

Так как при поступательном движении энергия тела () будет V  VC , то кинетическая 
T  dT  

1
V 2 dm  

1 
mV 2 . 

 

 2 
C  2 

C 
(v ) (v ) 

При поступательном движении тела () кинетическую энергию все- гда надо вычислять по формуле (1): 
 

 

, (1) T  mV 
1 2 

2 
C 
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где VC - скорость центра масс тела (). 

б) Рассмотрим вращение тела () (рис. 127) вокруг неподвижной оси Oz. 

 

Рис. 127 
 

Элементарная масса dm будет иметь скорость V =   r. Кинетиче- ская энергия этой массы dT = 

1/2dmV 2 = 1/2 2 dm r2. Для тела 

() будем иметь T   dT 
 

1 
2 

2  r 2  dm . Но  r 
2  dm  IOz 

(v ) (v ) (v ) 

– момент инерции тела () относительно оси вращения Oz. Окончательно запишем формулу для вычисления 

кинетической энергии тела () при его вращении вокруг неподвижной оси Oz: 

 

, (2) 

 
где  - угловая скорость вращения тела. 

в) При плоском движении фигуры () (рис. 128) кинетическая энергия вычисляется по формуле (3): 
 

 

, (3) 

T  
1 

I 
2 

Oz 
2 

T  mV  I 
1 2 1 2 

2 
C 

2 
C 
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где 

 
1 

mV 2 
2 

C 

Рис. 128 

 

- кинетическая энергия поступательного движения фи- 

 

гуры вместе с центром масс C; 

1 
I 2 

2 
C 

 
- кинетическая энергия вращательного движения фигу- 

 

ры относительно центра масс. 

Пусть точка P – мгновенный центр скоростей фигуры () в дан- ный момент времени. Тогда VC =   PC 

подставим в формулу (3) и получим: 

T  
1 

m2PC2  
1 

I 2  
1 

(mPC2  I 
 

   

)  2 . 

2 2 C 2 C 

Но по теореме Гюйгенса - Штейнера (IC  mPC2 )  IP - мо- 

мент инерции фигуры относительно МЦС. Тогда формула (3) при- обретает новый вид: 

 

. (4) 

 

Вычислять кинетическую энергию при плоском движении фигуры 

() можно по формуле (3) или по формуле (4). 

T  I 
1 2 

2 
P 
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k k k 

k k 

 

 

Пример 

Сплошной однородный диск массой m катится по поверхности без скольжения (рис. 129) со скоростью VC. 

 

 

Рис. 129 

 
Вычислим кинетическую энергию диска по формуле (4). По теореме Гюйгенса - Штейнера IP = IC + mr2 = 1/2mr2 + 

mr2 = 3/2mr2. Тогда 

 
. (5) 

 

 
Формулу (5) можно применять при решении задач для сплошных однородных дисков. 

 
2. Теорема об изменении кинетической энергии 

 

Запишем основное уравнение динамики для k – ой материальной точки: 

mk ak  Fe  F i , (k
 

 

 1,n). 
 

 
   

   dV dV dr    dV 
Ускорение a  k  k     k  V 

 
 

 k .  
 k dt dt dr k dr 

k k 

n n n 

mkVkdVk 

k 1 

 Fe  dr 
k 1 

 F i 
k 1 

 drk , 

T  mV 
3 2 

4 
C 
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2 

k k 

W 

 

n n   1 2
 

где 
mkVk dVk 

k 1 

n 
 

 

 d( mkVk 

k 1 

)  dT ; 

 Fe  dr  dAe - элементарная работа внешних сил; 

k 1 

n 

 F i 
 
 dr 

 
 dAi 

 
 
- элементарная работа внутренних сил. 

k k 

k 1 

Тогда dT  dAe  dAi .

Разделим полученное равенство на dt и окончательно получим: 

 
, (6) 

 

 
где 

dAe 

 
e 

dt 

 
- мощность внешних сил; 

dAi 

dt 
 W 

i
 

 
- мощность внутренних сил. 

 
 

Мощность силы F есть скалярное произведение вектора силы на вектор скорости точки приложения 

силы: 

W  F V ; W  F V  cos(F;V ) . 

Мощность от момента пары сил определяется по формуле 

W  Mz  z . 

Равенство (6) выражает теорему об изменении кинетической энер- гии механической системы в 

дифференциальной форме. 

Первый интеграл дифференциального уравнения (6) будет иметь вид: 

 

, (7) 
 
 

 
где 

n 

T  Tk 

k 1 

 
- кинетическая энергия механической системы в 

dT 
 W 

e 
 W 

i
 

dt 

T  T  A  A o 
n 

k e 
n 

i 
k 
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любой момент времени; 

To - кинетическая энергия в начальный момент времени; 
n n 

 Ae;  Ai - суммы работ внешних и внутренних сил на 
k k 

k 1 k 1 

перемещении точки или тела. 

Применяя теорему в виде (6), мы всегда можем определить ус - корение точки или угловое ускорение тела. 

Используя теорему в форме (7), мы находим скорость точки в зависимости от ее пере- мещения или угловую скорость 

тела в зависимости от угла его по- ворота. 

 

Пример решения задачи 
 

Механическая система (рис. 130), состоящая из четырех тел и нерастяжимых нитей, перемещается под 

действием силы F , при- ложенной к телу 1 в центре масс (точка A). При этом тело 1 катится 

без скольжения по наклонной плоскости, а тело 4 скользит по глад- кой горизонтальной плоскости. Момент 

сопротивления M приложен к двухступенчатому шкиву 2, который, при помощи зубчатого заце- пления в точке B, может 

перемещать по вертикали рейку 3. Трение в направляющих рейки отсутствует. 

 
 

Рис. 130 
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Заданы следующие величины: m1 = 10 кг; m2 =6 кг; m3 = 4 кг; 

m4 = 2 кг – массы твердых тел; R2 = 0,8 м; r2 = 0,2 м; 2 = 0,6 м – большой, малый 

радиусы и радиус инерции шкива 2; R1 = 0,4 м – радиус катка 1; момент сопротивления M = 2 Нм; 

движущая сила 

F = 150 Н; g = 9,8 м/с2 – ускорение свободного падения. Определить: ускорение точки A 

(aA ) . 

Решение. 

Изображаем расчетную схему (рис. 131), на которой показываем кинематическую связь между телами и все 

действующие силы в механической системе. 

Рис. 131 

Пользуясь схемой рис. 131 запишем кинематические соотноше- ния, выразив скорости всех тел через скорость 

VA : 

V  2V ;   
V1  

8VA ; V 
 

  

  R  8V ; V  V  2V ;   
VA . 

 

 

1 A 2 
r2 R2 

4 2 2 A 3 1 A 1 
1 

 
Согласно теореме (6) 

dT 
 W e

 

dt 
(W i  0), вычисляем кинетиче- 

скую энергию механической системы через скорость VA . 

T  Tk 

k 1 

 T1  T2  T3  T4 . 

R 
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2 2 

 

2 

R 

 

Здесь T  
3 

m V 2 
 

 

 
- формула (5) для плоского движения катка 1; 

1 
4 

1 A 
 

T2 
1 2 

2 
I2 2 

 
- формула (2) для вращения тела вокруг неподвижной 

оси. При I2  m  2 - момент инерции тела 2, получаем 

1 2 64V 2  2 2 

T2 
m2 2 

  A  32m2 ( 
2 ) VA . 

2 R2
 

 

T  
1 

m V 2 
 

 

 
- формула (1) для поступательного движения тела 3; 

3 
2 

3 3 
 

T  2m V 2 ; T  
1 

m V 2  
1 

m 64V 2  32m V 2 . 
 

  

3 3  A 4 
2 

4 4 
2 

4 A 4   A 
 

Окончательно получаем 
 3   

2 
T   m1  32m2 

 2 




 2m3  32m4 V 2 . 


 
4 

При известных величинах 

 R2 
 

A 

 3  0,6 2  
2 T   10  32  6   2  4  32  2V 2 или T  187,5VA и 

 4  
0,8 




dT 


 375V a . 
 

 

dt 
A A 

Вычисляем мощность всех внешних сил: 

W e  FV  P cos 60oV  M  P V  (F  m g cos 60o  
M8 

 m g2)V . 
 

 

A 1 A 2 3 3 1 3 A 
2 

При заданных величинах 

W e  (150  10  9,8  0,5  
8  2 

 4  9,8  2) V  100,6 V 
 

 

 
(вт). 

0,8 A A 

Тогда 375VAaA  100,6VA . Окончательно получаем 

a  
100,6 

A 
375 

 0,27м / с2 . 

R 2 

A 
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k k 

 
 

Задача Д.4. Дифференциальные уравнения 
движения твердого тела 

Механическая система (рис. 132 – 134) состоит из четырех твердых тел, соединенных между собой при помощи  

нерастяжимых нитей. Заданы следующие параметры: m1, m2, m3, m4 – массы тел; r2, R2 – малый и 

большой радиусы двухступенчатого шкива 2; F - 

сила, действующая на тело 1, которое скользит по шероховатой 

поверхности; f1 = 0,3 – коэффициент трения скольжения для всех вариантов; 2 = 0,4 м – радиус инерции шкива 2 

для всех вариантов; M – момент, приложенный к телу 2. Для определения сил тяжестей тел ис- пользовать ускорение 

свободного падения g = 9,8 м/с2. 

Используя дифференциальные уравнения движения твердых тел, определить ускорение тела 1 (a1). 

Необходимые для расчета числовые величины приведены в таблице 13. 

Дифференциальные уравнения движения механиче- 

ской системы 

Механическая система состоит из совокупности материальных 

точек A1; A2;…; An  ,  где m1;m2;…;mn  - масса этих точек. На 

каждую Ak точку (рис. 135) действуют силы: внутренняя сила. 

 
 

F e  - внешняя сила; 

 
 

F i - 

Радиус-вектор центра масс (точка C) системы 

по формуле (1) 

rc определяется 

r  
mkrk 

c  
m

 

n 

 
, (1) 

где m  mk - масса механической системы; 
k 1 
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Рис. 208 
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Рис. 209 
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Рис. 210 
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Таблица 13 
 

Номер 
варианта (рис. 
132 

- 134) 

m1 m2 m3 m4 F M R2 R3 R4   

 кг кг кг кг Н Нм м м м град град град 

1 10 6 4 8 80 2 0,8 - 0,4 30 45 40 
2 8 6 4 2 60 3 0,9 0,5 - 45 - 30 
3 6 8 6 4 70 2 0,8 - 0,6 30 - 45 
4 4 8 6 8 60 3 1,2 - 0,5 30 30 30 
5 6 8 6 4 40 2 0,9 - 0,4 - - 45 
6 4 6 4 6 50 3 1,2 - 0,3 - - 30 
7 5 8 4 4 60 2 0,8 - 0,4 60 - 20 
8 8 6 5 4 80 3 0,9 0,6 - 30 60 20 
9 6 8 4 4 40 2 0,6 0,8 - - - 30 

10 4 6 8 4 60 3 0,5 0,6 - 30 - 45 
11 6 8 4 4 80 2 0,8 - - 45 - 30 
12 8 10 4 6 60 3 1,2 - 0,6 30 30 20 
13 6 8 4 5 40 2 0,8 - 0,5 30 - 45 
14 4 8 4 6 60 3 0,9 - 0,4 45 60 30 
15 8 8 4 6 80 2 1,2 0,6 - 30 - 20 
16 10 8 4 5 60 3 1,0 - 0,6 30 - 30 
17 8 10 6 4 80 2 0,9 0,5 - 45 -  

18 6 8 4 6 40 3 1,2 - 0,4 30 - 30 
19 8 10 4 8 60 2 0,8 - 0,5 30 - 20 
20 6 8 6 4 80 2 0,6 0,8 - 30 - 45 
21 10 6 4 6 80 3 0,8 - 0,6 30 45 30 
22 8 10 6 4 60 2 0,9 0,6 - 45 60 30 
23 6 8 4 6 60 3 1,2 0,4 0,6 45 - 20 
24 8 10 6 4 80 2 0,8 - 0,4 - - 30 
25 6 8 6 4 80 3 0,9 0,5 - - - 20 
26 8 10 4 6 70 2 1,2 0,4 0,6 30 - 20 
27 8 6 8 4 80 3 0,6 0,8 - - - 30 
28 10 8 6 4 60 2 1,2 0,8 - 45 - 20 
29 6 4 8 4 40 3 0,8 - 0,4 - - 30 
30 8 6 10 4 60 2 0,8 - 0,4 - - 20 
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a 

k 

d 

 

rk - радиус-вектор k – ой точки. 

 

Рис. 135 

Для Ak точки запишем основное уравнение динамики: 
 

  mk ak  Fe  F i 
 

 (k  1,n); (2) 

где ak 

k k 

- вектор ускорения точки. 

   
Но k  

d 2rk 

dt 2 
, поэтому mk 

d 2rk 
 

dt 2 

d 2     

dt 2 
(mkrk ) . 

Для системы материальных точек будем иметь n – уравнений (2). 

Суммируем эти уравнения 
n n n mk ak  Fe  F i . (3) 

 

k 1 

k k 

k 1 k 1 

Но  mk ak 
2     

 2 
(mkrk ) 

2     

2 
(mkrk ).  Используя  соотноше- 

dt dt 
   
 

d 2     
 

ние (1), можно записать 

 
n     

 
 

mk ak  
dt 2 

(mrc )  mac . 

Кроме этого 
 Fe  Re - главный вектор внешних сил; 

k 1 



d 
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k 

 

n     

 F i 
 Ri 

 
- главный вектор внутренних сил. 

k 1 

Но R i  0 , поэтому равенство (3) будет иметь вид 
 

mac  Re ; (4) 

 

где ac - вектор ускорения центра масс механической системы. 

Векторное равенство (4) называется теоремой о движении центра масс механической 

системы. 

Спроецируем (4) на оси декартовой системы координат xOyz, 

получим 

 
 

(5) 

 
 

 
Система (5) характеризует дифференциальные уравнения дви- жения центра 

масс механической системы. 

 
1. Поступательное движение твердого тела 

 

Абсолютно твердое тело – это система материальных точек, расстояния между которыми 

остаются постоянными при любом его кинематическом состоянии. При этом главный вектор внутренних 

сил R i  0 . 

При поступательном движении все точки тела имеют одинако- вые скорости и ускорения. Такое же

 ускорение  будет иметь центр 

масс тела ac . Поэтому дифференциальные уравнения (5) можно 

применять для поступательного движения абсолютно твердого тела. 

mx ̇  ̇
c  F ; 




e 
kx 

mẏ̇c
 


mż̇c

 

 Fe ; 



 ky 

 F . 
e 

kz 
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k 

k 

 

2. Вращение твердого тела вокруг неподвижной оси 
 

Запишем теорему об изменении кинетического момента при вра- щении тела () вокруг неподвижной оси: 

dKz 

dt 
 M 

 
 

z (Fe ) ; 

где Kz  Iz - кинетический момент тела () относительно не- 

подвижной оси Oz; 

Mz (F
e ) - сумма моментов всех  внешних  сил,  действую- 

щих на тело, относительно той же оси. 

Если   ̇ , то   ̇  ˙, 
dKz 

dt 
 Iż̇ . С учетом этих соотно- 

шений получаем дифференциальное уравнение при вращении те- ла вокруг неподвижной оси: 

 

 

 
В уравнении (6) величина 

 
 

Iz = const. 

. (6) 

 

3. Плоское движение твердого тела 

 

При плоском движении фигура () перемещается поступательно вместе с центром масс (точка C) и вращается 

вокруг центра масс (рис. 136). 

 

Рис. 136 

I   M z ˙̇   e 
z k (F ) 
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Запишем уравнения плоского движения: 

xc = xc(t); yc = yc(t); zc = zc(t). 

Действующие силы F e ,F e,…F e вызывают плоское движение фи- 

 
гуры (). 

1 2 n 

Так как плоское движение состоит из поступательного и враща- тельного движений, то нужно записать три 

дифференциальных уравнения: 

 
 

 
(7) 

 
 

где m – масса фигуры (); 

Icz – момент инерции фигуры относительно оси Cz, перпендику- лярной плоскости чертежа. 

 

Пример решения задачи 
 

На рис. 137 представлена механическая система, состоящая из четырех твердых тел, соединенных между собой при 

помощи не- растяжимых нитей. Заданы следующие величины: m1 = 8 кг; m2 = 10 кг; m3 = 4 кг; m4 = 6 

кг – массы тел; F = 80 Н – сила, приложенная к телу 1; f1 = 0,2 – коэффициент трения скольжения 

между телом 1 и поверхностью;  = 30о -  угол наклона поверхности к горизонту; 

 = 20о – угол наклона силы F к траектории движения тела 1; M = 2 Нм – момент пары, приложенной к 

шкиву 2; r2 = 1/2R2; R2 = 0,8 м – малый и большой радиусы шкива 2; 2 = 0,6 м – радиус инерции это- го 

шкива; R3 = 0,4 м; R4 = 0,6 м – радиусы колеса 3 и цилиндра 4; 

g = 9,8 м/с2. Цилиндр 4 катится по плоскости без скольжения. Определить ускорение тела 1 

(a1). 

mx ̇  ̇
c  F ; 

e 
kx 

my ̇  ̇
c  F ; 

e 
ky 

I   M cz ̇
 ̇  z k (F ); e 
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3 1 

 

Решение 

Обозначим цифрами все нити в системе и найдем кинематиче- ские соотношения между всеми телами системы, 

выразив их через ускорение тела 1 – a1. 

  a R R 


a1 a1 , 3     2 , 

a1 r2 

a3 
    2 a1  2a1, 
r2 

a3  a3 ; 

угловое ускорение шкива ̇̇ 2  2  
a1 

r2 

 
a1 

0,4 
 2,5a1 (с-2). 

 
 

 
 

Рис. 137 

Ускорение центра масс цилиндра 4 a  
1 

a  a ; 
4 

2 
3 1 

угловое ускорение ̇̇ 4  4  
a4 

R4 

 
a1 

0,6 
 1,67a1 (с-2). 

Ускорение центра масс колеса 3 

˙˙ 
a


a  2a ; 
2a1 -2 

 
угловое ускорение 3  3  3 

R3  
0,4 

 5a1 (с ). 

Для применения дифференциальных уравнений (5), (6) и (7) не- обходимо разрезать нити и рассмотреть 

отдельно движение каждо- го тела. 
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Тело 1 

Схема движения тела 1 показана на рис. 138. На тело 1 дейст- вуют силы: F = 80 Н; FТр = N1f1 – сила 

трения скольжения, которая  всегда направлена в обратную сторону от направления скорости тела; P1 = m1g = 

89,8 = 78,4 Н – сила тяжести тела 1; N1 – реакция нормального давления(N1  FТр ) , T5 – сила 

натяжения нити. 

 

Рис. 138 

 
Тело 1 находится в поступательном движении, поэтому применяем дифференциальные уравнения (5): 

m ẋ  ̇
1 1 

 

m ẏ  ̇
1 1 

  Fe ; 
kx

1
 

  Fe . 
ky

1
 

Так как y1 = const, то ẏ̇    0 , поэтому 
1 

m ẋ  ̇  F cos   T  F  P sin, 

 
1 1 5 Тр 1 

0  N  P cos  F sin  . 
1 1 

Из второго уравнения 

N  P cos  F sin   78, 4 cos 30
o
  80 sin 20

o 
 95,3Н. 

1 1 

По закону Кулона находим FТр  N1f1  95,3  0,2  19Н . 
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k 

5 2 6 7 2 

5 6 7 

Тогда первое уравнение будет иметь вид: 

8a1  80 cos 20o 

a1  ẋ̇1. 

Тело 2 

 19  78,4 sin30o  T5 , или 8a1  95,4  T5 , где 
 

 

Двухступенчатый шкив 2 вращается (рис. 139) вокруг горизон- тальной оси. 

На тело 2 действуют следующие силы: P2 = m2g = 109,8 = 98 Н 

– сила тяжести тела; T5 = T5', T6, T7 – силы натяжения нитей; M – 

пара сил. 

Рис. 139 

 
Для тела 2 применяем дифференциальное уравнение (6): 

I2ż̇2  Mz (F
e ); 

где I2z  m  2  10  0,62  3,6кгм2 ;  ̇̇      2,5a . 
 

Тогда 

2 2 

3,6  2,5  a1  T '  r 

 

 (T  T )  R 

2 2 1 

, 

9a1  T '  0,4  0,8 T  0,8 T . 

Окончательно получаем 22,5a1  T '  2T  2T . 
 

Тело 3 

5 6 7 

Диск 3 (рис. 140) находится в плоском движении. 

На диск 3 действуют следующие силы: P3 = m3g= 49,8 = 39,2 Н 

– сила тяжести диска; T7, T8 – силы натяжения нитей. 
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k 



 

 

 

Рис. 140 

 
Запишем дифференциальные уравнения (7) для диска: 

m3 ẋ̇3
 

e 
kx3 

I3ż̇3  Mz (F
e ); 

третье уравнение – тождество 0  0 , так как y3  const и 

e 
ky3 

 0 . 

При ẋ̇3
  a3  2a1 и ̇̇3  3  5a1 получим: 

2m3  a1  T7  P3  T8;  1 
m R2  




 T  R . 

 2 

3 3 3 8 3 

Из второго уравнения находим T8: 

m R2  
T8 

 3 3 3  4  0,4  5a1  4a1. 

2 2 

Из первого уравнения определим T7: 
 

T7  2m3a1  P3  T8  2  4a1  39,2  4a1, 

или T7  39,2  12a1 . 

 F 

F 

; 
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kx4 

ky4 

k 

6 

 

Тело 4 

Цилиндр 4 (рис. 141) находится в плоском движении. Он катится по горизонтальной плоскости без 

скольжения. 
 

 

Рис. 141 

 
На цилиндр действуют силы: P4 = m4g = 69,8 = 58,8 Н – сила тяже- сти цилиндра; N4 – реакция 

нормального давления; Fсц – сила тре- ния сцепления; T6
’ – сила натяжения нити (T6 = T6

’ 
). 

Для цилиндра запишем дифференциальные уравнения (7): 

m4ẋ̇4 = Fe  ; 

m4ẏ̇4 = Fe  ; 

I4ż̇4 = Mz(Fe ) . 

При ẋ̇4
  a4  a1, ̇̇4  4  1,67a1, y4  R4  const , 

I  
1 

m R2  
1 
 6  0,62 

 

  

 1,08 
 
(кгм2) 

4z 
2 

4 4 
2
 

 

система уравнений принимает вид: 

6a1  T '  Fсц ; 

0  N4  P4 ; 

1,08 1,67  a1  T '  R  F 
 
 R . 

 
Откуда N4  P4 

 

 58,8 Н; 

6 4 сц 4 
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6a1  T6  Fсц ; 
3a  T   F . 
 1 6 сц 

 

В полученных уравнениях исключаем силу Fсц и получим 

T6  4,5a1 . 
 

Составим систему алгебраических уравнений, полученных для каждого тела: 

8a1  95,4  T5 ; 
22,5a  T   2T  2T ; 

 1 5 6 7 







где 

 
 
T5  T5 ; T6 

12a1  39,2  T7 ; 

4,5a1  T6 ; 

 T6 . 

Из последних уравнений находим 

T6  T7  39,2  16,5a1. 

Первое и второе уравнения сложим 

T6  T7  15,2a1  47,7 . 

Получаем конечное уравнение 31,7a1  8,5  0 , откуда 

a1 
8,5 

 
 

31,7 
 0,27 

 
м/с2. 
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Задача Д.5. Принцип возможных перемещений 
 
 

Д. 5.1. Равновесие плоского механизма 
 

Плоский механизм (рис. 142 – 144) с идеальными и удержи- вающими связями находится в равновесии 

под действием момента M и сил P, Q. 

Все силы, стержни и плоскость ползуна направлены под углами 

0О, 30О, 60О, 90О к горизонту. 

Определить момент M по заданным силам P и Q, если длина кривошипа а = 1 м. 

Ответ: M = 1 Нм. 
 

Д. 5.2. Определение реакций плоской конструкции 
 

Задана плоская конструкция (рис. 145 – 147), состоящая из двух тел 1 и 2, соединенных между собой при 

помощи цилиндрического шарнира C. На конструкцию действуют: P1, P2 – сосредоточенные силы; M – момент 

пары сил; q – равномерно распределенная на- грузка.  Используя  принцип  возможных  перемещений,  

определить реакции в опорах A, B и D. 

Необходимые для расчета данные приведены в таблице 14. 

 
1. Классификация механических связей 

 
Механические связи – это тела, которые ограничивают поло- жение или движение точек 

механической системы. 

В аналитической механике, как и в статике, действует принцип освобождаемости от связей. Несвободную 

механическую систему формально можно представить свободной, если отбросить связи и их действие на систему 

заменить реакциями связей. 

Геометрическая связь налагает ограничение на координаты точки. Уравнение такой связи имеет 

вид f(x; y; z; t; C) = 0; 
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Рис. 223 
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Рис. 224 
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Рис. 225 
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Рис. 145 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



227 

Рис. 227 
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Рис.228 
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Таблица 14 

 
Номер 
варианта 

(рис.145 - 
147) 

P1 P2 M q a 

кН кН кНм кН/м м 

1 6 8 4 2 0,5 
2 10 4 5 1 1 
3 8 6 6 1 0,5 
4 4 6 4 2 1 
5 5 4 3 1 0,5 
6 10 8 6 2 1 
7 5 5 5 1 0,5 
8 8 5 4 2 1 
9 6 8 5 1 0,5 

10 10 8 6 2 1 
11 5 6 4 1 0,5 
12 6 6 6 2 1 
13 8 6 2 1 0,5 
14 6 4 2 2 1 
15 4 4 1 1 0,5 
16 8 8 6 2 1 
17 5 4 3 1 0,5 
18 7 5 6 2 1 
19 8 6 4 1 0,5 
20 10 8 6 2 1 
21 4 4 3 1 0,5 
22 8 6 4 2 1 
23 9 9 5 1 0,5 
24 10 8 6 2 1 
25 6 8 4 1 0,5 
26 7 4 5 2 1 
27 8 8 6 1 0,5 
28 6 6 5 2 1 
29 8 4 4 1 0,5 
30 10 8 6 2 1 



230 
 

 

где x; y; z – координаты точки; t – параметр времени; C – константа. Стационарная или 

склерономная связь налагает ограниче- ние только на координаты точки и имеет уравнение 

f(x; y; z; C) = 0. Вид такой связи показан на рис. 148. Для точки A стержни OA = l и 

AB будут являться связями. Найдем координаты этой точки. 
 

Рис. 148 

 
 

Вводим параметр  - угол наклона стержня OA к оси Ox. 

Тогда xA = lcos и yA = lsin. Избавляясь от параметра , нахо- дим уравнение стационарной 

(склерономной) связи 

x2  y 2  l2  0 . 
A A 

Нестационарная или реономная связь имеет такое же урав- нение, как 

геометрическая связь 

f(x; y; z; t; C) = 0. 

Вид такой связи показан на рис. 149. 
 

 

Рис. 149 
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На схеме рис. 149 показан математический маятник с перемен- 

ной длиной нити l  lo  ut ; где lo – начальная длина нити; u =

const – скорость втягивания нити в колечко O. 

Координаты точки A: xA = l sin; yA = l cos, где  - угол откло- нения нити от вертикали. Избавляясь от 

, находим уравнение не- 

стационарной (реономной) связи x2  y 2  (l  ut )2  0 ,  в  ко- 

 
тором явно присутствует время t. 

A A o 

Кинематическая связь налагает ограничения на координаты точки и ее скорость. Уравнение этой 

связи имеет вид 

f (x; y;z; ẋ; ẏ; ż;t )  0 . 

Геометрические связи и интегрируемые кинематические связи составляют голономные1 связи. 

Механическая система, которая имеет такие связи, называется голономной системой. 

Неинтегрируемые кинематические связи образуют неголоном- ные связи. Соответственно этим видам 

связей систему называют неголономная механическая система. 

Связь называется двухсторонней (удерживающей), если она описывается уравнением 

– строгим равенством (f(x; y; z) = 0). 

Односторонняя (неудерживающая) связь описывается не- равенством (f(x; y; 

z) 0 или f(x; y; z) 0). При двухсторонней связи точка не может покинуть связь как в прямом, так и в обратном на- 

правлениях. 

 
2. Возможные перемещения 

 
Возможные перемещения (рис. 150) – это воображаемые бес- конечно малые 

перемещения точек механической системы, кото- рые позволяют совершать наложенные на систему связи. 

 
 

1 Корень этого слова происходит от греческого holos – целый, полный. В механику этот термин ввел Герц Генрих 
Рудольф (22.02.1857 – 1.01.1894). Не- мецкий физик и механик. Основные работы посвящены электродинамике. 
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Рис. 150 

Представим множество перемещений, допускаемых связью. Эти перемещения изображаются 

приращением радиус – вектора 

r точки A, расположенным в виде пучка векторов  r на поверхно- 

сти П, которая будет в точке A касательной к криволинейной по- верхности По. Если действительные перемещения 

обозначаются 

dr и  d ,  то  возможные  перемещения  будем  обозначать: 

нейное;  - угловое. 

 r - ли- 

В дальнейшем изложении материала модуль вектора  r будем 

обозначать вместо  r просто  r  . 

На рис. 151 связь, неподвижный цилиндрический шарнир 

(точка O), позволяет повернуть стержень 1, по ходу или против хо- да часовой стрелки, на бесконечно малый 

возможный угол поворо- 

та  . 
 

 

Рис. 151 

Тогда точки концов стержня A и B переместятся по дугам 

 
AA1и 

BB1. При бесконечно малых перемещениях эти дуги можно заме- 

нить отрезками в виде векторов  rA и  rB , которые будут перпен- 

дикулярны стержню AB. При этом по модулю  rA    AO и 
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 rB    OB . Исключая из полученных равенств  , находим за- 

висимость между возможными перемещениями точек: 

 rA AO 
.
 

 rB OB 

Если механическая система имеет стационарные (скле- 

рономные) связи, то действительные перемещения мате- 

риальных точек будут совпадать с возможными перемеще- 

ниями  этих же точек. 

При реономных связях действительные перемещения не совпа- дают с возможными перемещениями. 

Если действительное приращение времени dt  0, то  t = 0, 

т.е. механическая система всегда рассматривается в фиксирован- ный момент времени. 

Работа силы на действительном перемещении: 

d A  F  dr ; d A  F  dr  cos ; 

где  - угол между векторами силы F и перемещения dr . 

Работа силы на возможном перемещении: 

 A  F   r ;  A  F   r  cos . 

Если работа реакций связи на возможном перемещении равна 

нулю ( A  N   r 

(совершенной). 

 0), то такая связь называется идеальной 

При таких видах связей всегда будет тождественно выполнять- 
n 

ся условие Nk 

k 1 

  rk  0 ; где 
Nk - реакция связи k – ой точки. 

 

3. Принцип возможных перемещений 
 

Если механическая система находится в покое и имеет стацио- нарные (склерономные), идеальные (совершенные) 

и двухсторон- ние (удерживающие) связи, то сумма работ активных сил на 

возможных перемещениях равна нулю. 
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k 

k 

k 

k 

 
 
 

На каждую точку механической системы, которая находится в 

покое, действуют силы: зи (рис. 

152). 

 
 

Fk - активная сила; 

 
 

Nk - сила реакции свя- 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Рис. 152 
 

Две силы  Fk ;Nk ~ 0  или Fk  Nk  0 

 
 

(k  1,n). Связь, наложен- 

ная на точку  Ak,  позволяет  совершить  возможное  перемещение 

 rk . Равенство Fk  Nk  0 умножим скалярно на вектор  rk и, 

просуммировав от 1 до n, получим: 
n     n 

Fk 

k 1 

 rk  Nk
k 1 

 rk  0 ; 

где Fk   rk   AА -  работа  активной  силы  на  возможном  переме- 

щении; 
 

Nk 

 
  rk 

 
  AN 

 

- работа реакции связи на возможном пере- 

мещении. 

Но механическая система имеет идеальные (совершенные) связи, 

поэтому  AN  0 . 

Окончательно запишем принцип возможных перемещений: 
n 

 AА  0 . (1) 
k 1 
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Рис. 235 

 

 

 

Равенство (1) еще называется уравнением работ активных сил на собственных возможных перемещениях 

точек приложения этих сил. 

 

4. Определение зависимостей между возможны- 

ми перемещениями 

При решении задач с использованием (1) нам необходимо знать связь между возможными перемещениями всех 

точек механиче- ской системы. Если связи в системе стационарные (склерономные), то первый способ, который 

определяет взаимосвязь между воз- можными перемещениями – это способ мгновенного центра пово- рота (МЦП), 

который совпадает с мгновенным центром скоростей (МЦС). 

Для определения МЦП (рис. 153) нужно к векторам возможных 

перемещений  rA и  rB в точках A и B восстановить перпендику- 

ляры AP и BP. Пересечение этих перпендикуляров и даст точку P (МЦП). Относительно МЦП тело () 

повернется на угол  . Тогда 

 rA = PA и  rB = PB. В полученном равенстве исключаем 

 и находим соотношение между  rA и  rB : 
 
 
 

. (2) 
 
 
 

 

rA  
rB 

PA PB 



236 

Рис. 236 

 

 

 

Для определения возможного перемещения точки D эту точку 

соединяем с P (МЦП) и перпендикулярно PD проводим вектор в сторону, указываемую углом  .  rD 

Соотношение (2) широко применяется при решении задач. При  этом равенство (1) удобнее всего 

использовать в другой форме, т.е. составлять не уравнение работ сил на собственных возможных перемещениях, а 

составлять уравнение работ моментов этих сил, относительно собственных МЦП, на возможных углах поворота 

для каждого звена плоского механизма. 

Такая форма имеет вид: 
 

; ( j 

 
 

 1,s) 
 

(3) 
 

где s – количество звеньев плоского механизма. 

Если звено участвует в мгновенно-поступательном движении, то нужно использовать равенство (1). 

Второй способ: если механическая система имеет стационар- ные (склерономные) связи, то проекции (рис. 

154) векторов воз- можных перемещений двух точек A и B на прямую, проходящую через эти точки, равны. 

Через точки A и B проводим прямую MN и 

на нее  проецируем  векторы  rA и  rB ,  тогда  Aa =  Bb,  или 

 rAcos =  rBcos . Как показать возможное  перемещение 

точки D, лежащей на прямой MN между точками A и B? От точки D вправо нужно отложить отрезок Dd = Aa = Bb, 

а затем в точке d к прямой MN 

 

Mp j  
(Fk )   j  0 

k 1 

n     
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Рис. 155 

 

 

 

восстановить перпендикуляр. Затем через концы векторов  rA и 

 rB провести прямую  M1N1,  которая  пересечет  перпендикуляр  в 

точке c. Точку D соединяем с точкой c – это и будет вектор воз- можного перемещения точки D ( rD 

) , при этом  rDcos = Dd = Aa 

= Bb. 

 
5. Эквивалентные схемы опор конструкции 
 

Принцип возможных перемещений, равенства (1) и (3), удобно использовать для определения реакций опор 

статически опреде- лимой неподвижной конструкции, состоящей из нескольких тел. Для каждой реакции связи 

составляется своя расчетная схема с изображением эквивалентной опоры, тогда неподвижная конструк- ция 

становится механизмом. 

Наиболее часто встречающиеся заданные и эквивалентно- расчетные схемы опор показаны в таблице 15. 

Пример решения задачи Д. 5.1 

Схема плоского механизма, который находится в равновесии под действием момента M и сил P, Q, 

показана на рис. 155. 
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k 

 
cos 60 

 

 

Требуется определить момент M, если P = Q = 0,5 Н, а = 1 м. 

 
Решение 

Так как связи идеальные и удерживающие, то применяем прин- цип возможных перемещений 

n 

 AА  0 . 
k 1 

Сообщаем точкам системы возможные перемещения. Так как все связи стационарные (склерономные), то 

возможные перемеще- 

ния  rk 

 
 

удовлетворяют тем же условиям, что и скорости Vk . 

Звенья OA и O1D могут совершать вращательные движения, звенья ABD и BC – плоскопараллельное, а 

ползун C - поступатель- ное. 

Сообщим звену OA бесконечно малый поворот под углом  , 

тогда перемещение  rA будет перпендикулярно  звену  OA,  пере- 

мещение  rD - перпендикулярно O1D, перемещение  rC - парал- 

лельно направляющей плоскости ползуна. 

Строим мгновенный центр поворотов звеньев ABD, BC. 

Запишем сумму работ момента M и сил P, Q на собственных возможных перемещениях: 

M  P rB cos 60∘  Q rC cos30∘  0. (4)  

Определим все возможные перемещения через  . 

rA  a ;  rA   rB cos 60∘;  rC cos 60∘   rB cos 30∘. 

 
Тогда  rB   

a 
; 

cos 60∘ 
 rC  

a cos 30∘ 

cos 60∘ 
2

 

Полученные перемещения подставим в (4), тогда будем иметь: 

∘ 

M  Pa 
cos 60∘

 

 cos30∘ 
2

 

 Qa  
cos 60∘ 


 0. 

. 
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Таблица 15 
 
 

Заданная схема опоры 
Эквивалентно – расчетная схема 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Плоская жесткая заделка 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 

 

 

 
Неподвижный цилиндрический шарнир 
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При   0 , окончательно получим 

M  (3Q  P )a  (3  0,5  0,5) 1  1Нм . 

Ответ: M  1Нм . 
 

Пример решения задачи Д. 5.2 
 

Задана плоская (рис. 156) неподвижная конструкция, которая со- стоит из двух тел 1 и 2, соединенных между 

собой шарниром C. На раму 1 действует сосредоточенная сила P1 = 10 кН и равномерно распределенная 

нагрузка q = 2 кН/м, а на балку 2 – пара сил с мо- ментом M = 6 кНм и сосредоточенная сила P2 = 8 кН. 

Определить реакции опор A и B, если a = 2 м. 
 

Рис. 156 

 
Решение 

1. Определение момента пары в заделке A (MA). 

Вместо заданной жесткой заделки A показываем эквивалентно- расчетную схему (неподвижный цилиндрический 

шарнир A и мо- мент MA) (рис. 157). Тогда вся конструкция становится механизмом. Рама 1 может вращаться вокруг 

шарнира A, поэтому эта точка и будет (МЦП)1 для рамы. Точку A соединяем с точкой C и показыва- 

ем возможное ее перемещение  rC  AC . При этом 

 rC  AC  1, где 1 - возможный угол поворота рамы 1. 
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Определим МЦП для  балки 2. Опора  B позволяет точке B пере- 

мещаться по горизонтали -  rB . К векторам  rC и  rB восстанав- 

ливаем перпендикуляры. Их пересечение дает точку D – (МЦП)2 

балки 2, а 2- возможный угол поворота. 

 

Рис. 157 

 
Составим уравнение работ (3) моментов сил относительно со- ответствующих МЦП. 

M   Q 
1 

a




 P a cos 30o  P a sin30o 
A 1 

2
 1 1 1 1 1 

M  P 
1 

a





 0. 

 
(5)  

2 2 
2 

2 

Для рамы 1  rC  AC  1; для балки 2  rC  CD  2 . 
AC AC KC 2a 

Тогда 2  
CD 

1. Так как  
CD CB a 

 2, то 2  21. 

При 1  0 уравнение (5) запишем в виде: 

M  
1 

Qa  P a(cos30o  sin30o )  2M  P a  0. 
A 

2 
1 2 

Из него, при Q  qa  2  2  4 кН, находим 

MA = P1a(cos 30o  sin30o ) + P2a – 1/2Qa – 2M = 

=102(0,866 + 0,5) + 82 – 1/242 - 26 = 27,32 кНм. 
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Итак, MA  27,32 кНм . 
 

 

2. Определение вертикальной составляющей реакции в задел- ке A (YA ). 

Теперь точку  A представим в  виде ползуна, который  может 

вместе с рамой 1 перемещаться поступательно по вертикали в своих направляющих (рис. 158). К ползуну 

прикладываем силу YA . Тогда вся конструкция становится механизмом. 

 

Рис. 158 

 
При поступательном перемещении рамы 1 возможные перемеще- 

ния точек E, A и C равны, т.е.  rE   rA   rC . (МЦП)2 балки 2 бу- 

дет находиться на опоре B, поэтому   
 rC

 
 
. Запишем уравне- 

 
ние работ 

Pr cos 60o  Y  r 

2 

 
 

 
 M





a 

 
 P 

1 
a








 0 . 

1 E A A 2 2 
2 

2 

Все возможные перемещения точек выразим через  rC 

Pr cos 60o  Y  r  
M 
 rC  

1 
P a 

 rC
 

 

 0 . 
1 C A C a 2 2 a 

При  rC  0 , определим YA 
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Y  
M 

 P cos 60o 
 

 

 
1 

P  
6 
 10  0,5  

1 
 8  4 

 

   

 
кН. 

 
Итак, 

A a 1 

YA  4 кН . 
 

2 2 2 2 

 

3. Определение горизонтальной составляющей реакции в задел- ке A ( XA ) . 

Вместо заделки в точке A показываем ползун (рис. 159), который 

может перемещаться поступательно вместе с рамой 1 в своих на- 

правляющих. К ползуну прикладываем силу рукция становится механизмом. 

 
 

XA , теперь вся конст- 

 

 

Рис. 159 

 
При поступательном перемещении рамы 1 балка 2 тоже будет перемещаться поступательно, опора B это 

допускает. 

Составляем уравнение работ всех сил 

P1 rE cos30o  QrA  XArA  0 . 

При rE   rA  0 находим XA 

XA  P1 cos30o  Q  10  0,866  4  4,66 кН. 

Итак, XA  4,66 кН . 
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4. Определение реакции в опоре B ( RB ). 

Опора B – подвижный цилиндрический шарнир. Мысленно убираем 

опору B и показываем вектор реакции 

 
 

RB , который будет перпен- 

дикулярен к балке 2. Теперь рама 1 неподвижна, а балка 2 может вращаться относительно шарнира точки 

C (рис. 160). 
 

Рис. 160 
 

Точка C будет (МЦП)2 балки 2, 2 - возможный угол поворота. 

Составим уравнение работ моментов сил относительно (МЦП)2: 

M  R a  P 
3 

a




 0 . 
2 B 2 2 

2 
2 

При 2  0 , определяем RB : 

R  
3 

P  
M 

 
3 
 8  

6 
 9 кН. Итак, R  9 кН . 

B 2 2 a 2 2 B  

Все реакции в опорах конструкции найдены. 

 
5. Проверка правильности полученных результатов. Изображаем всю конструкцию и показываем 

действующие (за- 

данные) силы и реакции опор (рис. 161). 

Для проверки используем уравнения статики. Если все реакции опор найдены верно, то применяя уравнения 

статики должны полу- чить тождество (0  0). 
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Fkx 

 

 
 0 ; 

Рис. 161 

XA  Q  P1 cos30o  0 ; 4,66  4  10  0,866  0 ; 0  0. 
 

Fky  0 ; 

YA  P1 cos 60o 

MC (Fk )  0 ; 

 RB P2 0 ; 4  10  0,5  9  8  0 ; 0  0. 

P cos 60o  3a  Q  
1 

a  X 
 

 

 a  M  Y  2a  M  R  a 
1 

2
 

P2 1,5a  0; 

A A A B 

 

10  0,5  3  2  4  0,5  2  4,66  2  27,32  4  2  2  6  9  2  8 1,5  2  0 ; 
 

67,32  67,32  0; 0  0. 

 
Все реакции найдены верно. 

 
Ответ: MA = 27,32 кНм; XA = 4,66 кН; YA = 4 кН; RB = 9 кН. 
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Задача Д.6. Общее уравнение динамики 
 

На рис. 163 – 165 показаны механические системы с одной сте- пенью свободы, которые состоят из твердых 

тел, соединенных не- весомыми и нерастяжимыми нитями. 

Заданы следующие параметры: m1 ,m2 ,m3 ,m4 - массы соот- 
 

 

ветствующих тел; F - активная сила, приложенная к телу 1; 

r2,R2,r3 - радиусы колес ( R2 - наибольший радиус колеса 2); ρ2 - 

радиус инерции тела 2; f - коэффициент трения скольжения тела 

1; k -  коэффициент  трения  качения  тел; , ,  -  углы  наклона 
 

 

плоскостей к горизонту и силы F к опорной поверхности тела 1. 

Каток считать однородным цилиндром. 

Используя общее уравнение динамики, определить ускорение тела 1 (a1). 

1. Принцип Даламбера1 
 

1.1 Материальная точка 
 

Рассмотрим (рис. 162) несвободное движение точки по задан- ной траектории в произвольный момент 

времени. 
 

Рис. 162 

 
Запишем для точки M основное уравнение динамики: 

m a  F  N ; (1) 
 

1 Даламбер Жан Лерон (16.9.1717 – 29.10.1783). Французский математик, ме- ханик, философ, член 
французской АН с 1754 г. Исследования относятся к ме- ханике, гидродинамике, математике. 
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Рис. 247 
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Рис. 248 
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Рис. 249 
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F  N  Ф  0 

k 

 
где 

n     

F   Fk 

k 1 

 
- равнодействующая заданных сил; 

 
 
 

 
чим 

N - реакция связи; m - масса 

точки. 

Величину m a перенесем в правую часть равенства (8) и полу- 

 
0 = F  + N - m a . 

Величину ma  Ф - называют силой инерции точки. Тогда 

 

. (2) 
 

 

В каждый момент времени активная сила F , сила реакции свя- зи N и сила инерции Ф образуют систему 

уравновешенных сил, действующих на точку M. Равенство (2) выражает принцип Далам- бера для материальной 

точки или, как его иногда называют, метод кинетостатики. 
   

Так как система сил  {F; N; Ф} эквивалентна нулю, то к ней 
 

 

можно применять уравнения статики. При этом сила инерции Ф по модулю равна Ф = ma и всегда направлена в 

обратную сторону от ускорения точки. 

1.2 Механическая система 
 

На k – тую точку механической системы (рис. 166) действуют 

внешняя 

 
 

F e  и  внутренняя 
i 

силы. 

Покажем силу инерции 

 
 

Фk , направив ее в обратную сторону от 

ak . Согласно принципу Даламбера для каждой точки Mk запишем соотношение 
 

   Fe  F i  Ф  0 ; где 
 

 k  1,n . (3) 
k k k 

F k 
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RФ  maC 

k 

k 

 

 

Рис. 166 

 
Получим систему n – уравнений. Просуммируем эти уравнения 

n n n 

F e  F i  Фk   0 . 
k k 

k 1 k 1 k 1 

n     

Здесь 
F e  Re - главный вектор внешних сил; 
k 1 

n     

 F i  Ri  0 -  главный вектор внутренних сил; 

k 1  
n 

Фk 

k 1 

 
 RФ - главный вектор сил инерций. 

Следовательно, Re  RФ  0 , и RФ  Re . Из теоремы о 

движении центра масс механической системы maC  Re находим 
 
 

 

. (4) 

 
Главный вектор сил инерции, по модулю, определяется произ- ведением массы системы на ускорение 

центра масс (RФ = maC) и 

направлен в обратную сторону от направления aс . 

Теперь равенство (3) векторно умножим на радиус-вектор rk , 

который соединяет неподвижную точку O (инерциальная система отсчета) с материальной точкой Mk 
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k o 

k o 

o 

 
 

 
   rk  Fe  r  F i  r  Ф  0 , k = 1,n . 

k k k k k 

Просуммируем все уравнения 

n n n 

(rk   F e )   (rk   F i )   (rk   Фk )  0 . 
 

k 1 

n 

k 

k 1 

 
  

k 

k 1 

Здесь (rk   F e )  Me  -   главный момент внешних сил отно- 
k 1 

сительно центра приведения точки O; 
n 

(rk   F i )  M i   0 - главный момент внутренних сил; 
k 1 

n 

(rk   Фk )  MФ 

 
 

- главный момент сил инерций. 

k 1 
 

Следовательно, M e  MФ  0 . 
o o 

Для механической системы принцип Даламбера запишется в следующем виде: 

 

 

 
. 

 
Из теоремы об изменении кинетического момента механиче- 

(5) 

 
ской системы следует 

 
 

e  
dKo , поэтому 

o dt 
 

 

 

. (6) 

Re  RФ  0; 

Mo 
e  M  0. Ф 

o 

M  Ф e dK 
o M    o 

o 

dt 

M 
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RФ = maC 

 

1.3 Приведение сил инерций твердого тела 

к простейшему виду 
 

а) Поступательное движение твердого тела 

При поступательном движении тела () все силы инерции при- 
 

 

водятся в центр масс (точка C) к главному вектору RФ (рис. 167), 
 

который по модулю равен и направлен в обратную 
 

сторону от aс (m – масса тела). 
 
 

Рис. 167 
 

б) Вращение тела вокруг неподвижной оси 

Пусть ось вращения Oz (рис. 168) тела () проходит через центр масс тела (точка C) этого тела. 

 

Рис. 168 
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(RФ )2  (RФ )2  n 

 n 
Ф 

 

 
На основании (6) 

Ф 
 

dKz 

z dt 

 
, но Kz  Iz  , тогда при Iz 

 
= const, 

 

получим , где Iz – момент инерции тела () относи- 
 

тельно оси Oz. 
 

Теперь рассмотрим случай (рис. 169), когда ось вращения Oz 

тела () не проходит через центр масс (точку C). 

Силы инерции тела () приводятся в точку C к главному вектору 

RФ  RФ  RФ и главному моменту Сz1 
. 

 

 
 

 

 
При этом 

 
RФ  ma

Рис. 169 

 
 m    AC ; 

 

RФ  man 

 

 m  2  AC ; 
 

Ф 
Сz1 

 
 IСz1

 

 
  ; 

 C n C 

RФ  . 

 

в) Плоское движение твердого тела 

Фигура () перемещается поступательно с центром масс (точка C) и вращается относительно центра 

масс (рис. 170). 

MФ  I z z 

M 

M 

M 
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MФ  IC  

 

 
 

Рис. 170 

 
Силы инерции приводятся в центр масс (точка C) к главному 

 
 

вектору RФ и главному моменту MФ . При этом 

 
и . 

 
 

Вектор 

 
 

RФ направлен в сторону обратную aс , MФ - в обратную 

сторону от . 
 

2. Общее уравнение динамики 
 

Если система находится в движении и имеет стационарные (склерономные), двусторонние (удерживающие) и 

идеальные свя- зи, то сумма работ активных (заданных) сил и сил инерций на соб- ственных возможных 

перемещениях равна нулю. 

На рис. 171 показана механическая система, которая переме- щается относительно инерциальной системы 

отсчета (т.О). 

Рассмотрим Ak точку, на которую действуют следующие  силы: 
 

  

F k -  активная  сила;  Nk -  реакция  связи,  наложенной  на  точку; 
 

 

Фk  mk ak - сила инерции ( ak - ускорение точки, mk - масса точ- 

ки).  Cогласно принципу Даламбера для точки, можно записать: 
 

  

Fk  Nk 

 
 

 Фk  0 ( k 
 

 

 1,n ) . (7) 

Теперь равенство умножим скалярно на δrk - возможное пере- 

мещение точки. Получим n - уравнений, а затем просуммируем все 

RФ  m  aC 
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k 

k 

k 

k 

k k 

 

 
 

Рис. 171 

уравнения, получим 
n n     n     

Fk 

k 1 

  rk  Nk
k 1 

  rk  Фk
k 1 

  rk  0 . 

n     n 

Тогда Fk   rk    Aa  - сумма работ активных сил на соб- 
k 1 k 1 

ственных возможных перемещениях; 
n n 

Nk 
  rk   AN - сумма работ реакций связей на 

k 1 k 1 

возможных перемещениях. Но при идеальных связях (по опреде- 

 
лению) 

n 

δAN  0. 
k 1  

n 
 

 

Фk 

k 1 

 
  rk 

 
  AФ 

 
 

- сумма работ сил инерций на воз- 

можных перемещениях. 

Теперь окончательно можно записать: 

n n 

 AА   AФ 

 
 

 0 . (8) 

k 1 k 1 
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Уравнение работ (8) будет называться общим уравнением ме- ханики. 

 

Пример решения задачи 

На рис. 172 показана механическая система, состоящая из трех тел, соединенных между 

собой нерастяжимыми нитями. 

Дано: m1 ,m2 ,m3 - массы тел; r2, R2, r3 

 
 

-  радиусы тел;  F  -  ак- 

тивная сила; ,  - углы; 2 - радиус инерции тела 2; f - коэффици- ент трения скольжения тела 1; k - 

коэффициент трения качения те- ла 3. 

Определить ускорение тела 1 ( a1). 
 

Решение 

Покажем ускорение тела 1 

 
a1 в сторону действия силы F и 

найдем ускорения тел 2 и 3, выразив их через a1. 
 
 

 
 

Рис. 172 
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2 

2 2 

2 

3 3 

С C 

2 

1 2 

3 3 

 

Кинематические соотношения: 

  
a 

a 


 


  a 
r 

  
a 

 a 
r
 

1 
2 




2 

2 r2 1
   2 ; 3 
R2 

    2   
2r2 1

 2 ; 
2r3R2 

a  
1 

a  a 
r2 ; a  a . 

3 
2 

2 1 
2R 

1 1 

Покажем активные силы P1  m1g , P3  m3g ; реакции N1, N3 . 

Факторы инерции : Ф1  m1a1; Ф  I22 ; I2  m  2 ; 

MФ  m  2 
a 

; Ф 
 

 

 m a  m a 
r 

; 
 

 

MФ  I  ; 
2 2 2 

2 
3 3   3 3 1 

2R
 3 3 3 

I  
1 

m r 2 ; 
 

 

MФ 
1 

m r 2 
 

 

a1r2  m 
 

 

r2r3 a .
 

 

 

3 
2 

3 3 3 
2 

3 3 2r R 3 
4R 

1 
3 2 2 

Далее показываем возможные перемещения тел и, применяя общее уравнение динамики (8), составляем 

сумму работ всех сил на собственных возможных перемещениях точек приложения 

F   r1 cos  Ф1 r1  Fтр r1  MФ2  P3 r3 sin Ф3r3 

MФ  Mc3
 3  0 . 

При стационарных (склерономных) связях возможные переме- щения совпадают с действительными. 

Тогда 

  
 r1 ; r  r  ; 

 

 

r  
r2  r ;  





r2 r . 
 

 

3 3 3 
2 2R2 2r3R2 

Определим силу трения скольжения. 

Fтр.1  N1f ; N1  P1  F sin γ  m1g  F sin γ ; 

Fтр.1  m1gf 

Момент сопротивления качению 

 Ff sin .

M  kN ; 
3 

N3  P3 cos m3g cos ; M  km g cos . 
3 

Полученные величины подставим в уравнение 

2 

; 

M 

2 

R 

R 

2 
R 

3 1 3 1 
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2 

1 3 

1 3 

 

Fr cos  m a  r  m gfr  Ff sin r  m  2 a1  
 r1 




 

1 1 1 1 1 1 1 2 2 
R2 R2 

m g sin  
r2

  r  m 
r2  a 

 

 

r2  r 
 

 

 
1 

m
 

 

r2r3 a
 

 

 

r2  r 


3 2R 1 3 
2R

 1 2R 1 
4 

3 
R

 1 2r R 1 
2 2 2 2 3 2 

m3gk cos
r2 

2r3R2 
 r1  0 . 

При  r1  0 , эта величина уходит. Члены, содержащие a1, пе- 

реносим в другую часть равенства. 

F(cos  f sin )  m f  m g 
r2 sin  m g r2k cos 

1 3 
2R

 
 

 3 2r R 

 r 2 3 r 2 

2 3 2 

 a1  m1  m2
  2  
R2 m3

   2   
.

 
8 R2 

 2 2 

Окончательно получим 

F(cos  f sin )  m gf  m g
r2 (sin  

k 
cos ) 

 
  

a1 
1 3 

 
r 2 3 

2R2 r3 .
 

r 2 

m1  m2 
2
 

R2 
 

8 
m3 

R2
 

2 2 

Чтобы направление вектора a1 не изменилось, на  числитель 

полученной формулы нужно наложить условие 

F(cos  f sin )> m gf  m g 
r2 (sin  

k 
cos ).

2R2 r3 

 
Если F(cos   f sin )  m gf  m g 

r2 (sin  
k 

cos ), то 

2R2 r3 

система будет находиться в покое, или тело 1 будет иметь посто- янную скорость движения (v1  const ) . 
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Задача Д.7. Дифференциальные уравнения 

движения механической системы 

в обобщенных координатах 

(уравнение Лагранжа второго рода) 
 

Для механической системы (рис. 163 - 165), имеющей одну сте- пень свободы, определить ускорение тела 1, 

применив уравнение Лагранжа1 второго рода. 

1. Обобщенные координаты 
 

Обобщенными координатами называются независимые ве- личины, линейные или 

угловые, заданием которых однозначно оп- ределяется положение материальных точек механической системы в 

пространстве или на плоскости. Обобщенные координаты зависят от параметра времени: q = q(t) – линейная 

обобщенная координата; 

 = (t) – угловая обобщенная координата. Первые производные по  времени от обобщенных координат 

называются обобщенными ско- 

ростями: q̇   q (̇t ) ; ̇   ˙(t ) . Число степеней свободы s механи- 

ческой системы определяет количество обобщенных координат. 

На рис. 173a показана схема математического маятника, кото- рый колеблется в вертикальной плоскости. 

Положение точки M можно зафиксировать только углом  = (t) – обобщенной угловой координатой. Схема 

эллиптического маятника показана на рис. 173б. Эта система имеет две степени свободы, поэтому и вводятся две 

обобщенные координаты:  = (t) – угол отклонения от верти- кали нити вместе с точкой M; q = q(t) – 

поступательное перемеще- ние тела 1 вдоль горизонтальной плоскости. 

 
1 Лагранж Жозеф Луи (25.1.1736 – 10.4.1813). Французский математик и меха- ник, член Французской АН с 1772 г. В 
работе “Аналитическая механика” (1788) Лагранж подвел итог всему, что было создано в механике на протяжении 18 века. 
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Рис. 173 

 
2. Вычисление кинетической энергии механической 

системы через обобщенные координаты 

При наличии обобщенных координат в механической системе, радиус – вектор любой k – той точки будет 

функцией этих коорди- нат и параметра времени t: 

rk  rk (q1, q2,…,qs ,t ). 

Тогда дифференциал функции rk запишется в виде: 

drk  
rk 

q dq1 … 
rk 

q dqi … 
rk 

q dqs 
 rkt dt . 

1 i s 

 
Если это равенство разделить на dt, то 

 
k – той точки. 

drk 

dt 
 vk 

 
- вектор скорости 

    s rk ˙
 

 
 

rk 
 

Тогда vk  
i 1 

qi 
i 

. (1) 
t 

Из формулы (1) можно получить равенство 
 

 

vk 

q̇i 

 
rk 

qi 

 
, (2) 

которое понадобится при выводе уравнений Лагранжа 2-го рода. 

Кинетическая энергия  механической  системы 

q 
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2 

q 

j 

T =  
n 1 

m v 2 = 
n 1 

m v v =T +T +T , 

 2 k k  2 k k k 0 1 2 

k=1 k=1 
n   1 rk rk 

 
где с учетом (1), T0   mk 

k 1 
t 

 
t 

 ao ; 

n T  m 
N rk q̇

 
 

 

 
rk 






N a q̇  n , где a  m 
rk 

 
rk 

 
1 

k 1 

n 

k 
j 1 

1 
 

 

j 
j 

rk 

t 

rk 

 j i 
j 1 

˙ ˙ 1
 

 
 

j 
k 1 

 ˙ ˙ 

k 
q t 

;
 

T2   
2 

mk  
q

 
 
q q j  qp  

2 
a jpqj  qp , 

k 1 ( j,p) 

n 

j p 

rk 
 
rk 

( j,p) 

где ajp  apj  mk 

k 1 

 . 

j p 
N ˙ 1 ˙ ˙ 

 Тогда T  a0   ajqi  
2 
a jpqj  qp , (3) 

j 1 ( j,p) 

где ajp – коэффициенты инерции (масса или моменты инерции). 

Если механическая система имеет стационарные  (склероном- 

ные) связи, то a0 = aj = 0, тогда формула (3) запишется в виде: 

T  
1 
 a q̇   q̇  . (4) 

jp j p 
( j,p) 

Например, если система имеет две степени свободы (q1 = q1(t), q2 = 

q (t)),  то T  
1 

(a  q̇2   2a  q̇ q̇   a q̇2 ) . 

2 
11 1 12 1 2 22 2 

 
3. Обобщенные силы 

 

Для голономной механической системы, которая имеет стацио- нарные (склерономные) связи, возможное 

приращение радиус – 

вектора rk  rk (q1, q2,…,qs ) при фиксированном значении времени 

( t = 0) зависит только от q i  и его можно записать в следующем виде: 

q 

2 

q 

2 
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i 

 

( r ) 
 

 

 
rk q , (5) 

 

k i 
q 

i 
 

где  qi – возможное приращение обобщенной координаты 
 

qi = qi(t); i  1,s . 

Запишем выражение для работы заданных сил на возможном перемещении i –той точки: 

( A )  n F ( r ) 


n F  
rk q 

 
 

 

k i 

 
n     rk

 
 

 


k 1 

k k i  k 
k 1 

, 
qi 

где  Fk 
k 1  

q 

 Qi - обобщенная сила активных сил. 

Тогда ( Ak )i   Qiqi , откуда 
 
 

( i  1,s ). (6) 
 

Формула (6) позволяет выполнять практическое вычисление обобщенной силы при решении задач. Обобщенная 

сила Qi может иметь размерность силы (Н), или размерность момента силы (Нм). Если механическая система 

консервативная, то обобщенную силу можно вычислять по формуле 

 
 

( i  1,s ), (7) 
 
 

где П = П(q1, q2,. . . , qs) – потенциальная энергия системы. 

 
4. Вывод уравнений Лагранжа второго рода 
 

Рассмотрим голономную механическую систему, которая имеет стационарные (склерономные), идеальные и 

двусторонние связи. В системе будут действовать активные силы и реакции связей. 

Q 
(  A ) 

i 
k  i 

q i 

Q i    
П 

qi 

i 

i 
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i 

Запишем основное уравнение динамики для системы: 
n n n 

mk ak 

k 1 
 Fk 

k 1 

 Nk , (8) 
k 1 

 

где mk – масса k – той точки системы; 

a  
dvk 

k  dt 

 
- абсолютное ускорение точки; 

 
 

Fk - активная сила; 

Nk - реакция связи. 

Левую и правую части равенства (8) умножим на выражение (5) 

и получим: 

n 

mk 

k 1 

n 
 

 

dvk 
 

 

dt 
rk 

 
rk 

qi 

q i 

n 
 

 

 Fk 

k 1 

N 

 
rk 

qi 

q i 

n 
 

 

 Nk
k 1 

 
rk 

qi 

qi . 

Но  Nk 

k 1 

 
q 

qi  ( Ak )i 
 0 , так как связи в системе иде- 

альные. 

При  qi  0 можно записать 

n 

mk 

k 1 

dvk 

dt 
 
rk 

qi 

 Qi . (9) 

 
Найдем 

d 
(v 

 

 

 

 
rk )  

dvk 
 

 

 
rk  v 

 

 

 

 
 

( 
drk ). 

 

  

dt k q dt q k q dt 
 

При 

 

drk 

dt 

i i i 
 

 vk , с учетом соотношения (2), находим 

dvk 
 

 

 
rk  

d 
(v 

 

 

 
 

 
rk )  v 

 

 

 
 

 
vk 

.
 

 

 

dt q dt k q˙ k 
q 

i i i 

Полученную величину подставим в уравнение (9). Тогда 
n m 

d 
(v 

 
 

 
rk )  

n 

m v 
 

 

 
vk  Q 

 

k 1 

k dt k q̇  
 k k 
k 1 

. 
qi i 

i 
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i 

2 

n 

d 
Вынесем , 

dt 



q˙ 
и
 



qi 

 
за знак суммы,  тогда получим: 

d  
( 

n
 

 
 

1 
m v 2 ) 




 
( 

n 
 

 

1 
m v 2 )  Q 

 

dt q̇i 

1 2 


k 1 

k k 
q

 
k 1 

k k i . 

Но  mkvk  T 
k 1 

- кинетическая энергия механической системы 

как функция обобщенных координат и обобщенных скоростей. 

Окончательно запишем 
 
 
 
 

( i  1,s ). (10) 
 

Уравнения (10) являются дифференциальными уравнениями движения голономной механической системы в 

обобщенных коор- динатах или уравнениями Лагранжа второго рода. 

 
5. Структура уравнений Лагранжа второго рода 

 
Окончательный вид уравнений (10) определяется зависимостью кинетической энергии системы от обобщенных 

координат и скоро- стей и силами, действующими на систему. Количество уравнений 

(10) определяется числом степеней свободы s механической сис- темы. 

При составлении каждого уравнения Лагранжа (10) необходимо: 

1. В механической системе показать обобщенные координаты, количество которых зависит от числа степеней 

свободы системы, а также обобщенные скорости каждой материальной точки системы. 

2. Через обобщенные координаты и обобщенные скорости вы- числить кинетическую энергию системы и привести 

ее к виду (3) или (4). 

3. Вычислить частную производную от кинетической энергии по обобщенной скорости. 

dt q̇  q 

d T 
 
T 

 Q
 
i 

i i 

2 2 i 
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4. Вычислить полную производную по времени от полученного выражения,  в  которую  войдут  обобщенные  

ускорения  q̇̇i ,  обоб- щенные скорости q˙i , обобщенные координаты qi и параметр t для 

реономных связей. 

5. Вычислить частную производную от кинетической энергии по  обобщенной координате. 

6. По формуле (6) вычислить обобщенные силы. При этом по- лагать  q1  0 при вычислении 

Q1, а  q2 = 0, . . . ,  qs = 0. 

В результате система уравнений Лагранжа второго рода пред- ставляет собой систему из n обыкновенных линейных 

или нели- нейных дифференциальных уравнений второго порядка относи- тельно обобщенных координат. 

Пример решения задачи 

Механическая система (рис. 174) с одной степенью свободы со- стоит из трех тел, соединенных между собой 

нерастяжимыми ни- тями. 

 

Рис. 174 
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2 

2 

2 2 

Дано: m1 ,m2 ,m3 - массы тел; r2, R2, r3 

 
 

-  радиусы  тел;  F  -  ак- 

тивная  сила; ,  - углы; 2 - радиус инерции тела 2; f - коэффици- ент трения скольжения тела 1; k - 

коэффициент трения качения те- ла 3. 

Определить ускорение тела 1 ( a1). 

Решение 

В качестве обобщенной координаты выбираем перемещение тела 1 – x. Тогда q  x . Для этой координаты 

запишем уравнение Лагранжа второго рода. 

d T 

dt x  ̇
 
T 

x 
 Q . 

Вычисляем кинетическую энергию механической системы 

T  T1  T2  T3 , если v1  ẋ  . 

Тело 1 - T   
1 

m v 2  
1 

m ẋ2 
- поступательное движение. 

1 
2 

1 1 
2 

1 
 

Тело 2 - T2  
1 

I 2 
2 

2 2 

 
- вращательное движение. 

 

При I2  m  2 , 2  v1 
ẋ  

, T2  m 
 2 

 
ẋ2 

. 

R2 R2  R2 

Тело 3 - T  
1 

m v 2  
1 

I 
 

  

2  
3 

m v 2 
 

 

 
- плоское движение 

3 
2 

3 3 
2 

3 3 
4 

3   3 
 

сплошного цилиндра 3. 

r r 
 

3  r 
2
 

При v3 
 2   v1 

 2  ẋ  , T3 
m3  2  ẋ2 

. 

2R2 2R2 

Окончательно 

16  R2 

1    
2 

3  r 
2  1 

T  m1  m2 
   2 

 
m3  2   ẋ2   aẋ2 

, 

2 

  R2  8  R2   

2 
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 r 



1 3 

3 2 

 

 
где 

 2 

a  m1  m2
    2 
R2 

3 r 2 
m3

 2   

8 R2 

 
- коэффициент инерции  (приве- 

2 2 

денная масса). 

T  
1 

aẋ2 
, T 

2 
 T ( ẋ). 

Распишем левую часть уравнение Лагранжа: 

T 

ẋ  
 aẋ ; 

T 
 0 ; 

d 

x dt 

T 

ẋ  
 aẋ̇ . 

Определяем обобщенную силу по формуле: 

Q  
( Ak ) .

 

 x 

Тогда  A  F   r1 cos  Fтр1 r1  P3   r3 sin  Mc33 . 

При P3  m3 g , Fтр1  fm1g  fF sin , Mc3  km3g cos α, 

 r   x,  r  
r2  x, 

 

 

  
r2  x , 

 

 

1 3 
2R

 3 2r R 
 

будем иметь 

2 3 2 

 A  

F(cos  f sin )  fm g  m g 

r2 (sin  
k 

cos )
 
 x . 

 


Окончательно 
2R2 r3 




Q  F(cos  f sin )  fm g  m g 
r2 (sin  

k 
cos ).

2R2 r3 

 
Тогда получим aẋ̇  Q , откуда ẋ̇   

Q 
, 

a 

F(cos f sin )  fm1g  m3g(sin 
k 

cos ) 
r3 

a1 


2 

m1  m2 
2
 

R2 

2 
. 

 
8 

m3 
R2

 

2 2 

1 3 
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Задача Д.8. Дифференциальные уравнения 

движения механической системы 

в обобщенных координатах 

(Уравнение Лагранжа второго рода) 
 

Механическая система (рис. 175 – 177) состоит из твердых тел и нерастяжимых нитей. При движении тел 

трение скольжения отсут- ствует. Заданная механическая система – голономная с двумя сте- пенями свободы, имеет 

стационарные (склерономные) и двусто- ронние связи. В вариантах встречаются следующие обобщенные 

координаты: s = s(t); x = x(t);  = (t); 1 = 1(t); 2 = 2(t); 

x1 = x1(t); x2 = x2(t). 

Используя  уравнения  Лагранжа  второго  рода,  определить  уско- рение тех тел, обобщенные координаты 

которых заданы. В вариан- тах 9, 20, 22, 30 механизмы расположены в горизонтальной плоско- сти. Все данные 

для расчета приведены в таблице 16. 

 
Пример решения задачи 

Голономная механическая система (рис. 178) состоит из твер- дых тел (1 – 4) и нерастяжимой нити между 

телами 1 и 3. Система 

движется под действием сил 
 

 

F1 и 

 
 

F2 . Обобщенные координаты x1, 

x2 показаны на чертеже. Заданы следующие величины: m1 = 4 кг; m2 = 8 кг; m3 = 2 кг; m4 = 6 

кг – массы тел; F1 = 10 Н; F2 = 40 Н – действующие силы. Диск 1 и цилиндры 4 катятся без 

скольжения. Определить ускорение центра масс тела 1 и тела 2. 

 

Решение 

На рис. 178 показываем скорости всех тел, входящих в систему, 

выражая их через обобщенные скорости ẋ1 и ẋ2 . 
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Рис. 175 
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Рис. 271 
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Рис. 272 
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Таблица 16 
 

Номер 
варианта 

(рис.175- 
177) 

m1 m2 m3 m4 F M M1 M2 R1 R2 R3 R4 

кг кг кг кг Н Нм Нм Нм м м м м 

1 4 8 2 3 - - - - - - - - 
2 10 6 10 - 6 2 - - 0,8 - 0,8 - 
3 8 4 6 - 4 - - - - - - - 
4 10 6 12 - 7 - - - - - - - 
5 6 4 10 - - - - - - - 0,6 - 
6 6 10 4 - 6 - - - - - - - 
7 10 12 6 8 2 - - - - - - - 
8 6 8 4 4 - - - - - - - - 
9 8 9 6 - - - 2 3 1,2 - 0.4 - 
10 10 8 4 6 - - - - - - - - 
11 4 6 2 - - - - - - - - - 
12 6 8 2 - 4 - - - - - - - 
13 2 4 2 - - - - - - - - - 
14 4 6 8 10 - 2 - - - - - 0,5 
15 4 2 6 - 5 4 - - - - 0,6 - 
16 2 4 6 5 - - - - - - - - 
17 4 8 6 - 6 - - - - - - - 
18 3 6 8 10 - - - - - - - - 
19 2 4 6 10 - - - - - - - 0,8 
20 6 8 4 2 - - 8 4 - 0,8 0,6 0,5 
21 2 4 2 6 - - - - - - - 0,4 
22 4 8 3 6 - - 2 6 - 0,8 0,4 0,6 
23 5 6 8 2 - - - - - - - - 
24 3 8 4 - - - - - - - - - 
25 6 8 4 - 6 - - - - - - - 
26 2 4 6 8 - 8 - - - - - - 
27 4 8 2 - 4 - - - - - - - 
28 4 2 6 8 - 12 - - - - - 0,8 
29 8 10 4 2 5 - - - - - - - 
30 4 6 6 - - - 8 2 - 0,6 0,6 - 
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R 1 

 

 

Рис. 178 

 
Вычисляем кинетическую энергию системы. 

n 

T  Tk 

k 1 

 T1  T2  T3  2T4 . 

Тело 1 совершает плоское движение, поэтому 

T  
1 

m v 2  
1 

I 2 . 
1 

2 
1 1 

2 
1 1 

 
Абсолютная скорость v  ẋ   ẋ , угловая скорость   ẋ1  ,

 
 

 

 
I  

1 
mR 2 

 

 

1 1 2 
1 

 
- момент инерции тела 1. 

1 
2 

1 1 

1 
 

2 1 1 
 

2  ẋ
2 

Тогда T1  m1(ẋ1  ẋ2 )    m1R1   
   1   

2 2 2 2 

 
3 

m ẋ2   m ẋ ẋ 
 

 

 
1 

m ẋ 2  
 

3 
 4ẋ2   4ẋ ẋ 

 

  

 
1 
 4ẋ 2 

; 
 

 

4 
1 1 1 1 2 

2 
1 2 

4
 1 1 2 

2 
2 

 

T1  3ẋ2   4 ẋ ẋ   2ẋ 2 
. 

1 1 2 2 

Тело 2 совершает поступательное движение, поэтому 

T   
1 

m  ẋ 2  
 

1 
 8 ẋ   4 ẋ 2

 
2 

2 
2   2 

2 
2 2 

1 
R 



275 
 

1 

2 

2 

 

T2   4ẋ2
2 

. 
 

Тело 3 совершает плоское движение, поэтому 

T  
1 

m ẋ  2 
 

1 
I 2 . 

3 
2 

3   2 
2 

3 31 

 
При    

ẋ1   и I  
1 

m R 
 

  

2 
, находим 

3 3 3 
3 

T  
1 

m ẋ  
 

 

2  
 

1 
 
1 

m  ẋ2   
1 
 2ẋ 

 

   

2  
 

1 
 2ẋ2   ẋ 2  

 0,5 ẋ2 
; 

 

 

3 
2 

3 2 
2 2 3 1 2 

2 
4 

1 2 1 

T3   ẋ2
2  
 0,5ẋ2 

. 

Тело 4 совершает плоское движение, поэтому для однородных цилиндров кинетическая энергия 

T4 = 
3 

m v 2 . 

4 4 4 

 
При v  = 

1 
ẋ  , получаем T4 = 

 3 
m  ẋ2 = 

 3  
 6ẋ2 . 

4 2 4 16 4 2 16 2 

T4 =1,125ẋ2 . 

Окончательно запишем значение кинетической энергии системы в следующем виде: 

T = 3,5ẋ2 - 4ẋ ẋ  + 9,25ẋ2 . 
1 1 2 2 

Для обобщенных координат x1 и x2 запишем уравнения Лагран- жа второго рода: 

d T 
dt x  ̇  

T 
x  Q1; 

1 1 

d T 

dt x  ̇
 
T 
x  Q2 . 

 
Кинетическая энергия T 

ных скоростей, поэтому 

2 2 
 

 T (ẋ1, ẋ2 ) 
 
- функция только обобщен- 

3 
R 
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1 2 1 2 

 

T 
 

 

x1 

 
T 

x2 

 0 . 

Частные производные по обобщенным скоростям ẋ1 и ẋ2 : 
 

T  
 7ẋ   4ẋ  ; 

T  
= 4ẋ 

  

18,5ẋ  . 

ẋ1 ẋ2 

 

Полученные выражения дифференцируем по времени: 
 

d  T 
 

 

 
 7ẋ̇  4ẋ̇  ; d  T 

 
 

 
= -4ẋ̇ +18,5ẋ̇  . 

dt 
 
x˙  1 2 dt  x˙  1 2 

 1   2 

На схеме рис. 177 показываем возможные перемещения цен- тров масс тел 1 и 2. 

Вычисляем обобщенные силы. 

Обобщенная сила Q1 

( Ak )1  F1 x1, тогда 

 
( Ak )1 , при этом  x1  0,  x2 = 0. 

 x1 

Q1  F1  10 кН . 
 

 

 
Обобщенная сила Q  

( Ak )2 , при этом  x2  0,  x1 = 0. 2  x 
2 

(δAk )2 = F2δx2 - F1δx2 =(F2 - F1 )δx2 . Тогда Q2  F2 

 

 30 кН . 

При ẋ̇1  a1 (относительное ускорение тела 1) и ẋ̇2
  a2 , окон- 

чательно запишем систему двух алгебраических уравнений: 

7a1 - 4a2 = 10; 
-4a +18,5a = 30. 
 1 2 

Определитель коэффициентов при неизвестных a1  и  a2 

 

∆ = 
7 -4 

-4 18,5 
=129,5 -16 =113,5. 
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∆1 = 
10 -4 

30 18,5 

 

= 185 + 120 = 305 ; 

 

∆2 
7 10 

4 30 
 210  40  250 . 

 

 
Тогда a1 

∆1 
 305 

 2,7 м/с2 ; a2  
∆2 

 250 
 2,2м/с2 . 

  

∆ 113,5 ∆ 113,5 
 

Окончательный ответ:  a1 = 2,7 м/с2; a2 = 2,2 м/с2. 
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Задача Д.9. Определение устойчивого 
положения равновесия механической системы 

с одной степенью свободы 
 

Для механической системы (рис. 179 - 181), состоящей из одно- 

родных твердых тел и пружин, заданы: m1 ,m2 ,m3 - массы соответ- 

ствующих тел; r , r1 ,r2, R, R1, R2 - радиусы цилиндров и цилиндри- 

ческих   поверхностей; c, c1, c2 - коэффициенты жесткости пружин; 

l1, l2, l3, l4 - размеры весомых стержней. 

В указанном положении механизм находится в равновесии, при этом примем, что промежуточные стержни и 

пружины не имеют массы; проскальзывание цилиндров и сопротивление движению отсутствуют; пружины в данном 

положении не деформированы. 

Определить условие устойчивости заданного равновесного по- 

ложения механизма, если c2  2c1. 
 

Устойчивость положения равновесия 
 

Равновесное положение механической системы может быть ус- тойчивым и неустойчивым. Если механическую 

систему вывести из положения равновесия путем внешних возмущений и предоставить самой себе, после чего система 

возвращается в свое первоначаль- ное состояние равновесия, то такое положение системы называют – устойчивое 

положение равновесия. Какие существуют условия тако- го состояния механической системы? 

Для механической системы с одной степенью свободы в практике  используется теорема Лагранжа-Дирихле1. 

 
 
 
 

 

1 Дирихле Лежен (13.02.1805 – 5.05.1859). Немецкий математик, член Бер- линской АН. Исследования 
относятся к теории чисел, математическому анали- зу, теории уравнений математической физики. 
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Рис. 279 

 

 

 
 

 
 

  

  

 
 

 

 

 



280 

Рис. 280 
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Рис. 281 
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Положение равновесия консервативной механической системы с идеальными, склерономными, голономными связями 

является ус- тойчивым, если потенциальная энергия в этом положении имеет строгий минимум. 

Потенциальная энергия есть функция обобщенной 

координаты П  П( q ). 
П 

Необходимое условие равновесия 
q 

 0 . 

Решая это уравнение относительно q , находим то значение обобщенной координаты, при которой данная система 

может нахо- диться в равновесии. 

 

Достаточное   условие 
2П 

q2 
>0 . 

 

Это неравенство налагает условия на коэффициенты жесткости упругих элементов механической системы для ее 

устойчивого по- ложения равновесия. 

Но, если  потенциальная энергия механической системы с  s 

степенями свободы не имеет минимума, то как исследовать ее не- устойчивость положения равновесия. 

Этот вопрос исследовал А.М. Ляпунов (1857-1918), русский мате- матик и механик, результаты исследования 

изложены в докторской диссертации: “Общая задача об устойчивости движения” (1892г). 

Пусть потенциальная энергия есть функция нескольких обоб- 

щенных координат П  П(q1, q2,…, qs ) . В общем виде разложим 

потенциальную энергию в ряд Маклорена2 до членов второго по- рядка малости. 
s  П  1  2П 

П  П0   
q

  qi 
 2 
 q q 

 
qαqβ ⋯ . 

i 1  i 0 α,β  α β 0 

 

 
 

2 Маклорен Колин (1698 – 14.06.1746). Шотландский математик, основные исследования посвящены математическому 
анализу и геометрии. 
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 i 

, 

 

При этом П0  0 - принимаем за нулевой уровень, 

Q  
 П  

 0 
 

 

 - условие равновесия системы. 

i  
q 



Остается квадратичная функция потенциальной энергии 

П  с  qq , 

 

 c  c 
 

 
 2П 




2 ,  

   q q 
   

- коэффициенты жесткости. 

   0 

К примеру, если П  П(q1,q2 ) , то квадратичная функция потен- 

циальной энергии будет иметь вид 

П  
1 

(с q2  2c q q  c q2 ). 

2 
11 1 12 1 2 22 2 

 

Первая теорема Ляпунова 

Равновесие  консервативной  системы  неустойчиво,  если  отсут- ствие минимума потенциальной энергии можно 

установить по чле- нам второго порядка малости в разложении потенциальной энергии в ряд. 

Вторая теорема Ляпунова 

Равновесие консервативной системы неустойчиво, если потен- циальная энергия имеет максимум и наличие можно 

установить по членам низшего порядка малости в разложении потенциальной энергии в ряд в окрестности положения 

равновесия. 

Критерий Сильвестра3 

Если  квадратичная  форма  П определенно  положительна,  т.е. вблизи положения равновесия 

потенциальная энергия будет поло- 

жительной, а при q1  q2  …  qs  0 , П( 0 )  0 , то в этом поло- 

жении будет строгий минимум, положение равновесия – устойчиво. 
 
 

3 Сильвестор Джеймс Джозеф (3.09.1814 – 15.03.1897). Английский мате- матик. Основные положения относятся к 
алгебре, теории инвариантов, теории матриц, теоретической и прикладной кинематике. 

1 
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Критерий устойчивого положения равновесия 

Чтобы квадратичная форма П была определенно положитель- на, необходимо и достаточно, чтобы все 

главные диагональные миноры матрицы коэффициентов жесткости квадратичной формы 

П были положительны. 
 

 c11 c12 c13 …c1s 
 
c c c …c 




 21 22 23 2s  c31 c32 c33 …c3s 


 

…………………  c1s c2s c3s …css 



 

Необходимо и достаточно, чтобы 
 

∆1  c11  0, 
 

∆2 
c11 c12 

c21 c22 

 0, 



c11……c1s 

∆s ………… 

cs1……css 

>0. 

 

Пример решения задачи 

Консервативная механическая система (рис. 182) находится в равновесии. 

Дано: m1 - масса цилиндра 1; m2 - масса стержня 2, c1, c2  - ко- 

эффициенты жесткости пружин c2  2c1 ; r , R - радиусы цилинд- 

ра 1 и цилиндрической поверхности; l  l1  l2 - длина стержня 2. 

Пружины не напряжены и масса стержня AC равна нулю. 
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Определить условие устойчивости заданного равновесного по- ложения механизма. 

 
 

Рис. 182 

 
Решение 

За обобщенную координату принимаем угол φ между отрезками 

O1 A 
сти. 

и O1A1 при качении цилиндра 1 по цилиндрической поверхно- 

При бесконечно малых углах отклонения 

дующие соотношения: 

φi можно записать сле- 

SA  (R  r )φ ; SA  rφ1; φ  
R  r 

φ ; 
1 

r
 

 
 

SB  2SA  2(R  r )φ ; SA  SC  (R  r )φ ; SC  (l1  l2 )φ2 ; 

φ  
R  r 

φ . 
2 l  l 

  1 2  
 

В механической системе действуют консервативные силы: 
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P1  m1g ; P2  m2g - силы тяжести тел 1, 2; 
 

 

Fy1, 
 

 

Fy 2 
- силы 

упругости пружин. 

Вычисляем потенциальную энергию 

П  П(с1)  П(с2 )  П(P1)  П(P2 ), 

П(с )  A(c )  
1 

c λ2 . 
 

 

 
При 

 
λ1  SB 

1 1 
 

 2(R  r )φ 

2 
1 1 

П(с )  2с (R  r )2φ2 ; П(с )  A(c )  
1 

c λ2 . 
 

 

  1 1  2 2 
2 

2 2 

 
Деформации λ  l φ  

l2 (R  r ) 
φ .

 
 

 

2 2 2 l  l 
1 2 

с l2(R  r )2 2 
Тогда при c2  2c1 П(с2 )    1 2 φ . 

(l1  l2 )
2 

 

П(P1)  A(P1)  P1h1, h1  (R  r )  (R  r )(1 cos φ). 

Функцию cos φ разлагаем в ряд до членов второго порядка 

 
малости 

 

Тогда 

cos φ  1 
1 

φ2 … ,  откуда 

2 

П(P )   
1 

m g(R  r )φ2 . 
 

 

1 cos φ 
1 

φ2 . 
2 

1 
2 

1 

П(P2 )  A(P2 )  P2h2 . 

Применяя тот же способ, находим h   
1 

(l 
 

 

 l )φ2 . Запишем 
2 

 

П(P )   
1 

m g(l 
 

 

2 
1 2 

 l )φ2 . 
2 

 
Для всей системы 

2 
2 1 2 

 2 l2(R  r )2  2 1 2 
П  2с1 2(R  r )  2  φ  m1(R  r )  m2 (l1  l2 ) g φ . 

 (l1  l2 )
2  2 
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Применяем теорему Лагранжа-Дирихле. 

П 
 0. 

φ 
 2 l2(R  r )2 

2с1 2(R  r )  2  φ  m1(R  r )  m2 (l1  l2 ) g φ  0 . 

 (l1  l2 )
2 

Только при φ  0 будет положение равновесия механизма. 

2П 





φ2 
0
 

 2 l2(R  r )2 
2c1 2(R  r )  2   m1(R  r )  m2 (l1  l2 ) g  0 . 



Откуда 

(l1  l2 )
2 

m1(R  r )  m2 (l1  l2 ) g(l1  l2 )
2 

c1  2(R  r )2 2(l . 
 l )2  l2 

 1 2 2 


При таком достаточном условии механизм будет находиться в устойчивом положении равновесия. 
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Задача Д.10. Колебания механической 

системы с одной степенью свободы 

около устойчивого положения равновесия 
 

Механическая система с одной степенью свободы, с идеальны- ми и удерживающими связями, показана на 

рис. 183 – 185 в поло- жении равновесия. Числовые значения параметров механической системы, начальных условий 

и возмущающего момента приведены в таблице 17, где  - логарифмический декремент затухания. 

Возмущающий момент изменяется по закону M  Mo sin pt , где 

МО - амплитуда и p - частота возмущающего момента. При расче- 

тах принимать R3  1,5r3 ,  а  обобщенной  координатой  считать  ко- 

ординату y=y(t) тела 1, которая отсчитывается от равновесного по- ложения. 

Определить: 

1. Уравнение свободных колебаний (отключен демпфер  и воз- мущающий момент М) и статическую 

деформацию пружины. 

2. Уравнение свободных колебаний при действии сил сопротив- ления (отключен возмущающий момент М) и 

коэффициент сопро- тивления  демпфера. 

3. Уравнение вынужденных колебаний при действии сил сопро- тивления. 

Рассчитать и построить графики амплитудно-частотной харак- теристики (АЧХ) и фазо - частотной 

характеристики (ФЧХ). 

 

1. Свободные колебания механической системы без 

учета сил сопротивления. 

Колебательным движением механической системы называют ее малые отклонения как в одну, так и в 

противоположную сторону в окрестности устойчивого положения равновесия. 
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Рис. 289 
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Рис. 290 
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Рис. 291 
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Таблица 17 

 
Но- 

мер 

вари- 

анта 

 
l1 

l2 

l3 

r2 

r3 

r4 

3 
 
m1 

 
m2 

m3 

m4 

m6 

 
c1 

 


 

Mo 

 
p 

 
yo ẏo

 

м кг Н/м – Нм с-1 
м м/с 

1 0,6 0,4 0,1 – 1 2 3 360 1,7 3 1 0,02 0,09 

2 – – 0,2 – 1 3 2 400 0,9 2 2 0,01 0,06 

3 0,5 0,5 0,1 – 1 2 4 400 1,5 2 3 0,01 0,05 

4 – – 0,2 – 2 2 3 320 1 1 4 0,03 0,02 

5 0,4 0,6 0,3 0,2 1 – 3 450 0,8 3 4,5 0,02 0,04 

6 0,6 0,4 0,6 0,1 1 – 3 180 1,2 4 0,5 0,03 0,08 

7 0,8 0,2 0,1 – 1 2 4 300 1 4 2 0,04 0,07 

8 0,2 – 0,1 0,1 2 – 3 400 1,6 3 1,4 0,02 0,08 

9 0,6 0,4 0,4 0,2 1 – 2 340 1,2 2 0,8 0,03 0,07 

10 0,5 0,5 0,1 0,2 1 – 4 200 1,4 3 1,5 0,02 0,04 

11 0,5 0,8 0,2 – 1 2 4 300 1,5 1 0,4 0,04 0,07 

12 0,5 0,7 0,1 – 1 2 2 400 1,2 2 0,6 0,01 0,03 

13 0,8 0,8 0,4 – 1 – 2 350 1,8 3 0,9 0,04 0,09 

14 – – 0,3 0,2 2 3 2 400 1 4 1,5 0,01 0,07 

15 – – 0,4 – 1 2 1 450 1,1 2 1,3 0,01 0,05 

16 0,7 0,3 0,2 – 2 3 1 320 1,6 3 1,8 0,04 0,08 

17 0,5 – 0,2 – 1 2 3 200 2 4 2 0,02 0,09 

18 – – 0,3 0,1 1 2 4 400 2,1 4 1,5 0,03 0,04 

19 0,4 0,6 0,2 – 1 2 2 200 1,5 2 1 0,01 0,07 

20 0,6 0,4 0,2 – 1 2 4 320 1,4 3 2 0,03 0,05 

21 0,6 0,4 0,2 – 1 1 4 320 2,2 2 2 0,01 0,09 

22 0,3 0,2 0,1 – 1 2 4 400 1,3 1 3 0,02 0,05 

23 0,4 0,4 0,1 0,2 1 – 2 340 1,7 2 2 0,04 0,08 

24 – – 0,1 0,2 1 2 4 400 1,4 3 2 0,01 0,07 

25 – – 0,2 0,2 1 2 3 360 2 2 2 0,02 0,04 

26 0,6 0,4 0,2 – 2 3 4 380 0,8 2 4 0,05 0,06 

27 0,4 – 0,2 – 2 2 3 400 0,7 2 2 0,03 0,09 

28 0,4 – 0,2 0,3 2 – 4 200 0,8 1 3 0,01 0,08 

29 0,6 0,2 0,2 – 1 2 4 250 1,2 2 2 0,02 0,05 

30 – – 0,2 0,2 2 3 4 400 1,4 2 3 0,04 0,07 
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c 

 
 

Если в системе действуют только консервативные силы и нет сопротивления, то это свободные колебания. 

Для механической системы с одной степенью свободы запишем 

П 
уравнение Лагранжа 2-го рода.  При Q   

q
 

и 
T 

 0 
q 

d T 

dt q̇  
 
П 

q 
 0. (1) 

В общем виде кинетическая и потенциальная энергии опреде- 

 
ляются по формулам: T  

1 
aq̇2 

; 

2 
П  

1 
сq2, 

2 

где a - обобщенный коэффициент инерции; 

c - обобщенный коэффициент жесткости упругих элементов системы; 

q, q̇ - обобщенная координата и обобщенная скорость точки. 

 
Тогда 

T 

q̇  
 aq  ̇, 

d
 

dt 

T 

q̇  
 aq̇̇ , 

П 
 cq . 

q 

Полученные значения подставим в (1) и получим 

aq̇̇  cq  0 . (2) 

Уравнение (2) приведем к нормальному виду 

q̇̇  k 2q  0 , (3) 
 

где k 2  , k 
a 

(c 
1 

) – круговая частота свободных 

колебаний механической системы. 

Линейному дифференциальному уравнению (3) соответствует общее решение 

q  C1 cos kt  C2 sin kt и 

q̇   C1k sin kt  C2k cos kt . 

c 

a 
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C2  C2 1 2 

 0 

 

 

При начальных условиях 

C1 и C2 . 

t0  0 ; q0; q̇0 

 

определяем константы 

 
Откуда C   q  , C  

q̇0  . 
 

 

1 0 2 
k
 

Пусть C1  A sin и C2  A cos , 

тогда q  A sin(kt   ), 
 

где A  


- амплитуда колебаний, 
 

tg 
C1  

kq0 , 
 

  

  arctg 
 kq0 




 - начальная фаза ко- 

 

лебаний. 

C2 q̇0 
 

q̇  

Развертка свободных колебаний показана на рис. 186. 
 

 

 
 
 

На графике обозначены: 

Рис. 186 

 

T  
2π 

(с) - период колебаний; 

k 

q0 
2 q̇2 0 

k 2 
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Запишем связи между этими скоростями. 

 

 

 

 

A - амплитуда колебаний; 2A - размах колебаний; начальное отклонение. q0  A sin - 

Пример решения задачи Д. 10.1 

Для механической системы (рис. 1876) заданы следующие ве- 

личины: m1  2кг, m2 = 2кг, m3 = 3кг, m6 = 6кг массы тел; 

l1= 0,6м; l2= 0,4м; l3 = 0,2м; r2 = 0,2м; r3 = 0,4м; c1 = 400н/м – коэф- 

фициент жесткости пружины; условия. y0 = 0,02м; ẏ0 = 0,2м/с – начальные 

Требуется определить уравнение  свободных  колебаний  y=y(t) 

заданной механической системы. 
 

 

Рис. 187 

 
Решение 

На схеме рис. 187 покажем скорости характерных точек тел ме- ханической системы: v1, vD,vC,vA  . 
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где   а - обобщенный коэффициент инерции. 

 

 

r 

l 

4 

 

v  y˙; v  v  y ;̇   
v1  

1 
 y˙; V 

 

  

 l  ;  ˙ ; 
1 D 1 2 

r2 r2 
D 1   6 6 

ẏ   l ̇  ;   ̇   
1 
 y˙; v 

 

 

  l  
l1 y˙; v 

 

 

 v cos 45o  v ; 
1 6 6 6 

l
 C 6 2 

l
 A B C 

 
vA  vC 

 

 
l2 

l1 

1 2 

ẏ  . 

При q  y уравнение Лагранжа второго рода для консерватив- 

ных сил будет иметь следующий вид: 

d T 

dt y  ̇
 
П 

y 
 0. 

Вычисляем кинетическую энергию системы. 

T  T1  T2  T6  T3 ; 

T   
1 

m v 2  
1 

m ẏ2 
; 

1 
2 

1 1 
2 

1 
 

T   
1 

I  2  
1 
 
1 

m r 2  
1 

ẏ2   
1 

m ẏ2 
; 

2 
2 

2 2 
2 2 

2 2 2 4 
2 

 

T  
1 

I 
 

 

2  1 
 
1 

m
 

 

  

l2 
1 

ẏ2  




1 
m  ẏ2 

; 
 

 

6 
2 

o 6 
2 3 

6 1 2 6 
6 

 

T  
1 

m v 2  
1 

I 2 . 
3 

2 
3 A 

2 
3 3 

 

Так как диск 3 сплошной и однородный, то 

1 1 m r 2 v 2 3 3  l 
2
 

T3  m v 2 
 

   3 3    A 



m v 2 




m3  2 




ẏ2 
. 

2 3 A 2 2 2 3 A 

3  l1 

Окончательно 

1 



1 1 3  l 
2  1 

T  m1  m2  m6 
m3  2   ẏ2   aẏ2 

, 

2 

 2 3 2  l1   

2 

r 

2 

1 

4 
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l 2 

1 

 
 

1 1 3  l 
2
 

a  m1  m2  m6 
m3  2  

2 3 2  l1 

1 1 3  0,4 2 
 2  

2 
 2  

3 
 6  

2 
 3   0,6 

  7 кг . 

Запишем геометрические связи между характерными точками системы: 

S  y; S  S  
l2 y; h  

1 
(1 cos φ )l ; 

D C A 6 6 1 
1 

1 2 1 2 1 1 y 2 
cos φ6  1 

2 
φ6 ⋯; h6 

4 
l1φ6 ; φ6  y; 

l h6  
4 l 

. 

1 1 

Вычисляем потенциальную энергию механической системы. 

П  П(Р1)  П(с1)  П(Р6 ) , а  для  сил  тяжести 

 
  

P2, P3 точки 

приложения А и O1 не меняют своей высоты. 

П(Р1)  А(Р1)  Р1  y  m1g  y ; 

П(c )  A(c )  
1 

c 2. 
1 1 

2 
1 

Деформация пружины   ст  SD  ст  y , поэтому

П(с )  
1 

с (  у )2 ; 
1 

2 
1 ст 

1 y 2 
П(Р6 )  А(Р6 )  Р6h6  m6g 

4 l 
. 

 
Тогда П  

1 
с (





 y )2  mg  y  m 
g 

y 2 . 
 

 

2 
1 ст 

4l1  
 П 

Запишем условие равновесия системы  
y 

 0 , 

 
c1 cт 

 
 m1g 

 
 0 . 

 ( y 0) 

1 6 
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c 

a 

y0 
2 0 

k 2 
ẏ2 

0,02 2 0,22 

7,082 

 

 
Откуда ст  

m1g 



c1 

2  9,8 
 

 

400 
 0,049м . 

Статическая деформация пружины ст  0,049м . 

Запишем квадратичную функцию потенциальной энергии 

П  
1 

c y 2  
1 m6g 

y 2  
1 

(c  
m6g 

)y 2  
1 

cy 2 . 
2 1 4 l 2 1 2l 2 

1 1 

Здесь  c - обобщенный коэффициент жесткости равен 

c  c1 
 m6g

2l1 
 400  

6  9,8 

2  0,6 
 351 Н / м . 

Полученные значения подставим в уравнение Лагранжа. 

T 

ẏ  
 ay ;̇ 

d T 

dt y  ̇
 aẏ̇; 

П 



y 

1 
cy . 

2 

aẏ̇  cy  0 . 

Нормальный вид ных 

колебаний 

ẏ̇   k 2y  0 , откуда круговая частота свобод- 

k  

2π 

351 
 7,08 c1. 

7 
2  3,14 

Период колебаний T    0,89 c . 
k 7,1 

Определяем амплитуду колебаний по формуле 
 

A    0,035 м . 
 

Сдвиг фазы колебаний 

  arctg 
 ky0   arctg 

 7,08  0,02  
 0,62 

 
  

 рад . 
 

ẏ    0,2 



 0   

Окончательно запишем уравнение свободных колебаний меха- нической системы 

y  0,035 sin(7,08t  0,62) (м). 
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r . 

µ r 

k 

k 

n 



 
 

2. Свободные колебания механической системы с 

учетом сил сопротивления (затухающие колебания) 

 
2.1. Линейное сопротивление и диссипативная функция 

 

Рассмотрим случай линейного сопротивления, когда силы со- 
 

 

противления Rk точек системы линейно зависят от скоростей этих 

точек. Rk  kvk  k ˙ 

Обобщенная сила сопротивления 

Qc 

n 

Rk 

k 1 

rk 

q 

n 

 
k 1 

˙ rk .
 

k k 
q

 

 
Используя тождество Лагранжа 

rk 

q 
 
ṙ  

q̇  

 

, получим 

n     r  ̇  n 1 2 
 Qc   k  r˙   k 
     kvk , (vk 

 

 

 r˙ ) . k q˙ q˙ 2 k 
k 1   k 1 

1 2 

Введем обозначение Ф  
k 1 

2 
k vk . 

Функцию Ф называют диссипативной функцией или функцией Рэлея1. 

Тогда 
Ф 

Qc   
q˙ 

. (4) 

 

Выразим Ф через q и q̇ ; при иметь rk  rk 

 
( q ) и ˙ rk 

k q 
q̇ , будем 

 
 
 
 

 
 

1 Рэлей (Стретт), Джон Уильям, лорд (12.11.1842 – 30.06.1919). Английский физик. Основные работы по механике 
относятся к теории колебаний, одним из основоположников которой он является. 

r 
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q 

 
2q 

 

n   1 1 n 
 

 

 r 2 1 
Ф   µ r  ̇2 





q̇2  µk  
  k  

 



Bq̇2 
. 

 

 

k k 
k 1 2 k 1  q  2 

Разложим функцию B в ряд в окрестности положения равнове- сия системы. 

B(q)  B(0)  
 B 



 0 

 2B 
q   

 0 

1 
q2 

2 
⋯ . 

Оставляя в разложении только B(0)  b , окончательно получим 

Ф  
1 

B(0)q̇2   
1 

bq̇2 
, (5) 

2 2 

где b - обобщенный коэффициент сопротивления. Подставляя (5) в (4), получим 

QC  bq˙ . (6) 

 

2.2 Затухающие колебания 
 

Запишем уравнение Лагранжа  в следующем виде: 

d T 

dt q̇  
 
П 

q 
 Qc ; 

 
где T  

1 
aq̇2

 

2 

 
- кинетическая энергия, 

П  
1 

сq2 - потенциальная энергия 

2 

d 
Тогда 

dt 

T 

q̇  
 aq̇̇ , 

П 
 cq , и с учетом (6), получим 

q 

aq̇̇  cq  bq̇ . 

Полученное дифференциальное уравнение приведем к нор- мальному виду: 

q̇̇  2nq̇  k 2q  0 ; (7) 

2 
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b 

˙ 

1 2 1 1 2 1 

 

где 2n  
a 

- удвоенный коэффициент затухания; 

k 2  
c
 

a 

 

- квадрат частоты свободных колебаний. 

Мы получили (7) – дифференциальное уравнение затухающих колебаний системы. 

Запишем характеристическое уравнение 

 
 

откуда 

s2  2ns  k 2  0 ; 

 

s1,2 

Корни (8) дают три случая: 

 n  . (8) 

1) n < k - случай малого сопротивления; 

2) n > k - случай большого сопротивления; 

3) n  k - случай критического сопротивления. 

Рассмотрим случай малого сопротивления, когда n < k и 

s1,2  n  i  i  1 . 
Тогда общее решение уравнения (7) запишется в следующем виде 

q  ent C 'e ik1t  C ' eik1t   ent C cos k t  C sin k t , (9) 
 

где k1 

C1, C2 

- частота затухающих колебаний, 

- произвольные постоянные. 

При этом q̇   nent C1 cos k1t  C2 sin k1t  

ent C1k1 sin k1t  C2k cos k1t . (10) 

Используя начальные условия t0  0, q0, q̇0 , по уравнениям (9) 

и (10), определяем константы C1, C2 . 

q0 

q0 

 C1 

 nC1  C2k1. 

n2  k 2 

k 2  n2 

k 2  n2 
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q0 
2 (q0n  q̇0 )

2 

k1 
2 

2 

 

 

Откуда C  
qon  q̇o  .

 

k1 

Пусть C1  A1 sin1, 

A1 

C2  A1 cos1, тогда 

 
 , 

 

tg  
C1 




k1q0 ,   arctg 

 k1q0  

.
 

 1 C nq  q̇  1
 

 
nq  q̇  


2 0 0  0 0 

Окончательно получаем q  A1e
nt sin(k1t  1), 

где A1e
nt 

- огибающая амплитуд затухающих колебаний; 

1 - сдвиг фазы колебаний. 

Развертка затухающих колебаний показана на рис. 188. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
На рисунке показаны: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 188 

 

q0  A1 sin1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
- начальное отклонение от 

положения устойчивого равновесия системы; 

C2  C2 1 2 
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Λ 
k 2  n2 

Λ2  4 2 



 
 

2π 2π 
T1 

1 

 
(с) - период затухающих колебаний. 

Рассмотрим отношение двух соседних амплитуд через период T1 , 

Ai  A1e
nt и Ai 1  A1e

n(t T1 ) .
 

Ai A1e
nt 

nT
 

 Тогда   
Ai 1 A1e

nt 
 enT

1   

 e 

Величина    enT1
 будет называться декрементом затухания, а 

Λ  ln  nT1 - логарифмическим декрементом затухания. 

При этом Λ находится чисто экспериментальным путем по раз- вертке затухающих колебаний, если огибающая 

амплитуд – экспо- нента. 

По известной величине Λ можно определить коэффициент за- тухания n 

n  
Λ 

, n  . 

T1 2π 

Из полученного уравнения определяем n 

n  
kΛ 

( с 1 ) . (11) 
 

Зная n , находим b  2na . 
 

Пример решения задачи Д. 10.2 

Для механической системы (рис.187) известны следующие па- 

раметры: k  7,08 c1- частота свободных колебаний;  Λ  1,4 - 

логарифмический декремент затухания. Определить уравнение за- тухающих колебаний системы y=y(t) и 

коэффициент демпфирова- 

ния β ,  если y0  0,02 м, ẏ0
  0,2 м / с. 

k 2  n2 


k 

1 . 
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Λ2  4π 2 1,42  4π 2 

k 2  n2 7,082  1,532 

 

Решение 

По формуле (11) определяем коэффициент затухания 

n  
kΛ 

 
7,08 1,4 

 1,53 с1. 
 

Частота затухающих колебаний 

k1    6,93 с1. 

Обобщенный коэффициент сопротивления 

b  2na  2 1,53  7  21,42 кг / с . 

Сила сопротивления в демпфере Rc  βVE . 

V  l φ̇  
l3 ẏ  

 

  
0,2 

ẏ
 

 

 

 0,33y˙ . 

 
При этом Rc 

E 

 

 Qc 

3 6 
1 

 by  ̇. 

0,6 

Откуда bẏ   0,33βy˙ , вычисляем коэффициент демпфирования 

β  
b 

 
21,42 

 64,91кг / c . 

0,33 0,33 

Запишем дифференциальное уравнение затухающих колебаний. 

ẏ̇   2nẏ  k 2y  0 . 

Общее решение полученного уравнения 

y  A1e
nt sin(k1t  1). 

Вычисляем параметры A1 и 1. 
 

A1 


tg 



k1y0 









6,93  0,02 

 
 

 0,601; 

 0,039 м; 

 
  0,541 рад . 

1 ny  ẏ0 1,53  0,02  0,2 1 

Окончательно запишем уравнение затухающих колебаний 

y  0,039e1,53t sin(6,93t  0,541) (м). 

yo 
2 (yon  ẏo )

2 

k1 
2 

0,02 2 (0,02 1,53  0,2)2 

6,932 

l 

o 
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Коэффициент   демпфирования β  64,91 

Нс 
. 

м 
 

2.3 Вынужденные колебания 
 

На консервативную механическую систему, помимо обобщенной 

силы сопротивления QC  by ,̇ действует обобщенная сила воз- 

мущения, которая изменяется по гармоническому закону: 

Qв  F0 sin(pt  δ ), 

где F0 - амплитуда силы, p - частота ее изменения, δ -  сдвиг фазы 

ее действия. 

Тогда уравнение Лагранжа запишется в следующем виде 
d T 

 
П 

 Q  Q . 

dt dq  ̇ q c в 
 

При T  
1 

aq̇2
 

2 
и П 

1 
cq2 

2 

 
будем иметь 

aq̇̇  cq  bq̇  F0 sin(pt  δ ) . 

Полученное дифференциальное уравнение приводим к нор- мальному виду: 

q̇̇  2nq̇  k 2q  h sin(pt  δ ) ; (12) 

b 
где 2n  a - двойной коэффициент затухания; 

k 2  
c
 

a 

 

- квадрат частоты свободных колебаний; 

h  
F0

 

a 

 

- параметр ускорения. 

Решение уравнения (12) ищем в виде 

q  q1  q2 . 

Здесь q1 общее решение уравнения (12) без правой части, т.е. 

q̇̇1  2nq̇1  k 2q1  0 , 
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q2 - частное решение уравнения (12). 

Частное решение ищем в виде q2  A sin(pt  δ  ε). 

При установившемся движении  системы  ее  колебания  будут 

только вынужденные q2  q2 ( t ) . 

Рассмотрим этот вид колебаний. 

q2  A sin(ψ - ε), q̇2
  Ap cos(ψ  ε), 

q̇̇2
  Ap2 sin(ψ  ε) , где ψ  pt  δ , а ψ̇  p . 

Полученные значения уравнения 

(12). 

q2, q̇2, q̇ 2
 подставим в левую часть 

Ap2 sin(ψ  ε)  2npA cos(ψ  ε)  k 2A sin(ψ  ε)  h sinψ . 

Раскроем гармоники sin(ψ  ε), cos(ψ  ε) . 

Ap2 sinψ cos ε  Ap2 cosψ sinε  2npA cosψ cos ε 

2npA sinψ sinε  k 2A sinψ cos ε  k 2A cosψ sinε  h sinψ , 

где ψ  ψ(t ). 

Приравняем коэффициенты при cosψ, sinψ в левой и правой части полученного равенства 

(k 2  p2 )A cos ε  2npA sinε  h 


(k 
2  p2 )A sinε  2npA cos ε  0. 

Получаем систему двух алгебраических уравнений с неизвест- 

ными величинами  A и ε. 

Из второго уравнения находим сдвиг фазы колебаний ε 
 

tgε 
2np 

, 
k 2  p2 

 

ε  arctg 
 

. (13) 

Если первое и второе уравнения возведем в квадрат и сложим, то получим 

(k 2  p2 )2 A2  4n2p2A2  h2 . 

Откуда амплитуда вынужденных колебаний определится по 

2np 

k 2  p2 
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(k 2  p2 )  4n2p2 

(k 2  p2 )  4n2p2 

 

формуле  

A  
h
 

 

 
. (14) 

 
 

Окончательно уравнение вынужденных колебаний будет иметь вид 

q2 
h 

sin(pt  δ  ε). 
 

Определим максимальную амплитуду  вынужденных  колебаний 

Amax . 

Рассмотрим подкоренное выражение в уравнении (14) и пред- 

ставим, что f ( p)  ( k 2  p2 )2  4n2 p2 . 

Найдем экстремум этой функции. 
df (p) 

 2(k 2  p2 )(2p )  8n2p 
 

 

 0 . 

dp 
1 1 1 

Откуда p2  k 2  2n2, f (p )  4n2(k 2  n2 ). 
1 1 

Окончательно получим 

A max (м). (15) 

Если частота свободных колебаний k будет равна частоте воз- 

мущающей силы  p , то наступает резонанс ( k p ). 

Резонансная амплитуда определяется по формуле 

Aрез  
h 

2np 
< Amax . (16) 

Как резонансная, так и максимальная амплитуды зависят от ве- личины коэффициента затухания n , частоты свободных 

колебаний 

и параметра h  
F0 . 

a 

2n k 2  n2 

h 
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l 
k 1 

M 

 

Пример решения задачи Д. 10.3 

В механической системе рис. 187 на стержень 6 действует воз- 

мущающий момент M  M0 sin pt . M0  4нм - амплитуда, 

p  4с 1 - частота возмущающего момента. 

Требуется определить уравнение вынужденных колебаний 

y2  y2 ( t ) с учетом сил сопротивления, а также рассчитать и 

построить графики амплитудно-частотной характеристики (АЧХ) и фазо-частотной характеристики (ФЧХ). 

Решение 

Определим обобщенную силу возмущающих сил. 

Q  
(δAk )1 ,

 
 

 

( A )  M   . 

δr1 
k 1 6 

При δr1 = l1  δφ6 , получим 

( A )  
M

 
1 

 

 r1  и 

 

Qв  . 

l1 

M 4 
Тогда Qв = Fosinpt = 6,67sin4t(н), где 

Запишем уравнение Лагранжа 

Fo = 
1 


0,6 

 6,67 н. 

d T 
 
П 

 Q  Q . 

dt y˙ y c в 
 

При T  
1 

aẏ2 
, 

2 
П  

1 
cy 2, 

2 
Qc   by  ̇и Qв = Fosinpt , получим: 

aẏ̇   cy  by˙  Fo sin pt . 

Полученное уравнение приведем к нормальному виду 

ẏ̇   2nẏ  k 2y  h sin pt ( δ  0 ). 

Запишем параметры по данным предшествующих задач Д.10.1 и Д.10.2: 

n  1,53c1; k  7,08c1; h  
Fo ; F 

 

 

 6,67н; a  7,0кг ; 

a o 

в 

l 
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(7,082  42 )2  4 1,532  42 

2 1,53  4 

7,082  42 

2
 n  p 
 k  k   

1 
 p 2 

 k 



1

2 

 p 2 


 
  k 

4 
 n 2  p 2 
   
   k k 

 
k 
 

 
7,08 

 

h  0,95 
м 

; 
с2 

p  4c 1. 
 

По формуле (14) вычисляем амплитуду вынужденных колеба- ний 

A  
0,95 

 0,026 м . 
 
 

Сдвиг фазы колебаний по формуле (13) 
 

ε  arctg  0,344 рад . 
 

Записываем уравнение вынужденных колебаний 

y2 

По формуле (15) 

 0,026 sin(4t  0,344) (м). 

A max
0,95 

 0,045 м . 

 

По формуле (16), при p  k  7,08c1,   резонансная амплитуда 

Aрез  
0,95 

2  7,08 1,53 
 0,044 м < A 

 
 

max  0,045 м . 

Строим амплитудно-частотную (АЧХ) и фазо-частотную (ФЧХ) 

характеристики. 

Преобразуем формулы (11) и (12) к следующим видам: 
 

h 
  

 2 

ε  arctg , A  k . 
 
 

 

 
 

 

Для нашей задачи, при 

h 
 

0,95 

k 2 7,082 
 0,019м , 

 n  
 
 1,53  

 0,216, получим 

   

2 1,53 7,082  1,532 
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0,432
 p 

 k  

1 
 p 2 

 k 


k 2  2n2 7,082  2 1,532 

ε 








ε  arctg , A 
0,019 

. 
 
 

 

 
 
 

 

Составим таблицу величин  A и ε.  

Таблица 18 
 

N 

п/п 

 

p/k 
A 
(м) 

ε 
(рад) 

 

 

A 
(мм) 

ε 
(мм) 

1 0 0,019 0 34,5 0 

2 0,5 0,024 0,28 43,6 3 

3 1 0,044 1,57 80 31,4 

4 1,5 0,013 2,66 23,6 58,3 

5 2 0,006 2,86 10,9 60 
 

Выбираем масштаб амплитуд 

µA 
A 
 

0,044 

A 80 
 0,00055 ( 

м
 

мм 

 
 

) , (A  80 мм). 

Масштаб e µε  
ε
  

2,86 

60 
 0,0477 ( 

рад 
), (ε 

мм 
 60 мм). 

 
 

При выбранных масштабах находим значения A и ε в мм для 
A    ε 

 

графиков по формулам A  и ε  . 

µA µε 

На рис. 189 и рис. 190 показаны графики АЧХ и ФЧХ. 

Вычислим частоту вынужденных колебаний, соответствующую амплитуде Amax 

p1    6,74 c1. 

 
Тогда 

p1 


k 

6,74 
 

 

7,08 
 0,95 . 


1



2 

 p 2 
 
  k 

 0,187 
 p 2 
 
 k 
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Рис. 189.  Амплитудно-частотная характеристика 
 

Рис. 190.  Фазо-частотная характеристика 
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q 

q q 

2 

t 



 

Задача Д.11. Свободные колебания механической 

системы с двумя степенями свободы 
 

Консервативная механическая система с идеальными, удержи- вающими связями показана на рис. 191 - 193 в 

положении равнове- сия. Числовые параметры системы приведены в таблице 19. 

Требуется  определить  угловые  частоты  малых  колебаний  и  ко- эффициенты формы, а также составить 

уравнения движения систе- мы в общем виде. 

 

1. Кинетическая энергия механической системы 

как функция обобщенных координат 
 

В общем виде кинетическая энергия системы определяется по формуле 
1 2 n 1 

 

T =  
2 

mkvk =  
2 

mkvk vk . (1) 
k=1 k=1 

Абсолютная скорость точки 
v  

s rk q̇  
 

 

 

 
rk 

 
k  i . 

i 1 i 

Подставим vk в (1), получим 

T  
n 1 

m 
 s

 

 
 

rk q̇
 

 
 

 
rk  

 
 s rk q̇

 
 

 

 
rk 




k 1 

k   j 

 i 1 i 

   j 

  i 1 i 

. 
t 

Судя по выражению, можно сделать вывод, что будет три слагаемых величины для Т. 

T  T0  T1  T2 . 
n   1 rk rk 

 
T0   mk 

k 1 
t 

 
t 

 a0 t  . 

n N rk
 rk ˙ 

N 

˙ 
 T1  mk  

q
 
 
t  q j   a jq j , 

k 1 j 1 j j 1 

2 

n 

t 
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Рис. 191 
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Рис. 314 
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Рис. 315 
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Таблица 19 

 
 

Номер варианта m1 m2 m3 c1 c2 c3 R l1 l2 l3 l4 

кг Н/м м 

1 2 4 – 200 300 20 – 0,6 0,2 0,4 0,1 

2 2 4 – 250 200 – 0,4 – – – – 

3 1 3 5 300 250 – 0,2 – – – – 

4 2 5 – 600 800 70 – 0,6 0,4 – 0,8 

5 8 2 – 150 150 – – – – – – 

6 5 2 – 800 600 80 – 0,6 0,3 0,2 0,5 

7 3 1 – 200 200 80 – 0,6 – – – 

8 4 2 – 100 300 – 0,4 0,4 0,2 – – 

9 2 3 – 200 100 60 – 0,3 0,3 0,4 – 

10 2 4 3 300 200 – – 0,5 0,2 – – 

11 2 2 – 200 300 – – 0,6 0,8 – – 

12 4 2 – 250 300 40 – 0,6 1,2 – – 

13 4 2 3 300 250 – – 0,5 1 – – 

14 3 2 – 300 400 50 0,2 – – – – 

15 6 – – 400 300 60 – 0,6 1 – – 

16 4 6 – 500 100 80 – 0,4 0,8 0,8 – 

17 3 4 – 100 500 40 – 0,6 1 – – 

18 2 4 3 250 300 – 0,4 0,5 1 – – 

19 2 3 – 150 200 – 0,2 0,4 – – – 

20 8 6 – 600 400 – – 1 0,5 – – 

21 5 4 – 400 500 – – 1 0,5 0,3 – 

22 5 7 4 400 400 – 0,3 – – – – 

23 4 5 – 350 400 – – 0,5 0,2 – – 

24 3 4 – 450 600 – – 0,5 0,6 – – 

25 2 3 5 400 400 60 – 0,3 0,7 – – 

26 6 2 3 300 300 20 – 0,2 0,6 – – 

27 4 5 3 400 300 – 0,4 0,4 0,2 – – 

28 6 4 – 200 800 50 0,6 – – – – 

29 3 4 2 250 300 – – 1 0,6 – – 

30 3 2 4 250 200 – – 1,2 0,3 – – 
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q q 

где a j  

n 

 mk 

k 1 

rk 

qj 
 
rk 

t 
(aj  a j (t )). 

T  
n 1 

m 
 

 

rk 
 
rk q̇  q̇   

1
 

 
 

a q̇   q̇  

2 
k 1 

k 
 j,pqj qp 

n rk 

j p 

 

rk 


2  j,p

jp j p , 

где ajp  apj  mk  . 
k 1 j p 

В окончательном виде 

T  a N 1 
 a q̇  




a q̇  q̇  

0  j j 
j 1 


2  j,p

jp j p . (2) 

Выражение (2) определяет кинетическую энергию механической системы как функцию обобщенных координат. 

Если механическая система имеет склерономные (стационарные) 

связи, то коэффициенты aj  a0  0 и 

T  
1 
 a 

 

 

q̇  q̇  , (3) 

2  j,p
jp j p 

где ajp  apj  - обобщенные коэффициенты инерции. 

К примеру, если T  T (q̇1,q̇2 ) ,  то 

T  
1 

(a  q̇2   2a  q̇ q̇   a q̇2 ) . 

2 
11 1 12 1 2 22 2 

 

2. Свободные колебания механической системы 

с двумя степенями свободы 
 

Запишем уравнения Лагранжа для голономных консервативных систем с идеальными, удерживающими и 

склерономными связями: 

d T 

dt q̇1 

 
П 

q1 

 0 ; 
d T 

dt q̇2 

 
П 

q2 

 0 . (4) 

Кинетическая и потенциальная энергии системы запишутся в сле- дующем виде: 

2 
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k k 

k 

12 12 12 11 22 22 11 11 22 12 

и 1 2 

и 1 2 

T  
1 

(a  q̇2   2a  q̇ q̇   a q̇2 ) ; 

2 
11 1 12 1 2 22 2 

 

П  
1 

c q2  c 
 

 

q q  
1 

c q2 . 
 

 

2 
11 1 12 1 2 

2 
22   2 

 

Подставляя T и П в (4), получим 

a11q̇̇1  a12q̇̇2   c11q1  c12q2 

 
 
 0, 

a  q̇̇  a q̇̇   c q   c q 
 0. 

(5) 

 21 1 22 2 21 1 22 2 

 

Общее решение полученной системы дифференциальных урав- 

нений ищем в виде 

q1 A sin( kt  β ) и q2  A2 sin( kt  β ) . 

При этом q̇̇1  A1k 2 sin(kt   ) и  q̇̇2
  A2k 2 sin(kt   ). 

Подставим q1, q2, q̇̇1  и q̇̇2
 в (5), получим 

(c11  a11k 2 )A1  (c12   a12k 2 )A2  0, 


(c12   a12k 
2 )A1  (c22  a22k 2 )A2  0. 

(6) 

Тривиальное решение системы (6) A1  0, A2  0 соответствует 

покою механической системы, а не ее движению. Чтобы решение системы (6) соответствовало движению, нужно, чтобы 

определитель этой системы уравнений был равен нулю. 

(c11  a11k 2 ) (c12  a12k 2 ) 

(c12  a12k 2 ) (c22  a22k 2 ) 
 0. (7) 

 

Уравнение (7) называют уравнением частот. Раскрывая определитель, получим 

(a11a22  a2
 )k 4  (2a c  a c  a c )k 2  (c c  c2 )  0 . 

Оба корня 2 
2 

этого уравнения вещественные и положитель- 

ные. Частоты 
2 2 

определяют частные решения системы (5), а k 
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2 

сумма частных решений дает ее общее решение. 

Следовательно, 

q1  A1 sin(k1t  1)  A1sin(k2t  2 ), 

q  A sin(k t   )  Asin(k t   ). (8) 

2 2 1 1 2 2 2 
 

Система линейных уравнений (6) дает возможность определить только отношения амплитуд. 

   
A2    

c11  a  k 2  
  

c12   a k 2 
 

11 1 1 
12 1 , A1 c12   a k 2 c  a k 2 

12 1 22 22 1 (9) 

  
A2   

c11  a  k 2  
  

c12   a k 2 
 

11 2 2 
12 2 . A1 c12  a k 2 c  a k 2 

Величины µ1 и µ2 

12 2 22 22 2 

называют коэффициентами формы, которые 

характеризуют формы главных колебаний. Тогда уравнения (8) за- пишутся в следующем виде 

q1  A1 sin(k1t  1)  A1sin(k2t  2 ), 
q   A sin(k t   )   Asin(k t   ), (10) 

2 1 1 1 1 2   1 2 2 
 

где A1, A1, 1, 2 определяются по начальным условиям: 

q1(0); q2 (0); q̇1(0); q̇2 (0) . 
 

Пример решения задачи 

Рассмотрим решение задачи на примере механической системы (рис. 194), представляющей схему колебаний кузова 

автомобиля на рессорах. 

Данные для расчета: m1  1000кг  масса кузова; 

l1  1м; l2  2м - геометрические размеры центра масс кузова; 

  м - радиус инерции кузова; с1  4000 н 
м 

;c2  5000 н 
м 

– 

коэффициенты жесткости передних и задних рессор автомобиля. 
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Решение 

Выберем в качестве обобщенных координат вертикальные пере- 

мещения центра масс y  y( t ) и угловую  координату φ  φ( t ) по- 

ворота кузова относительно центра масс т. С. Эти координаты отсчи- тываем от равновесного положения AB . 
 

Рис. 194 

 
Вычисляем кинетическую энергию системы 

T  
1 

mẏ2   
1 

I 
2 2 

zc ̇
2 

. 
 

При Izc  m 2,  получим 

T  
1 

mẏ2   
1 

m 2̇2   
1 

(1000ẏ2   2000̇2 ) . 

2 2 2 

В общем виде 

T  
1 

(a 
 

 

q̇2   2a q̇  q̇    a q̇2 ) , 

 
где q̇1  ẏ и q̇2

 

2 

 ̇  . 

11 1 12 1 2 22 2 

Сравнивая полученные значения для T , определяем обобщен- ные коэффициенты инерции. 

a11  1000 кг , a12  a21  0 , a22  2000 кгм2 . 
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с 

y 

Теперь найдем вертикальные перемещения точек A и В. 

SA  y  l1 , SB  y  l2 или в числах SA  y   , SB  y  2 . 

Деформация пружин: 

1  1СТ 

 
 y  


- передней рессоры; 

2  2СТ  y  2 - задней рессоры. 

Определяем потенциальную энергию системы 

П  П(с1)  П(с2 )  П(P ) . 
 

П(с )  
1 

с 2 




1 
с (





 y   )2 . 

 

П(с 

1 

 

2 ) 

2 
1 1 

1 2 

2 
2 2 

2 

 
1 

с 
2 

1 1СТ 

 

2 (2СТ 

 
 y  2 ) . 

 

Окончательно запишем 

П(P )  Рy  mgy . 

П  
1 

с (  y   )2  
1 

c (


 

y  2 )  mgy . 

2 
1 1CТ 

2 
2 2СТ 

 

Запишем условие равновесия системы. 

 П 
 

0 
 0 , c11СТ  с22СТ 

mg 0 , 

 П  
φ 

  0 , с11СТ  2с22СТ  0 . 
 0 

Из системы полученных  алгебраических уравнений находим: 

3c11СТ  2mg ; 1СТ 
2mg 

; 

3c1 

2СТ 
mg 

. 

3c2 

Запишем квадратичную функцию потенциальной энергии 

П  
1 
c  c  y 2  2c  2c  y  c  4c  2  , 

2  
1 2 1 2 1 2 




а в общем виде П  

1 
с y 2  2c y  c  2  . 

 
 

2  
11 12 22 



Определим коэффициенты жесткости: 
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6 

15 

12 

12 

12 1 

1 

2 

c11  c1  c2  4000  5000  9000 Н 
м 

; 

c12 

с22 

 c1  2c2 

 с1  4с2 

 4000  2  5000  6000 Н 
м 

; 

 4000  4  5000  34000 Н 
м 

. 

Определим коэффициенты биквадратного уравнения 

ak 4  bk 2  c  0 . 

a  a11a22  a2
  1000  2000  2 106 ; 

b  2a12c12  a11c22  a22c11  1000  24000 

2000  9000  42 106; 

c  c11c22  c2  9000  24000  60002  180 106 . 

Тогда 2 106 k 4  42 106 k 2  180 106  0, 
 
 

Находим корни: 

2 
1,2 

k 4 

 
 10,5 

 21k 2  90  0. 

 
 10,5  4,5; 

2  6 , k1   2,45 c1; 

2  15 , k2   3,87 c1. 

Вычисляем коэффициенты формы по формулам (9): 

   
c11  a k 2 

  
9000  1000  6 





11 1 1 

0,5; 

c12  a k 2 6000 

   
c11  a k 2 

  
9000  1000 15 

  
 

 11 2 1. c12  a k 2 6000 
12 2 

С учетом (10), составим в общем виде уравнение малых колеба- ний системы. 

y  A1 sin2,45t  1  A1sin3,87t  2  , 

  0,5A1 sin2,45t  1  A1sin3,87t  2  . 

10,52  90 k 

k 

k 

2 
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Приложение 1. Динамика точки 
 

Вторая задача динамики точки с учетом трения 
 

В задаче Д.1 предлагаются варианты для исследование движе- ния материальной точки с учетом трения 

скольжения. 

Решение такого вида задач для студентов составляет опреде- ленную трудность. 

После составления уравнений механики для материальной точки необходимо четко представлять вид полученных 

дифференциаль- ных уравнений для дальнейшего их правильного решения с после- дующим анализом полученных 

результатов. 

Поэтому в данном приложении предлагается подробное решение такого вида задач с последующим анализом 

полученных величин. 

Пример 

Колечку 1 (рис.194) массой m = 1 кг в точке О сообщили началь- ную скорость v0 = 1 м/с, и оно начало 

скользить по шероховатой не- подвижной проволоке, согнутой в виде окружности радиусом R = 1 м. 

Требуется исследовать движение колечка на всем протяжении пути до его первой остановки, если коэффициент трения 

скольжения постоянный и равен f = 0,1, а неподвижная окружность расположена в вертикальной плоскости. 

Решение 

Первый участок 

На рисунке представлена расчетная схема для первого участка, на которой колечко, принятое в виде материальной 

точки, показыва- ем в промежуточном положении на вертикальной окружности, и вво- дим переменную угловую 

координату φ = φ(t) (φ  π/2). 

На точку действуют: P = mg – сила тяжести; N – реакция нор- мального давления; Fтр – сила трения 

скольжения, которая всегда 
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v 2 



 

 

Рис. 194 

 
будет направлена в противоположную сторону от вектора скорости 

v точки. 

Точку M связываем естественными осями координат Mn и запи- сываем дифференциальные уравнения динамики 

точки в этих осях. 

 

2 

m 
R  

 Fkn ; m 
v 

 P cos  N; 
R 

m 
dv 

dt 
  Fk ; m 

dv 

dt 
 P sin  FТР . 

 

С учетом закона Кулона (FТР = fN)  система уравнений примет сле- дующий вид: 

 v 2 


m 

R
 

  
dv 

m 
 dt 

 mg cos  N; 

 
 mg sin  Nf . 

 

 
(1) 
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2 

 

В системе (1) избавляемся от N и получаем одно дифференциаль- ное уравнение. 

dv 
 f 

v  g sin  gf cos. 
 

(2) 

dt R 
 

Для решения уравнения (2) нужно избавиться от параметра t. 

dv 
Преобразуем производную . 

dt 

dv 
 

dv 
  

d  ̇  
dv 

, 
 

но S  R, Ṡ   ˙R  v и ̇   
v 

, 
 

dt dt d d R 

где S  O‸M - дуговая координата. 

dv v dv 1 d  v 2 
Тогда dt R d

 
2 d 

 
R 
.

 
 

 
Пусть 

 
v 

 z , где 

R 

 

z  z( ); 

 


тогда уравнение (2) будет иметь 

окончательный вид: 

z  2fz  2g sin  2gf cos. 
 

(3) 

Дифференциальное уравнение (3) – линейное уравнение первого порядка с постоянными коэффициентами и с правой 

частью; поэтому 

его решение ищем в виде z  z1  z2. 

Величина z1  z1( ) определяется решением (3) без правой части. 

z1  2fz1  0, где z1  C1e
2f . 

Решение z2  z2 ( ) выбираем в виде правой части. 

z2   C2 sin  C3 cos , z2   C2 cos  C3 sin. 

Тогда z2 и z2 подставим в левую часть уравнения (3) и при- 

равняем правой части. 

Будем иметь: 

C2 cos  C3 sin  2fC2 sin  2fC3 cos




 2g sin  2gfcos. 

2 



326 
 

v 
 0,2

 

В полученном тождестве приравниваем коэффициенты при гармони- ках sin и cos . 

C2  2fC3  2gf ; 
2fC  C  2g. (4) 

 2 3 

 

Решая систему (4) двух уравнений, находим 
 

C    6gf  
6  9,8  0,1 

 5,65 м / с 2; 
 

 

2 1 4f 2 1 4  0,12 
2g(1 2f 2 ) 2  9,8  (1 2  0,12 ) 2 

C3    
1 4f 2 1 4  0,12 

 18,5 м / с . 

Тогда z  C1e
0,2  5,65 sin  18,5 cos. 

Используя начальные условия: 

0  0; z(0 )  
v 2 

R 
 1м / с2, 

находим константу C1: 

Окончательно запишем: 

C1  19,5 м / с2. 

v 2  19,5e0,2  5,65 sin  18,5 cos. (5) 

Равенство (5) определяет квадрат скорости точки на первом уча- стке в зависимости от параметра . 

Из первого уравнения системы (1) находим реакцию нормального давления. 

N  mg cos  m 
2 

28,3 cos  5,65 sin  19,5e . 
R 

 

(6) 

Теперь определим угол φ1 при котором N(φ1) = 0. 

Для решения трансцендентного уравнения используем программу 

MathCAD. 

Программа для определения φ1 будет иметь вид: 
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1 

 

1 : 0,1 

given 

28,3 cos1  5,65 sin1  19,5e0,21 =0* 

z : minerr(1) 

z : 0,841; 1  0,841рад  48,2o. 
 

Когда N(1) = 0 и угол 1 =48,2о определяем скорость точки в конце первого участка. 

2  19,5e0,20,841  5,65 sin 48,2∘  18,5 cos 48,2∘  6,53 м2 / с2. 

Откуда, v1  2, 6 м / с. 
 

Второй участок 

Рассмотрим второй участок (рис.195), где реакция нормального давления N изменила направление, при этом  

начальная скорость на этом участке v1 = 2,6 м/с. 

 

Рис. 195 
 
 

* =0 – Булево равенство 

v 
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2 

 

Запишем систему уравнений для второго участка: 
 

 v 2 


m 

R
 

 
dv 

m 
 dt 

 P cos(  1)  N; 

 
 P sin(  1)  Nf . 

 

 
(7) 

 

В системе (7), исключая N, запишем 

dv 
 f 

v 

dt R 

v 2 

 g sin(  1)  gf cos(  1); 

а при z  будем иметь 
R 

z  2fz  2g sin(  1)  2gf cos(  1) 

 

 
или 

z  2fz  g(2cos1  2f sin1) sin  g(2 sin1  2f cos1)cos. 

В окончательном виде 

z  0,2z  11,6 sin  15,9 cos. (8) 

Решение (8) будет: z  z1  z2 , где z1  C1e
0,2 , 

а z2  C2 sin  C3 cos ; z2   C2 cos  C3 sin  . 

Тогда 

C2 cos  C3 sin  0,2C2 sin  0,2C3 cos  11,6 sin  15,9 cos . 

Составляем систему уравнений для определения C2  и  C3: 

C2  0,2C3 

0,2C2  C3 

 15,9 , 

 11,6 . 

Решая полученную систему уравнений, находим: 

C2  17,5 м / с2 ; C3  8,1м / с2 . 

Тогда z  C1e
0,2  17,5 sin  8,1cos . 

v 2 
2
 

Для начальных условий 0  0; z(0 )  1  6,76 м / с ; 
R 
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2 



находим C1  14,9 м / с2 . 

Квадрат скорости на втором участке как функция параметра 

v 2  14,9e0,2  17,5 sin  8,1cos . (9) 

Из (7) находим реакцию нормального давления: 

v 2 

N  m 
R 

 mg cos(  1), а с учетом (9) получим: 

N  14,9e0,2  24,8 sin  14,6 cos . 

Определим угол 2, при котором реакция нормального дав- ления во второй раз будет равна нулю. 

Составим программу для N(2) = 0. 

2 : 3 

given 

14,9e0,22
  24,8 sin2  14,6 cos2 = 0 

z : minerr(2 ) 

z  3,913; 2  3,913 рад  224,2∘. 

Определим скорость в этой точке по формуле (9). 

2  14,9e0,23,913  17,5 sin 224,2∘  8,1cos 224,2∘ 

 
 0,41м2 / с2. 

Тогда, v2  0,64 м / с при N(2) = 0. 

Третий участок 
 

При угле больше 224,2О реакция N меняет направление, и по- этому следует 

рассмотреть третий участок (рис. 196). 

Третий участок начинается от точки M2, где 

  1  2  270∘  48,2∘  224,2∘  270∘  2,4∘. 

Запишем два уравнения в естественных осях координат: 

 v 2 


m 

R
 

  
dv 

m 
 dt 

 P cos(   )  N, 

 
 P sin(   )  Nf . 

v 
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Рис 196 

 
В полученной системе, исключая N, запишем 

z  0,2z  9,8 sin  1,96 cos , (10) 

где z  z( );     ; d  d. 

Решение (10) будет в виде: z  z1  z2, 

где z1  C1e
0,2 ; z2  C2 sin  C3 cos ; z2  C2 cos  C3 sin .

После подстановки z2 и z2 в (10) получим: 

C2 cos  C3 sin  0,2C2 sin  0,2C3 cos  9,8 sin  1,96 cos . 

Из полученного тождества составляем систему двух уравнений: 

C2  0,2C3 

0,2C2  C3 

 1,96, 

 9,8. 

Решая систему, находим: C2  3,77 м / с2; C3  9,05 м / с2. 

Тогда, z  C1e
0,2  3,77 sin(   )  9,05 cos(   ). 
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v 2 

 

Используя начальные условия на третьем участке - o  0; 

2 

z(o )  2  0,41м / с 
R 

;   0,0419рад  2,4∘ 
 
, находим: 

C1  0,41 3,77 sin 2,4∘  9,05 cos 2,4∘  9,61м / с2. 

Окончательно запишем квадрат скорости точки на этом участке: 

v 2  9,61e0,2  3,77 sin(  2,4∘ )  9,05 cos(  2,4∘ ). (11)  

Когда v(3 )  0 ,  то  будет  мгновенная  остановка  колечка  на  ок- 

ружности. При этом нужно выражение (11) приравнять нулю и отно- сительно 3 решить трансцендентное 

уравнение. 

Программа для решения трансцендентного уравнения будет 

иметь вид: 

 

 
9,61e0,23

 

3 : 2 

given 

 3,77 sin(3  0,0419)  9,05 cos(3  0,0419) = 0 

z : minerr(3 ) 

z  0,149; 3  0,149 рад  8,54∘. 
 

Следовательно, колечко пройдет по окружности, не меняя на- правления скорости до мгновенной остановки при угле 

  1  2  3  48,2∘  224,2∘  8,54∘  280,94∘  4,9 рад. 

Длина дуги окружности при этом составит S  R  4,9 м. 

В дальнейшем, после мгновенной остановки, колечко начнет об- ратное движение, так как 

tg(360∘  280,94∘ )  tg(79,06∘ )  5,17 f  0,1. 

Изменение скорости и реакции нормального давления в зависи- мости от угла  для первого и второго участков 

показаны на рис. 197. 
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Первый участок 

 
Второй участок 

Рис. 197 
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Приложение 2. Элементы новизны в аналитической 

механике 
 

Все существующие выводы дифференциальных уравнений дви- жения  (как  голономных,  так  и  

неголономных)  механических  систем базируются на принципе Даламбера с использованием возмущения 

( t  0) движения  точек  системы  при  помощи  их  возможных  пере- 

мещений ний 

ak . 

 rk или возможных скоростей vk , или возможных ускоре- 

Уравнение Лагранжа второго рода 
 

Одним из основных уравнений в аналитической механике являет- ся уравнение Лагранжа. 

Рассмотрим уравнение Лагранжа второго рода для голономных механических систем: 
 

d T 

dt q̇  
 
T 
q  Qi (i  1, 

 

s), 
 

(1) 

где 

мы; 

T  T (qi ,q̇i ,t ) 

i i 

- кинетическая энергия механической систе- 

Q  
( Ak )i 

i q 

 
- обобщенная сила; 

i 

s – число степеней свободы механической системы. 

Пусть задана голономная механическая система с идеальными и склерономными связями так, что кинетическая 

энергия этой системы будет являться функцией только обобщенных скоростей – 

T  T (q̇1,q̇2,...,q̇s ). 

 
Тогда для уравнения (1) 

T 
 0, 

q 
d T 

dt q̇  
 
T˙ 

.
 

q˙ 
i i i 
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Обобщенная сила 

n 
 

 

Qi  Fk 
k 1 

 
 

r
k
 

q 
i 

 
, но для механической системы 

со склерономными связями можно записать тождество Лагранжа 

rk 

q  
vk 

q̇  
 

. Тогда Qi   Fk 

vk 

q  ̇
.
 

i i i 

Пусть в системе действуют силы Fk  Fk (c,r ,t ) , тогда 

Q 
 

i q̇  Fkvk  
W 

,
 

q˙ 

 
где W   Fkvk 

i i 

- мощность активных сил. 

С учетом полученных выводов уравнение (1) приобретает новый вид 

  

q̇i 
T˙  W   0 (i 

 
 

 1,s). (2) 

 

Пример 

На рис. 198 показана голономная механическая система с двумя степенями свободы: q1 = q1(t); q2 

= q2(t). 
 

Рис. 198 
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2 

 

Цилиндр 2 массой m2 катится по наклонной грани призмы 1, массой 
 

 

m1, под действием сил F и 
 

 

P2 . Призма перемещается по гладкой 
 

 

поверхности под действием силы 2F . 

Зная угол , определить ускорение призмы и относительное уско- рение центра масс цилиндра. 

Решение 

Запишем уравнение (2) для обобщенной скорости q̇1 и q̇2 : 

  

q̇1 
T˙  W   0; 

    
T  ̇ W  0. 

q̇2 

 
(3) 

Вычислим кинетическую энергию: 

T  T  T  
1 

m v 2  
1 

I 
 

  

2 
1 

m v 2 , 
 

 

1 2 
2 

2 2 
2 

2 2 
2 

1 1 

 
где v 2  q̇2   q̇2   2q̇ q̇  cos ;    

q̇2 ; I  
1 

m r 2 ; v 2  q̇2 . 
 

  

2 1 2 1 2 2 2 2 2 1 1 
2 

 
Тогда T  

1 
(m   m  )q̇2   

3 
m q̇2   m q̇ q̇ 

 

  

cos и 

2 
1 2 1 

4 
2 2 2 1 2 

 

T˙  
dT  

1 
(m 

 

 

 m )q̇  q̇   
3 

m q̇ 
 

 

q̇̇   m q̇̇ q̇ cos  m q̇  q̇  ̇ cos . 

dt 2 
1 2 1  2 2 

2  2  2 2  1  2 2  1  2 

 

Определяем мощность всех сил действующих в системе: 

W   2Fq̇1  Fq̇2   Fq̇1 cos  P2q̇2 sin

Окончательно получим: 

 (2  cos )Fq̇1  Fq̇2   m2gq̇2 sin . 

(T˙  W )  (m  m )q˙ a  
3 

m q̇  a  m q̇  a cos 




1 2 1 1 
2 

2 2   2 2 2 1 

m2q̇1a2 cos  (2  cos )Fq̇1  Fq̇2   m2gq̇2 sin . 
 

Используя (3), запишем систему двух алгебраических уравне- ний для определения а1 и а2: 

r 
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1 

1 

 

(m1  m2 )a1  m2a2 cos  F(2  cos ), 
 

(4) 
m a cos  

3 
m a  m g sin




 F .

 2   1 2 
2   2 2 

Неизвестные величины определяем по способу Крамера. 
 

(m1  m2 ) 
   

m2 cos

m2 cos 

3 
m

 
 

2 
2 

 
  m2 

3m1  m2 (1 2 sin2  ), 
2 

 

 
1 

F(2  cos ) m2 cos 

3 

 
 m2 F(6  cos )  m2g sin 2 , 

 

(m2g sin  F ) 
2 

m2 2 

  
(m1  m2 ) F(2  cos ) 




2 m cos (m g sin  F ) 
2 2 

 m2 (m1  m2 )g sin  F(2m2 cos m2 sin2   m1). 

Тогда a1 
1 ,

 


a2 

2 .
 



a  
F(6  cos )  m2g sin 2 

,
 

1 3m  m (1 2 sin2  ) 
1 2 

 
2(m  m )g sin  2F(2cos  sin2  m1 )

 
 

 

a2 
1 2 

 
3m  m 

 
(1 2 sin2  ) 

m2 .
 

1 2 

Чтобы а2 не поменяло знак, нужно положить, что m2gsin   F. 

 
2.2. Принцип возможных скоростей 
 

Если механическая система со склерономными (стационарны- ми), идеальными и двусторонними связями 

находится в покое, то уравнение (2) приобретает следующий вид: 
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W 

q̇i 

 0 (i 

 
 

 1,s). 
 

(5) 

С помощью уравнения (3) можно определить зависимость меж - ду силами, действующими на механизм, а 

также находить реакции связей в статически определимой конструкции. 
 

Пример 

Под действием сил 

 

 

P , Q и пары сил с моментом M плоский ме- 

ханизм находится в равновесии (рис. 199). 

При известных величинах M, , , l1 определить силы P и Q. 

Рис. 199 

Решение 

Плоский механизм имеет две степени свободы: 

1  1(t ); xA  xA (t ) - независимые координаты. 

При этом v1  ẋA и v2  ̇1l1  1l1 . 

Для нашего случая запишем два уравнения на основе (3): 

W 

v1 
 0; 

W 

v2 
 0. 

 
(6) 

Определяем мощность заданных сил. 

W  Qv1  M1  Pvc cos . 
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Используя теорему о проекциях скоростей двух точек плоской фи- гуры на прямую, проходящую через эти точки, 

определим скорость 

vc через скорости v1 и v2 : 

aA  d1C  v1 sin  ; bB  d2C  v2 sin . 

Из треугольников Cd1D и Cd2D запишем два равенства: 

d1C  vc sin(

d2C  vc sin(

  ); 

  ) 

 
или 

d1C  vc sin  cos

d2C  vc sin cos

 vc cos  sin ; 

vc cos sin . 

Если первое уравнение умножим на cos , а второе на cos  и сло- жим полученные уравнения, то 

d1C cos d2C cos   vc cos sin(  ). 

Отсюда, v cos  
v1 cos sin   v2 sin cos  

.
 

 

 

c 

 
Мощность W 

sin(

 W (v1,v2 ); 

  ) 

W  Qv  
M 

v 
 

  P 
sin cos  

v
 

 

  P 
sin  cos 

v .
 

 

 

2 sin(  ) 2 sin(  ) 1 
W 

 0; 
 Q  P 

sin  cos 
;
 

 

v1 sin(   ) 
W 

 0; 
 

M 
 P 

sin cos  
.
 

  

v2 l1 

Окончательно можно записать: 

sin(  ) 

Q  
M t g 

;
 

 
 

P  
M 

1




t g 
.
 

 l t g l 
 

t g 



1 1  

1 
l 1 
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Введение 

 

Наука о сопротивлении материалов возникла из практических наук человечества. 

Как и всякая другая наука, сопротивление материалов тесно связана с другими 

дисциплинами. Эта взаимосвязь проявляется в области общенаучных дисциплин 

(философия, математика), так и в области общеинженерных дисциплин (теоретическая 

механика, физика) и специальных дисциплин (теория упругости, теория пластичности и т. 

д.). Без знания наиболее общих законов природы, отражаемых в таких науках как 

философия и математика, невозможно понять сущность данной науки и создать 

фундамент сопротивления материалов. Большое значение имеет знание теоретической 

механики и особенно раздела этой дисциплины – статики, без знания основных 

положений которой невозможно было бы решить ни одной задачи. 

Дисциплина «Сопротивление материалов» относится к дисциплине базовой части. 

Она направлена на формирование общекультурных, общепрофессиональных компетенций 

обучающихся в процессе выполнения работ, определенных ФГОС ВО.  

Методические указания составлены на современном научном уровне и рассчитаны на 

студентов, по направлению 15.03.02 Технологические машины и оборудование. 

Последовательность лабораторных работ соответствует логической структуре ее 

прохождения. Предлагаемые методические указания содержат материал, который 

рекомендуется использовать студентам при осуществлении лабораторных работ.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



5 

           

 

Лабораторная работа № 1 

Испытание на растяжение образца из малоуглеродистой стали 

 

Цель работы -  изучение поведения образца  материала в процессе растяжения и 

определение механических характеристик материала (предела пропорциональности п , 

предела текучести т , временного сопротивления (предела прочности) в , 

относительного остаточного удлинения   и относительного остаточного сужения     

площади поперечного сечения). 

                        1. Содержание работы 

Образцы для испытаний на растяжение изготовляются обычно цилиндрической 

формы с головками на концах для закрепления их в захватах машины. Перед установкой 

образца в испытательную машину производится измерение диаметра, и длины его рабочей 

части. Диаметр рабочей части измеряется по двум взаимно перпендикулярным 

направлениям в трех сечениях. Точность измерения диаметра 0,1 мм. Затем образец 

устанавливается в захваты испытательной машины. После проверки готовности машины к 

испытанию ее включают и растягивают образец до разрушения. 

Растягивающее усилие создает напряжение в испытываемом образце и вызывает 

его удлинение; когда напряжение превзойдет прочность образца, он разорвется. 

На рис. 1 приведена диаграмма растяжения малоуглеродистой стали, построенная в 

системе прямоугольных координат.     

По оси ординат ординат отложено усилие Р в Н, а по оси абсцисс – деформация   

(абсолютное удлинение образца l  в мм.  Эта диаграмма получается при постепенном 

увеличении растягивающего усилия вплоть до разрыва образца. 

На диаграмме можно отметить несколько характерных точек. Участок ОА является 

отрезком прямой и показывает, что до точки А удлинение образца l  пропорционально 

усилию (нагрузке) Р; каждому приращению соответствует одинаковое увеличение 

деформации. Такая зависимость между удлинением образца и приложенной нагрузкой 

называется законом пропорциональности или законом Гука. 

 

 
 

. 

Р, Н ( , МПа)  

                                                       D 

   

                                                    Е        

                    С 

 

 

            В 

   

 А                                             
В

  

                   
п

             
т

                   

 

                                                                   L, мм ( ) 
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     Рис.1 Диаграмма растяжения малоуглеродистой стали  

 

 

Наибольшее напряжение, которое может выдержать образец без отклонения от 

закона Гука, называется пределом пропорциональности: 

                               п = 

0F

Рп
 








2мм

Н
                                     ( 1), 

где п - предел пропорциональности; пР - нагрузка;  0F -начальная площадь 

поперечного сечения образца. 

При дальнейшем нагружении образца наблюдается отклонение от закона Гука; на 

диаграмме появляется криволинейный участок. До точки В деформации образца являются 

упругими. Деформация называется упругой, если она полностью исчезает после разгрузки 

образца. Наибольшее напряжение, до которого остаточная   деформация столь 

пренебрежимо мала по сравнению с упругой деформацией, что можно считать материал 

деформирующимся вполне упруго,  называется пределом упругости. Найти опытным 

путем точное значение напряжение, при котором в материале начинают появляться 

остаточные деформации, практически невозможно. Поэтому под пределом упругости 

условно понимают то напряжение, при котором остаточное удлинение при испытании на 

растяжение составляет некоторую определенную долю от первоначальной длины стержня. 

По разным нормам эта доля принимается различной: от 0,001 до 0,03 %. Часто эту долю 

принимают равной 0,01% от первоначальной длины испытываемого образца; в этом 

случае условный предел упругости обозначают 
01,0 . 

Точки А и В лежат обычно близко друг от друга, поэтому практически предел 

упругости 
01,0  для стали принимают равным пределу пропорциональности п .  

От точки С  кривая переходит в горизонтальную или почти горизонтальную 

прямую, что указывает на значительное возрастание удлинения при постоянном или очень 

незначительном возрастании силы; материал как говорят, течет.  Напряжение  

                                  т = 

0F

Рт
                                                  ( 2),        

определяемое ординатой участка диаграммы, при котором наблюдается текучесть 

материала, называется пределом текучести. При этом значении напряжения значительно 

возрастает пластическая (остаточная) деформация. Когда напряжения в материале 

достигают предела текучести, полированная поверхность образца тускнеет и постепенно 

делается матовой. На поверхности образца появляются линии, наклоненные к оси образца 

под углом примерно в 45

. Эти линии носят название линий Чернова – Людерса, их 

появление свидетельствует о возникновении сдвигов кристаллов образца. 

Текучесть характерна только для низкоуглеродистой отожженной стали и для 

латуни некоторых марок.  

Высокоуглеродистые стали и другие металлы не имеют площадки текучести на 

диаграммах растяжения. Для таких металлов определяют условный предел текучести при 

величине остаточного удлинения равной 0,2 %. Напряжение,  при котором растягиваемый 

образец получает остаточное удлинение, равное 0,2 % своей расчетной длины, называется 

условным пределом текучести: 

                         
2,0 = 

0

2,0

F

Р
                                                           ( 3). 
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За площадкой текучести следует пологий криволинейный участок диаграммы СД. 

Материал снова начинает сопротивляться росту деформации, но, естественно, 

зависимость между деформацией и силой уже не подчиняется закону Гука. Кроме 

упругого удлинения, образец получает значительное остаточное удлинение. 

Участок СД диаграммы называют зоной упрочнения. Хотя на этом участке 

деформации развиваются достаточно интенсивно, но по сравнению с площадкой 

текучести здесь материал все же сопротивляется этим деформациям. 

Точка Д диаграммы определяет наибольшее для данного испытания значение силы 

maxР . На образце при этом значении силы наблюдается резкое местное сужение, так 

называемая шейка, намечается место последующего разрыва. Образец сильно удлиняется 

за счет пластической деформации шейки. Площадь сечения шейки уменьшается, и для 

доведения образца до разрушения требуется сила, меньшая maxР ; это отражено участком 

DЕ диаграммы, отклоняющимся вниз, к оси абсцисс. Условное напряжение, отвечающее 

наибольшей нагрузке, предшествовавшей разрушению образца, называют пределом 

прочности при растяжении или временным сопротивлением разрыву и подсчитывают по 

формуле 

                                    в = 

0

max

F

Р
                                                  ( 4 ). 

Действительные напряжения в сечении шейки не уменьшаются, а все время 

растут; площадь сечения шейки уменьшается более интенсивно, чем сила Р . Разрушение 

образца происходит при некотором значении силы разрР , меньшем maxР ; величина  

                                  разр = 
р

разр

F

Р
                                                    ( 5), 

где 
pF - площадь сечения образца в месте разрыва – представляет собой истинное 

напряжение при разрыве. 

Временное сопротивление можно рассматривать как наибольшее условное, т.е. 

отнесенное к первоначальной площади поперечного сечения образца, напряжение которое 

материал выдержал при испытании. Величина временного сопротивления оказывается 

значительно ниже истинного напряжения при разрыве. Принятие временного 

сопротивления, а не величины истинного напряжения при разрыве, за практическую 

характеристику прочности при растяжении пластического материала объясняется тем, что 

о прочности стержня можно судить только по первоначальной площади его поперечного 

сечения, т.к. об этом сечении можно получить определенные данные (по чертежу или 

путем обмера в натуре). 

Чтобы судить о прочности стержня по величине истинного напряжения при 

разрыве, необходимо знать площадь сечения шейки в месте разрыва. Эта площадь не 

может быть заранее, при проектировании или изготовлении стержня, точно предугадана. 

Величина же временного сопротивления, умноженная на первоначальную площадь 

поперечного сечения проектируемого или изготовленного стержня, дает достаточно 

точное представление о величине наибольшей растягивающей силы, которую может 

выдержать стержень без разрушения. 

От диаграммы растяжения в координатах Р  и l  можно, разделив ее ординаты на 

0F , а абсциссы на l , перейти к диаграмме в координатах   и  , где                         = 

0F

P
;   = 

l

l
                                          ( 6 ). 
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 Величины 0F и l  - первоначальная площадь поперечного сечения, и 

первоначальная длина расчетной части образца постоянны, поэтому вид диаграммы 

растяжения в новых координатах такой же, как и в координатах Р  и l , но масштабы 

ординат и абсцисс будут соответственно отличаться. 

Диаграмма растяжения в координатах  ,   более удобна и лучше отражает 

физические свойства материала, т.к. она не зависит от геометрических размеров 

испытываемого образца: от его длины l  и площади  поперечного сечения 0F . 

Проводя испытания, на растяжение малоуглеродистой стали и других пластичных 

материалов, кроме значений предела пропорциональности, предела текучести и 

временного сопротивления, определяют также величину остаточного удлинения при 

разрыве и величину относительного сужения площади сечения в месте разрыва. Эти 

величины служат характеристиками пластичности материала. Обе эти величины служат 

характеристиками пластичности материала. Обе эти величины определяются в процентах; 

они вычисляются по формулам 

                   %100
l

lост
                                                      ( 7); 

                   %100
F

FF p
                                                 ( 8), 

где остl - остаточное удлинение при разрыве; 
pF  - площадь сечения в месте 

разрыва; для образца с круглым сечением 

                     
4

ш
p

d
F


                                                                 ( 9 ), 

где  
ш

d - диаметр образца в месте разрыва.    

0F и l  - первоначальная площадь поперечного сечения, и первоначальная длина 

расчетной части образца; для образца с круглым сечением 
4

2d
Fp


 . 

Чем больше значения   и  , тем пластичнее материал, тем больше его 

пластическая (остаточная) деформация без разрушения. Очевидно, что величина   тем 

больше, чем значительнее протяженность диаграммы в направлении оси абсцисс, 

величина же  тем больше, чем длиннее участок DЕ диаграммы, соответствующий 

образованию и развитию шейки. 

Чем пластичнее материал, тем большую работу надо затратить на его разрыв, тем 

большую кинетическую энергию удара он может поглотить. Поэтому материалы с 

высокими характеристиками пластичности (  и  )  хорошо сопротивляются ударным 

нагрузкам. 

Если образец из мягкой стали нагрузить до напряжения, лежащего ниже предела 

упругости, а затем разгрузить, то никаких остаточных деформаций образец не получит и 

его механические свойства после разгрузки не изменятся.  Если же образец  

предварительно нагрузить до напряжения выше предела текучести, то его механические 

свойства при повторных нагружениях будут отличаться от первоначальных свойств. 

Предположим, что образец из малоуглеродистой стали нагружен до возникновения в нем 

некоторого напряжения, превышающего предел текучести и характеризуемого точкой В 

диаграммы растяжения (рис.2). 

Если затем снять нагрузку, то на диаграмме получится линия разгрузки ВС, 

параллельная участку ОА диаграммы, в пределах которого справедлив закон Гука. После 

разгрузки образец сохранит определенную остаточную деформацию ост , упругая часть 
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упр  полной деформации исчезнет. Из параллельности линий ОА и ВС следует вывод – 

упругие деформации возникают в образце и за пределом пропорциональности, причем 

здесь они по – прежнему следуют закону Гука, и модуль продольной упругости Е 

сохраняет прежнее значение.  

Т.о. полная деформация за пределом текучести слагается из остаточной (или 

пластической) и упругой деформаций 

                                           = ост +  
упр . 

При повторном нагружении образца на диаграмме получается линия СDЕ (рис.2). 

Предел пропорциональности материала, как это следует из диаграммы, значительно 

повышается.  

                                                              
1

D      1Е  

                 ,МПа                                             E 

                                                  

                                                        В            D                     

                          А   

                                              

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                           С                                                                

                     О     
ост
                     

упр
    

                                 

                                   

                               Рисунок 2 

 

 

Он примерно принимает значение того напряжения, которое возникло в образце 

перед разгрузкой. Если образцу после разгрузки дать некоторое время «отдохнуть» и 

затем вновь растягивать, то предел пропорциональности повысится еще сильнее 

(штриховая линия СD1 Е1 ). Очевидно, остаточное удлинение  ( ) образца, 

предварительно растянутого выше предела текучести, будет значительно ниже 

остаточного удлинения того же образца при однократном нагружении его до разрушения. 

Повышение предела пропорциональности и уменьшение пластичности вследствие 

предварительной вытяжки сверх предела текучести называют наклепом. Действие наклепа 

на сталь аналогично действию закалки.  

Временное сопротивление наклепанного материала остается таким же, каким было 

до наклепа. 

Величины усилий для всех характерных точек диаграммы должны быть записаны в 

журнал. 

После разрыва образца его части вынимают из захватов, устанавливают с помощью 

специальной пружины таким образом, чтобы в месте разрыва образца они плотно 
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соприкасались друг с другом, и производя измерения длины рабочей части и диаметра 

шейки образца.  

Зная величины усилий 
п
Р , /

п
Р ,  тР , maxР , разрP , определяют механические 

характеристики материала образца, а именно: 

- предел пропорциональности п  

- предел пропорциональности при повторной нагрузке (наклеп) 
/

п  

- предел текучести т  

- временное сопротивление растяжению (предел прочности при растяжении) в  

- истинное напряжение в момент разрыва разр  

- абсолютное остаточное удлинение образца остl  

- относительное остаточное удлинение образца     

- абсолютное остаточное сужение площади поперечного сечения F  

- относительное остаточное сужение площади поперечного сечения   

- полная работа, затраченная на разрыв образца U 

- удельная работа a. 

На основании полученных данных в журнале работ вычерчиваются диаграммы 

растяжения: одна в координатах «усилие – абсолютная деформация» и другая в 

координатах «напряжение – относительная деформация». На второй диаграмме 

показываются кривые условной и истинной диаграмм. Рисуется эскиз 

разрушенного образца. 

 

                  2. Порядок выполнения работы.  
- Ознакомиться с испытательной машиной. 

- Обмерить с помощью штангенциркуля и микрометра длину  и диаметр рабочей 

части образца. 

- Зарисовать в журнале работ эскиз образца, указав размеры его рабочей части. 

- Заложить образец в захваты машины и проверить готовность машины к 

испытанию. 

- Включить машину и следить за состоянием испытываемого образца, 

показаниями силоизмерителя и работой диаграммного аппарата. 

- Записать усилия, соответствующие характерным точкам диаграммы 

растяжения. 

- После прохождения площадки текучести снять нагрузку и вновь нагрузить 

образец, продолжая испытание. 

- После разрушения образца выключить машину, вынуть обе части 

разорвавшегося образца и снять диаграмму растяжения. 

- Установить обе части образца в струбцину, замерить длину рабочей части и 

диаметр шейки после испытания и записать их в журнал. 

- По данным испытания построить в журнале диаграммы растяжения  в 

координатах «усилие – абсолютная деформация» и  «напряжение – 

относительная деформация». 

- Вычислить характеристики прочности и пластичности материала образца и 

указать их размерность. 

                          3. Обработка опытных данных 
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Испытательная машина________________________________________ 

 

Характеристика испытуемого образца 

Материал____________________________________________________ 

                                                                                     Таблица наблюдений 

Размеры образца До опыта После 

опыта 

Расчетная длина, см l = l
1
= 

1.1.1.1 Диаметр, см d = d
1
 

1.1.1.2 Площадь поперечного 

сечения, см 3  

F = F ш = 

1.1.1.3 Объем расчетной 

части образца, см 3  

V =  

1.1.1.4   

Масштаб диаграммы, снятой на машине: по оси ординат 1 см = 1 кН 

                                                             По оси абсцисс 1 см = 0,01 см 

                                     Схемы образца 

   До опыта                                                      После опыта 

 

                   Результаты испытания: 

Нагрузка, снятая с диаграммы, кН 

п
Р =_____, /

п
Р -_____, тР =_____, maxР =_____, разрP =_____. 

1. Предел пропорциональности п  

      2. Предел пропорциональности при повторной нагрузке (наклеп) 
/

п  

     3. Предел текучести т  

      4.Временное сопротивление растяжению (предел прочности при 

       растяжении) в  

      5. Истинное напряжение в момент разрыва разр  

      6. Абсолютное остаточное удлинение образца остl  

      7. Относительное остаточное удлинение образца     

      8. Абсолютное остаточное сужение площади поперечного сечения F  

      9. Относительное остаточное сужение площади поперечного сечения   

      10. Полная работа, затраченная на разрыв образца 

                   lPPPU nn 







 max

3

2
 

      11. Удельная работа VUa /  

                       Диаграмма растяжения 

1) в координатах «усилие – абсолютная деформация»  

2) в координатах «напряжение – относительная деформация».       

Контрольные вопросы 

1. Что называется пределом прочности (определение, его характеристика, 

расчетная формула)? 

2. Что называется пределом текучести (определение, его характеристика, 

расчетная формула)? 
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3. Что называется пределом упругости (определение, его характеристика, 

расчетная формула)? 

4. Что называется пределом пропорциональности  (определение, его 

характеристика, расчетная формула)? 

5. Построить диаграмму для малоуглеродистых сталей, показать характерные 

точки. 

6. Построить диаграмму для высокоуглеродистых сталей.  

7. Какое характерное отличие между этими диаграммами? 

8. Что называется относительное сужение образца (определение, его 

характеристика, расчетная формула)? 

9. Что называется относительное удлинение образца (определение, его 

характеристика, расчетная формула)? 

10. Какие характеристики пластичности образца определялись в ходе данной 

лабораторной работы? 

11. Какие механические характеристика прочности образца определялись в ходе 

данной лабораторной работы? 

12. Что называется шейкой образца? 

13. Как определяется предел упругости образца (закон Гука)? 

14. Как на шкале испытательной машины можно зафиксировать предел текучести 

образца 
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                                   Лабораторная работа №2                                             

    Испытание на сжатие образцов из пластичных и хрупких материалов 

Целью работы является определение пределов прочности и изучение характера 

разрушения образцов металла, цемента и дерева при сжатии. 

1. Применяемые машины и приборы 

При выполнении данной работы могут быть использованы любые испытательные 

машины, мощность которых позволяет довести до разрушения при сжатии образцы из 

выбранных заранее материалов. 

Из измерительных приборов применяются штангенциркуль. Диаграммный аппарат 

машины автоматически записывает весь процесс испытания образца в виде кривой в 

системе координат «нагрузка - абсолютная деформация». 

2. Содержание работы 

В процессе испытания образцы из различных конструкционных материалов медленным 

возрастанием нагрузки доводятся до разрушения, фиксируется соответствующая 

разрушающая сила. Образцы для испытаний на сжатие применяются в виде кубика или 

цилиндра с высотой, соизмеримой с диаметром. Для более длинных образцов в опытах на 

сжатие трудно избежать искривления. 

 

      Рисунок 1                                                   

Рисунок 2 

При сжатии 

цилиндрического образца 

из пластичного материала 

(мягкой стали) при напряжениях, ниже предела пропорциональности, материал ведет себе 

так же, как при растяжении. Величины предела пропорциональности, предела текучести и 

модуля продольной упругости для таких материалов при сжатии и растяжении примерно 

одинаковы. После перехода за предел пропорциональности появляются заметные 

остаточные деформации. Благодаря трению между опорными плитами машины и 

основаниями образца затрудняются его поперечные деформации в этих  сечениях, и он 

принимает бочкообразную форму. По мере увеличения площади поперечного сечения для 

дальнейшей деформации приходится увеличивать нагрузку, и образец может быть 

сплющен, не обнаруживая признаков разрушения. Напряжения, аналогичного пределу 

прочности при растяжении, в этом опыте получить нельзя, а поэтому приходится 

ограничиваться определением условного предела прочности. Это - напряжение, при 

котором цилиндрическая форма образца переходит в явно выраженную бочкообразную 

(рис. 1). 

Хрупкие материалы (чугун, бетон) при сжатии, так же как и при растяжении, 

разрушаются при весьма малых деформациях. Образцы, например, из бетона при 

разрушении от сжатия распадаются обычно на куски, представляющие собой усеченные 

пирамиды, соединенные меньшими основаниями, что также объясняется влиянием трения 

между плитами машины и основаниями образцов (рис. 2). Если ослабить это трение, 

например, смазывая парафином, торцы образца, то характер разрушения бетона будет 

другой: образец будет разделяться на части трещинами, параллельными линии действия 

сжимающей силы. Разрушающая нагрузка для такого образца будет меньше, чем для 

образца, испытанного обычным путем, без смазки. 

При разрушении чугунного цилиндрического образца 

возникают трещины под углом от 40 до 50 градусов к оси образца 

(рис. 3). 

 

Рисунок 3 

При сжатии образцов из дерева или вырезанных из 

стеклопластика получаются резко различные результаты в зависимости от направления 
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сжатия по отношению к волокнам материала. Такие материалы называют анизотропными. 

При сжатии, например, дерева вдоль волокон предел прочности в 5-10 раз больше, чем 

при сжатии поперек волокон. 

Образец из дерева, испытываемый на сжатие вдоль волокон, до разрушения накапливает 

сравнительно небольшие деформации. После достижения нагрузкой наибольшего 

значения начинается разрушение образца, сопровождаемое падением нагрузки (рис. 4).  

При сжатии дерева поперек волокон сначала нагрузка возрастает, достигая величины, 

соответствующей пределу пропорциональности, затем образец начинает быстро 

деформироваться почти без увеличения нагрузки. В дальнейшем за счет сильного 

уплотнения материала нагрузка начинает расти. Условно считают разрушающей ту 

нагрузку, при которой образец сжимается примерно на 1/3 своей первоначальной высоты 

(рис. 5). 

 
                                  Рис.4                                      Рис.5 

Величины усилий, показанные силоизмерителями при разрушении образцов, заносятся 

в журнал работ. В нем же делаются зарисовки образцов до, и после разрушения. 

По полученным разрушающим силам - истинным или условным - вычисляются 

напряжения, соответствующие пределу прочности на сжатие, для каждого материала. В 

журнале работ строятся диаграммы испытания на сжатие в координатах «нагрузка - 

абсолютная деформация». 

                               3. Порядок выполнения работы 

- Ознакомиться с испытательной машиной, обмерить с помощью штангенциркуля 

размеры образцов и результаты занести в журнал работ. 

- Поместить образец между плитами машины и проверить готовность машины к 

испытанию. 

- Включить машину и вести наблюдение за поведением образца и показаниями 

силоизмерительного устройства. 

- Занести в журнал работ величину усилия, соответствующую началу разрушения 

образца. 

- После разрушения образца выключить машину и вынуть разрушенный образец. 

- По данным испытания вычислить временные сопротивления (пределы прочности) на сжатие для 

каждого материала, зарисовать вид каждого образца до и после испытания, записать 

объяснение характера и причины разрушения, изобразить диаграмму испытания в 

журнале работ. 

                                   Контрольные вопросы 

1. Какие материалы называются анизатропными? 

2. Чем отличаются диаграммы сжатия пластичных и хрупких материалов? 

3. Как происходит разрушение при сжатии образцов из дерева вдоль и поперек 

волокон? 

4. Что происходит с образцом из пластичного материала при испытании на сжатие? 

5. Что происходит с образцом из чугуна при испытании на сжатие? 
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                                   Лабораторная работа №3 

Определение модуля продольной упругости и коэффициента Пуассона 

Цель работы -  опытная проверка закона Гука при растяжении, определение модуля 

продольной упругости Е и коэффициента Пуассона   стали. 

1. Применяемые машины и приборы 

Для проведения испытаний образцов используются, в частности, те же испытательные 

машины, что и в предыдущей лабораторной работе. 

Для замера линейных деформаций образцов в данной лабораторной работе 

целесообразно использовать специальные измерительные приборы - механические 

тензометры коленчато-рычажного и рычажного типов. При помощи этих приборов 

определяют с высокой степенью точности малые деформации образцов, причем показания 

снимаются визуально. 

                                    2. Содержание работы 

Лабораторная работа подразделяется на две части: 

а) определение модуля продольной упругости Е стали; 

б) определение коэффициента Пуассона   стали. 

При выполнении первой части работы после обмера образца его помещают в захваты 

машины и устанавливают на нем спаренные тензометры коленчато-рычажного типа для 

определения продольных деформаций. Снятие показаний тензометров следует начинать 

после предварительного нагружения образца. 

В дальнейшем производится ступенчатое нагружение образца одинаковыми 

приращениями нагрузки в пределах упругих деформаций, снятие показаний тензометров 

при каждой заранее намеченной величине нагрузки и запись в таблицу наблюдений 

журнала работ. 

При достаточной тщательности проведения опыта приращения показаний тензометров, 

соответствующие равным ступеням нагрузки, должны быть примерно равны, что явится 

подтверждением подчинения материала закону Гука σ=Eε. 

Среднее приращение деформаций по обеим шкалам тензометров определяется по 

формуле 

                                       2/)( ср
пр

ср
л

ср                                                 (1) 

где ∆л
ср и ∆пр

ср - средние приращения продольных деформаций, замеренных 

тензометрами. 

Средняя относительная продольная деформация определяется с помощью формулы 

ε=∆l/l, которая в данном случае запишется в виде                     

                                               εср=∆ср/(Б∙к)                                                    (2) 

где Б - база тензометров, к - коэффициент увеличения показаний тензометров. 

На основании данных, полученных из опыта, среднее значение приращения напряжений 

на каждой ступени нагружения составит               

                                              ∆σ =∆F/A,                                                        (3) 

где ∆F - приращение нагрузки, А - площадь поперечного сечения образца. 

 

 
            а)                         б) 

           Рисунок 1 

Искомая величина модуля упругости Е в соответствии с законом Гука определится по 
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формуле 

       E=∆σ/εср.                                                                                                    (4) 

При выполнении второй части работы для определения линейных деформаций образца 

удобно использовать тензометры рычажного, типа, которые устанавливают на образец с 

прямоугольным поперечным сечением. Образцы в данной части работы можно испыты-

вать как на растяжение, так и на сжатие. 

При испытании на растяжение применяют обычно образцы, у которых длины сторон 

поперечного сечения разнятся в несколько раз. В таких случаях на узкой грани образца 

устанавливается тензометр для замера продольных деформации, а на широкой - для 

замера поперечных деформаций (рис. 1а). 

При испытании на сжатие размеры сторон поперечного сечения соизмеримы и 

тензометры устанавливают по схеме, показанной на рис. 1б. Снятие отсчетов тензометров 

производят после предварительного нагружения образца. Последующие нагружения 

производятся одинаковыми приращениями нагрузок. При каждой ступени нагружения 

снимаются отсчеты по тензометрам и заносятся в журнал работ. 

Используя полученные данные, вычисляют средние приращения абсолютных 

деформаций в продольном и поперечном направлениях образца. 

Средние относительные деформации определяются по формулам 

εпр
ср=∆пр

ср/(Б1∙к1), ε
поп

ср=∆поп
ср/(Б2∙к2),                                                           (5) 

где Бi, и кi- соответственно, база и коэффициент увеличения тензометров. 

Величина коэффициента Пуассона определяется по формуле 

                                    
пр

поп




  .                                                             (6) 

Парная установка продольных и поперечных тензометров дает возможность повысить 

точность результатов опыта. 

3. Порядок выполнения работы 

В первой части работы следует ознакомиться с испытательной машиной и тензометром. 

-Записать в журнал работ характеристики тензометров и размеры образца. 

-Заложить образец в захваты машины и установить на него тензометры. 

-После проверки готовности машины к испытанию следует дать предварительную 

нагрузку на образец и при этой нагрузке записать показания тензометров. Далее 

равными приращениями увеличивать нагрузку, записывая каждый раз показания 

тензометров. Нагружение производить в пределах упругих деформаций, что 

предусматривается заранее. 

-После ряда (5-6) замеров нужно разгрузить образец полностью, выключить машину и 

вынуть образец из захватов. 

-Далее производят вычисления приращений показаний для каждой ступени нагружения 

обоих тензометров, среднее приращение по каждому тензометру и среднее приращение 

по обеим шкалам. 

- Вычисляются средняя относительная деформация, приращение напряжения и модуль 

продольной упругости испытываемого материала. 

Во второй части последовательность работы такая же, как и в первой. После 

нагружения образца и записи опытных данных производится их обработка. 

- Вычисляют приращения показаний при каждой ступени нагружения и среднее 

приращение по каждому тензометру. 

- Вычисляют средние относительные поперечные и продольные деформации и по ним 

определяют величину коэффициента Пуассона стали. В журнале работ также делают 

зарисовку образца с установленными на нем тензометрами. 

 4. Обработка опытных данных 

а) Определение модуля продольной упругости стали 

Испытательная машина ____________________________ 

Характеристика испытываемого образца 
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Материал       сталь. 

Размеры образца:  диаметр d = ____ см; 

     площадь поперечного сечения  А = π∙d2/4 = ______ см2. 

Характеристика тензометров 

Коэффициент увеличения k1 = k2 =______; база  Б = __________ мм. 

Таблица наблюдений 

Нагрузка F, 

кН 

Приращен

ие нагрузки 

∆F, кН 

Левый 

тензометр 

Правый 

тензометр 

nлев, 

мм 

∆лев, 

мм 

nпр, 

мм 

∆пр, 

мм 

      

      

      

      

      

      

 

Среднее приращение по левой шкале  ∆л
ср = ______мм. 

Среднее приращение по правой шкале           ∆пр
ср =_____  мм. 

Среднее приращение по обеим шкалам ∆ср = (∆л
ср +∆пр

ср )/2 =________мм. 

Средняя относительная продольная деформация на интервале нагрузки 

 ∆F=_______кН 

Средняя относительная продольная деформация     εср=∆ср/(Б∙к)  

Среднее приращение напряжения        
A

F
  

Модуль продольной упругости стали      



E  

б) Определение коэффициента Пуассона стали 

Испытательная машина_____________ 

Таблица наблюдений 

Нагрузка 

F, кН 

Приращение 

нагрузки ∆F, 

кН 

Поперечный 

тензометр 

Продольный 

тензометр 

 

 

 

 
nлоп, мм 

∆поп, 

мм 
nпр, мм ∆пр, мм 

      

      

      

      

Характеристика испытываемого образца 

Материал     сталь, 

Размеры образца: 

ширина   а = _____ см; 

толщина   b = ______см; 

длина    1 = ______ см; 

площадь поперечного сечения А = ab= _______ кв.см. 

Характеристика тензометров 

Коэффициент увеличения k1 = k2 = _______; 

база   Б = ___________ мм. 

        

              Среднее приращение показаний поперечного тензометра  



18 

              ∆поп
ср = _______мм. 

              Среднее приращение показаний продольного тензометра   ∆пр
ср = 

_______ мм. 

              Средняя относительная поперечная деформация на интервале  

               Нагрузки F   ср
поп =_______ 

              Средняя относительная продольная деформация на интервале  

               нагрузки ∆F  ср
пр =________ 

Коэффициент Пуассона стали  =_______ 
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                             Лабораторная работа №4 

   Испытание на кручение с определением модуля сдвига 

Цель работы - проверить справедливость закона Гука при кручении, определить 

величину модуля сдвига стали, исследовать характер деформаций при кручении и 

установить величины разрушающих напряжений при скручивании образцов из различных 

материалов. 

   1. Применяемые машины и приборы 

Испытания на кручение производятся либо на стандартных испытательных машинах 

различных типов, либо на специальных экспериментальных установках. Расположение 

испытываемого образца в них может быть как горизонтальным, так и вертикальным. 

Одним из существующих типов машин на кручение являются машины с маятниковым 

измерением скручивающего момента.  

 

 

 

                   Рисунок 1 

Принципиальная схема такой машины с 

горизонтальным расположением образца 

(типа МК-20) показана на рис. 1. 

Нагружение образца 1, укрепленного с 

помощью заклинивающих устройств в  

захватах 2, производится вручную или при помощи электромотора через червячную пару 

6 и 7. Возникающий на захвате 2 скручивающий момент уравновешивается отклонением 

маятника 8. Угол отклонения маятника от вертикали пропорционален величине момента, 

скручивающего образец. Отсчет величины этого момента производится по шкале, 

нанесенной на втулке маятника 3 или по шкале барабана 4, который поворачивается 

пропорционально углу отклонения маятника зубчатой рейкой 5. 

Схема машины на кручение с вертикальным расположением образца (типа КМ-50) 

показана на рис. 2. 

 

 

 

 

 

 

           Рисунок 2                                                        

Рисунок  3 

Нагружение образца производится также вручную или от 

электромотора. Скручивающий момент, приложенный к образцу через захват, 

уравновешивается моментом маятника. Отклонение маятника регистрируется стрелкой 

измерительного устройства. Наряду с указанными машинами существуют машины на 

кручение с рычажным измерением скручивающего момента. Принципиальная схема 

одной из таких машин показана на рис. 3. Здесь образец 1 крепится в захватах 2 и 3. На 

захват 2 передается скручивающее усилие через червячную пару от ручки 4. Это усилие 

захват 3 воспринимает от образца и передает через систему рычагов 5, 6 на коромысло 7 с 

подвижным грузом 8. Посредством перемещения груза достигается уравновешивание 

коромысла, на котором нанесены деления, по которым и фиксируется момент на образце. 

Наряду со стандартными машинами для проведения лабораторной работы может быть 

применена специальная установка для испытания на кручение, которую можно изготовить 

в мастерской лаборатории. Схема такой установки со скучивающим моментом до 2500 Н-

см показана на рис. 4. Круглый стальной образец l одним своим концом жестко 
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закрепляется в стенке станины установки. Другим концом образец свободно проходит 

через отверстие в другой стенке станины 3. На свободном конце стержня 

перпендикулярно ему жестко прикреплен рычаг 4, к которому приложена  

нагрузка F, закручивающая стержень. Поскольку рычаг 4 расположен у самой опоры, 

изгиб стержня будет незначительным и им можно пренебречь, считая образец 

работающим только на кручение. Величина скручивающего момента может изменяться 

как при помощи гирь, так и изменением места расположения подвеса на рычаге. 

 

 

 

 

        Рисунок 4 

 

 

                                                                                     Рисунок 5 

На испытываемом образце в двух выбранных сечениях 5 

и 6 жестко закреплены две струбцины 7 и 8 длиной а 

каждая. При закручивании образца струбцины поворачиваются 

на некоторые углы ψ1 и ψ2. Искомый угол закручивания на участке между сечениями 5 и 6 

равен ψ= ψ2- ψ1. Так как испытание проводится в пределах упругости и, следовательно, 

углы ψ1 и ψ2 имеют весьма малые значения, то они могут быть определены по 

перемещениям концов струбцин через их тангенсы: 

,/

;/

222

111

aytg

aytg







  

отсюда ψ= ψ2- ψ1 = (y2/а) - (у1/а). Измерение перемещений концов струбцин, 

производится с помощью стрелочных индикаторов часового типа. 

Стрелочный индикатор (мессура) - прибор часового типа, применяющийся для замера 

перемещений, прогибов и т.п. Принципиальная схема прибора показана на рис. 5. При 

измерении перемещений индикатор устанавливается неподвижно и прижимается 

штифтом 7 к точке тела, перемещение которой желают определить. Пружина 2 

обеспечивает постоянный контакт измерительного штифта с поверхностью тела. 

Перемещение штифта через систему передач (червячная рейка 4, шестерни 5 и 6) 

передается стрелке 3. При перемещении штифта на 1 мм стрелка 3 делает полный оборот. 

По окружности, описываемой концом стрелки, нанесена шкала со 100 делениями. Таким 

образом, одно деление шкалы соответствует перемещению штифта на 0,01 мм. 

 

Иногда используют устройство, в котором штифт стрелочного индикатора соединяется 

с определенным сечением образца. Соответствующим подбором конструктивных 

размеров устройства добиваются удобного соотношения между величиной угла 

закручивания образца и показанием индикатора. Например, углу закручивания образца на 

одну минуту соответствует одно деление индикатора. 

 

 

 

                                                                                                           Рисунок 6 

 

В данной лабораторной работе возможно также 

использование зеркального прибора для замера 

углов закручивания. Схема такого прибора приведена на рис. 6. В сечении 1, угол 

закручивания которого нужно определить, при помощи струбцины 2 прикрепляется 

стержень с зеркалом 4 на конце. Против зеркала на расстоянии L устанавливается рейка 5 

с миллиметровыми делениями на ней. Рядом с рейкой помещается зрительная труба 6. В 
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исходном положении при помощи волоска зрительной трубы делается отсчет B1 по рейке, 

отраженной в зеркале. При повороте сечения на угол ψ на такой же угол повернется и 

зеркало. При этом наблюдатель сделает на рейке отсчет В2. Разность отсчетов ∆B = В2 – 

В1 будет пропорциональна углу закручивания сечения. Из рис. 6 видно, что tg2ψ = ∆B/L. 

Так как угол закручивания сечения весьма мал ввиду малости упругих деформаций, 

можно считать, что tg2ψ≈2ψ. Тогда 

ψ = ∆B /2L. 

2. Содержание работы 

Работа состоит из двух частей: 

а) экспериментальная проверка закона Гука при кручении и определение модуля сдвига 

стали; б) изучение характера деформаций и разрушения при кручении образцов из 

различных материалов и определение для них пределов прочности при кручении. 

Закон Гука при кручении стержней круглого поперечного сечения выражается 

формулой 

,
pGI

Tl
  

где Т - крутящий момент, 

Ψ - угол закручивания, возникающий под действием этого момента,  

l-расстояние между закручиваемыми сечениями, 

Iр - полярный момент инерции образца. 

Если в процессе опыта окажется, что одинаковым ступеням приращения крутящего 

момента соответствуют одинаковые приращения угла закручивания, то это будет говорить 

о справедливости закона Гука при кручении в данных пределах. 

После того как установлена справедливость закона Гука, можно найти величину модуля 

сдвига материала образца. Зная величину l и вычислив полярный момент инерции сечения 

образца Iр можно по замеренным углам закручивания Ψ, соответствующим ступеням 

моментной нагрузки, вычислить значение величины G по формуле 

.
pI

Tl
G


  

Пользуясь известной из теории сдвига зависимостью G=Е/2(1 +  ), следует сравнить 

найденное в данной работе значение величины G для стали с выраженным по этой 

формуле значением. Для Е и   их значения можно взять из ранее выполненной работы . 

При кручении в сечениях, перпендикулярных оси стержня, возникают касательные 

напряжения τ, а по сечениям, наклоненным к оси на угол 45º, действуют главные 

напряжения σmax= σ1=τ и σmin= σ3=-τ Характер разрушения при кручении образцов из 

различных материалов зависит от способности материала сопротивляться растяжению и 

сдвигу. 

Разрушение стального образца (пластичный материал) вызывается действием 

касательных напряжений, действующих в поперечных сечениях. Разрушение чугунного 

образца (хрупкий материал) связано с действием главных (конкретно - нормальных 

растягивающих) напряжений. Разрушение деревянного образца происходит путем 

расслаивания продольных волокон в результате действия касательных напряжений в 

продольных сечениях образца, проходящих через его ось. 

По результатам испытаний определяются пределы прочности при кручении для 

указанных материалов. 

Следует учитывать, что разрушение стального образца происходит в пластической 

области и в расчет принимается пластический момент сопротивления кручению Wρ,пл, 

который, как известно, связан с полярным моментом сопротивления Wρ соотношением 

Wρ,пл = 4 Wρ /3. Таким образом, предел прочности при кручении для стали 

устанавливается по формуле 
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W

T
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Разрушение чугунного и деревянного образцов происходит в пределах упругих 

деформаций, и для них предел прочности определяется по формуле 

.max




W

T
B   

В журнал работ зарисовываются эскизы образцов до и после разрушения. Для стали 

изображается схема диаграммы кручения в координатах «крутящий момент - угол 

закручивания» (схема потому, что упругий участок диаграммы кручения стали 

существенно меньше неупругого). 

  3. Порядок выполнения работы 

- Обмерить с помощью штангенциркуля или микрометра размеры, определяющие 

площадь поперечного сечения каждого испытываемого образца, вычислить полярные 

моменты инерции и полярные моменты сопротивления сечений и занести их в журнал 

работ. 

- Заложить стальной образец в захваты машины или специальной установки на 

кручение и закрепить в соответствующих местах измерительные приборы. 

- Проверить готовность машины к испытанию и нагрузить образец начальной 

небольшой нагрузкой (создать первоначальный натяг), при которой произвести замер 

угла закручивания. 

- Увеличивать нагрузку равными ступенями и заносить в журнал работ отсчеты при 

каждой ступени нагружения. 

- По окончании опыта рекомендуется образец разгрузить до первоначальной нагрузки и 

сделать контрольные отсчеты, сопоставив их с первоначальными. 

- Для выполнения второй части работы с образца снимаются измерительные приборы и 

затем осуществляется непрерывное его нагружение до разрушения. Одновременно 

машиной производится запись диаграммы испытания в координатах «крутящий 

момент -угол закручивания». 

- Аналогично проводятся испытания до разрушения при кручении образцов из чугуна и 

дерева. Запись диафаммы испытания можно не производить, однако следует 

зафиксировать в каждом опыте величину разрушающего скручивающего момента и 

соответствующего угла закручивания. 

- По окончании испытаний выключить машину и вынуть части разрушенных образцов 

из захватов. 

- В журнале работ произвести вычисления значений среднего приращения угла 

закручивания ∆ψср, модуля сдвига G и сравнить последний с вычисленным по 

формуле через величины Е и ν. 

- Вычислить пределы прочности при кручении для всех испытанных материалов. 

- Изобразить в журнале работ схему диаграммы кручения стали и эскизы всех образцов 

до испытания и после их разрушения. В каждом случае в журнале записать 

заключение о причине разрушения образца из каждого материала. 

4. Обработка опытных данных 

Испытательная машина _________________. 

Геометрические и механически характеристики стального образца: 

- расчетная длина    l=____ см; 

- диаметр     d=____ см; 

- полярный момент инерции   Ip=πd4/32=______ см4; 

- полярный момент сопротивления  Wp= πd3/16=______ см3; 

- модуль продольной упругости  E=_______ МПа; 

- коэффициент Пуассона    =______ 

Скручивающий момент измеряется при помощи маятникового сило-измерителя; угол 
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закручивания в упругой зоне измеряется с помощью приспособления, включающего 

индикатор часового типа; углу закручивания в одну минуту соответствует одно деление 

шкалы индикатора. 

а) Экспериментальная проверка закона Гука и определение модуля G 

Таблица наблюдений 

Скручивающ

ий момент Т, 

Н-м 

Приращение 

момента ∆Т, 

Н-м 

Угол 

закручивания 

ψ, мин 

Приращение 

угла ∆ψ, мин 

    

    

    

    

Среднее приращение угла закручивания в минутах  ∆ψср
′=____мин 

Среднее приращение угла закручивания в радианах  



'

60180
срср 


  

Модуль сдвига стали из опыта  





pср

оп
I

Tl
G


 

Модуль сдвига стали по теоретической формуле 



)1(2 

E
Gтеор  

Расхождение опытного и расчетного значений модуля сдвига 




 100
теор

оптеор

G

GG
  

б) Разрушение стального образца 

Скручивающий момент, соответствующий пределу пропорциональности 

 Tpr=____ Hм; 

угол закручивания, соответствующий пределу пропорциональности  

 ψpr=___º; 

скручивающий момент при разрушении образца угол    

 Tmax=____ Hм; 

закручивания при разрушении образца      ψmax=_____º. 

Схема диаграммы кручения: 

 

  Предел прочности стали при кручении 
p

u
W

T

4

3 max  

Заключение о причине разрушения:  

                                               Эскизы образца 

      До опыта                                                               После опыта 

         

 

 

 

Контрольные вопросы 

1. Какой вид имеет диаграмма кручения малоуглеродистой стали? 

2. Как записывается закон Гука при кручении? 

3. Физический, алгебраический и геометрический смысл модуля сдвига. 

4. Дать понятие угла закручивания φ и угла сдвига γ. 
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5. Как записывается формула для определения угла закручивания? 

6. Какой момент называется крутящим? 

7. От чего зависит модуль сдвига? 

8. Дать определение полярного момента инерции сечения. 
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Введение 

Цель лабораторных работ – углубленное изучение   состояния элементов некоторых 

конструкций путем сопоставления и научного анализа результатов теоретических 

расчетов с данными опыта. В процессе подготовки и проведения лабораторных работ 

студенты знакомятся с постановкой задач исследования, методами экспериментального 

решения этих задач. 

Личное участие каждого студента в экспериментальной и теоретической частях 

исследований является обязательным. 

Материалы лабораторных работ представляются в виде индивидуальных отчетов, 

которые подлежат защите. 

К работе с испытательными машинами и приборами в лаборатории студенты 

допускаются после инструктажа по технике безопасности. 

Лабораторные занятия следует рассматривать как наиболее действенное 

практическое средство обучения, в процессе которого студенты должны приобретать 

навыки для выполнения научных исследований. Поэтому основными задачами 

лабораторных работ являются экспериментальное подтверждение теоретических выводов, 

полученных при изучении лекционного материала; развитие навыков, привычек и 

способностей к самостоятельному выполнению необходимых действий с приборами и 

установками; приобретение навыка практической оценки результатов опытов; глубокое 

изучение физической сущности функционирования различных деталей и узлов машин и 

методик выполнения работ, имеющих различный характер; использование методик 

обработки опытных данных; обобщение полученных результатов и оценка возможных 

ошибок. В процессе выполнения лабораторных задач студенты должны ознакомиться с 

методикой эксперимента, научиться замерять напряжения и деформации, усилия и 

вращающие моменты, перемещения и другие величины. 

Перед тем как приступить к выполнению заданной лабораторной работы, студент 

должен усвоить краткие теоретические положения по теме, изучить объект исследования, 

приборы и инструменты, методику проведения эксперимента и обработка результатов и 

затем представить отчет. 

  После выполнения работы каждый студент представляет отчет, по которому 

производится опрос, имеющий целью установить степень усвоения студентом темы 

лабораторной работы. 

Правила по технике безопасности для студентов при проведении 

лабораторных работ 

1. Лабораторные работы проводятся под наблюдением преподавателя или 

лаборанта. Начинать работу можно только после ознакомления с методикой ее 

проведения. Включать установки в сеть, проводить исследования, связанные с работой на 

установках под руководством учебно-вспомогательного персонала или преподавателя. 

Студентам запрещается самостоятельно включать и выключать машины, проводить какие-

либо операции на них и оставлять их без наблюдения в процессе работы. 

2. К выполнению лабораторных работ студенты допускаются только после 

прослушивания инструктажа по технике безопасности и противопожарным мерам. После 

инструктажа каждый студент расписывается в специальном журнале. 
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3. При проведении лабораторных испытаний нельзя находиться в 

непосредственной близости от движущихся частей машины. Имеющиеся кожухи на 

установках должны быть плотно закрыты. При испытании хрупких или закаленных 

образцов необходимо пользоваться защитным экраном из органического стекла или 

металлической заслонкой. 

4. Перед включением установок необходимо проверить заземление и положение 

тумблеров на «выкл.». 

При работе на машинах и установках нельзя прикасаться к токоведущим частям, а 

также к электрощитам и электрорубильникам. 

Во избежание ожогов не прикасаться к тормозному шкиву и колодкам во время 

работы. 

Не трогать вращающиеся детали установок. 

Запрещается работать неисправным инструментом. Прежде чем начать какие-либо 

действия, убедитесь, что они не принесут вреда окружающим. 

Снятые детали и узлы редуктора следует положить на стол или подставку таким 

образом, чтобы они не могли упасть от случайного толчка. Передавая деталь для осмотра 

другому студенту, убедитесь, что он ее держит, прежде чем отпустить деталь самому. 

При сборке редуктора не подкладывайте пальцы под детали и, особенно, под 

крышку редуктора. С деталями и моделями механизмов следует обращаться осторожно, 

не ронять их на пол. Не делайте резких нажимов при работе отверткой, ключами, 

съемниками. 

Правила выполнения лабораторных работ 

1. К выполнению лабораторных работ студенты допускаются после проведения 

инструктажа по технике безопасности. При нарушении этих правил студент удаляется с 

лабораторного занятия и считается его пропустившим. Студент несет материальную 

ответственность за поломки и повреждения лабораторного оборудования и инструментов, 

возникшие по его вине. 

2. Перед выполнением лабораторных работ студенту необходимо ознакомиться с 

руководством к ним. К работе допускаются студенты, усвоившие теоретический материал, 

что проверяется преподавателем перед занятием. 

3. Вся лабораторная проработка - замеры, наблюдения, вычисления выполняются 

каждым студентом самостоятельно. 

4. Каждый студент составляет отчет по лабораторной работе, который должен 

содержать название, цель работы, общие положения и журнал испытания с выводами. 

Оформление отчета производится в соответствии с требованиями ГОСТа (рисунки в 

масштабе, единицы измерения в системе СИ). 

5. Лабораторная работа считается выполненной при наличии подписи 

преподавателя. Отработка пропущенного лабораторного занятия производится в 

специально отведенное для этого время под руководством учебного лаборанта. 
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ТЕМА 1. Простейшие системы сил. 

Лабораторная работа 1 

Определение центра тяжести плоских фигур 

         Примечание. Центр тяжести симметричной фигуры находится на оси 

симметрии. 

Центр тяжести стержня находится на середине высоты. При решении задач 

используются следующие методы: 

1. метод симметрии: центр тяжести симметричных фигур находится на оси 

симметрии; 

2. метод разделения: сложные сечения разделяем на несколько простых частей, 

положение центров тяжести которых легко определить; 

3. метод отрицательных площадей: полости (отверстия) рассматриваются как 

часть сечения с отрицательной площадью. 

Примеры решения задач 

Пример1. Определить положение центра тяжести фигуры, представленной на 

рис. 8.4. 

Решение 

 
 

Разбиваем фигуру на три части: 

 
   

 
Аналогично определяется уС = 4,5 см. 

 

Ответ: Хс=14,5 см; 

             Ус=4,5 см. 
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Пример 2. Найти положение центра тяжести симметричной стержневой 

фермы ADBE (рис. 116), размеры которой таковы: АВ = 6м, DE = 3 м и EF = 1 м. 

 Решение  

Так как ферма симметричная, то ее центр тяжести лежит на оси 

симметрии DF. При выбранной (рис. 116) системе координатных осей абсцисса центра 

тяжести фермы 

 
 

 
  

Неизвестной, следовательно, является лишь ордината уС центра тяжести фермы. 

Для ее определения разбиваем ферму на отдельные части (стержни). Длины их 

определяются из соответствующих треугольников. 

Из ΔAEF имеем 

 
Из ΔADF имеем 

 
Центр тяжести каждого стержня лежит в его середине, координаты этих 

центров легко определяются из чертежа (рис. 116). 

Найденные длины и ординаты центров тяжести отдельных частей фермы 

заносим в таблицу и по формуле 

 
определяем ординату у с центра тяжести данной плоской фермы. 
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Следовательно, центр тяжести С всей фермы лежит на оси DF симметрии 

фермы на расстоянии 1,59 м от точки F. 

 
 

Пример 3. Определить координаты центра тяжести составного сечения. 

Сечение состоит из листа и прокатных профилей (рис. 8.5). 

Примечание. Часто рамы сваривают из разных профилей, создавая 

необходимую конструкцию. Таким образом, уменьшается расход металла и 

образуется конструкция высокой прочности. 

Для стандартных прокатных профилей собственные геометрические 

характеристики известны. Они приводятся в соответствующих стандартах. 

  

Решение 

1. Обозначим фигуры номерами и выпишем из таблиц необходимые данные: 

1 — швеллер № 10 (ГОСТ 8240-89); высота h = 100 мм; ширина полки b = 46 

мм; площадь сечения А1 = 10,9 см2; 

2 — двутавр № 16 (ГОСТ 8239-89); высота 160 мм; ширина полки 81 мм; 

площадь сечения А2 — 20,2 см2; 

3 — лист 5x100; толщина 5 мм; ширина 100мм; площадь сечения A3 = 0,5 • 10 = 

5 см2. 

  

2. Координаты центров тяжести каждой фигуры можно определить по чертежу. 

Составное сечение симметрично, поэтому центр тяжести находится на оси 

симметрии и координата хС = 0. 

 
  

3. Определение центра тяжести составного сечения: 
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ТЕМА 2. Статика. Лабораторная работа 2 

Структурный анализ машин и механизмов 

Цель занятия: привитие навыков составления кинематических схем и 

структурного анализа машин и механизмов. 

КРАТКИЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ 

Машиной называется устройство, выполняющее механические движения для 

преобразования энергии, материалов и информации с целью замены или облегчения 

физического и умственного труда человека. 

Проектирование (синтез) новой машины или исследование уже существующей 

начинается с составления кинематической схемы ее механизмов. 

Механизмом называется искусственно созданная система тел, предназначенная для 

преобразования движения одного или нескольких тел в требуемые движения других тел. 

Кинематической схемой механизма (рисунок 2.1) называется графическое 

изображение механизма с применением условных обозначений звеньев и кинематических 

пар и указанием размеров, необходимых для кинематического анализа механизма. 

Перед выполнением лабораторной работы студентам необходимо изучить 

условное обозначение кинематических пар и звеньев по таблице 2.1 или по 

соответствующим ГОСТам.  

При составлении кинематической схемы вначале возможно её выполнение от руки 

без соблюдения масштаба и простановки необходимых размеров для построения схемы в 

масштабе. Далее выбирается масштаб для изображения звеньев и вычерчивается схема 

механизма в любом положении. Начинать ее построение необходимо с нанесения на 

чертеж неподвижных элементов кинематических пар. Затем вычерчивают ведущие 

звенья, входящие в кинематические пары со стойкой. Число этих звеньев можно найти 

экспериментально, располагая моделью исследуемого механизма. Оно будет 

соответствовать числу независимых движений, которые можно сообщить звеньям 

механизма. Далее необходимо нанести на чертеж кинематическую цепь, образующую 

ведомую часть механизма. 

Таблица 2.1 – Условное обозначение кинематических пар 

Число 

степеней 

свободы 

Кол-во 

геометрических 

связей 

Название пары Условное 

обозначение 

1 5 Поступательная 
 

1 5 Вращательная 
 

1 5 Винтовая 
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2 4 Цилиндрическая 

 

2 4 Сферическая с пальцем 

 

3 3 Сферическая 

 

3 3 Плоскостная 
 

4 2 Цилиндр–плоскость 

 

5 1 Шар–плоскость 

 

 

При вычерчивании кинематической схемы механизма следует избегать положений, 

затрудняющих чтение чертежа, т.е. таких, при которых звенья располагаются по одной 

прямой, совпадают одно с другим или располагаются на осях симметрии, неподвижных 

направляющих и т.д. Рекомендуется пронумеровать звенья арабскими цифрами в порядке 

их присоединения к ведущему звену, а кинематические пары обозначить буквами 

латинского алфавита.  

Структурный анализ предполагает решение таких задач как: 

а) построение структурной схемы; 

б) определение числа степеней подвижности механизма; 

в) определение формулы строения механизма.  

Структурной схемой называется условное изображение механизма, служащее для 

облегчения определения его строения. При выполнении структурной схемы размеры 

звеньев могут выбираться произвольно. Каждое звено изображается многоугольником с 

числом вершин, равным числу кинематических пар, в состав которых это звено входит, 

причем различие между поступательными и вращательными кинематическими парами на 

структурной схеме не делают. 

       Для определения числа степеней подвижности плоского механизма ис-

пользуют формулу П.Л. Чебышева. 

W = 3 ( К - 1 ) - 2 р1 - р2,      ( 2.1 ) 

где    W  – степень подвижности плоского механизма; 

          К  – число всех звеньев, включая стойку; 

          р1 – число одноподвижных кинематических пар; 

          р2 – число двух подвижных кинематических пар. 
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Поэтому формула строения механизма, исследуемого в нашем случае, запишется 

следующим образом: 

0 кл.(1,0) –> I кл. (2,3) –> I кл.(4,5).            (2.2) 

Класс механизма определяется наивысшим классом группы Ассура, которая 

входит в его состав. В нашем примере механизм относится  к первому классу. 

Если в составе исследуемого механизма есть высшие кинематические пары 

(соприкасающиеся по линии или в точке), то при анализе предварительно рекомендуется 

заменить их кинематической цепью, в состав которой входят только низшие 

кинематические пары. 

Например, в структурной схеме механизма, кинематическая схема которого 

изображена на рисунке 2.1 а, стойку 0 (рисунок 2.1б) изображает отрезок со штриховкой. 

Звенья 1 и 2 входят в две кинематические пары и изображаются отрезками произвольной 

длины и направления. Звено 3 входит в три кинематические пары, и на схеме 

изображается треугольником с произвольными длинами сторон. 

В звено 4 входит две пары и изображается на  схеме  отрезком  прямой, 

соединяющей одну из вершин треугольника 3 с произвольной точкой прямой 5. Таким 

образом, поступательная пара 5 – 0 изображается на схеме так же, как и вращательная. 

Перед определением следует выяснить наличие в данном механизме пассивных 

связей и лишних степеней свободы, не влияющих на кинематику основных звеньев 

механизма, и исключить их из рассмотрения. 

В нашем примере таковые отсутствуют, К = 8,0; р2 = 0,0; р1 = 10.  Таким образом, 

степень подвижности исследуемого механизма  

W = 3 ( К - 1 ) - 2 р1 - р2 = 3 (8,0 – 1 ) – 210 – 0,0 = 1. 

При структурном анализе разбивку механизма на группы Ассура (группы нулевой 

степени подвижности) следует начинать с наиболее удаленных групп от ведущего звена. 

Ведущее звено задается преподавателем. Результат последовательного отсоединения 

групп изображен на рисунке 2. 2. 

Группы Ассура подразделяются на классы, номера которых определяются 

количеством подвижных звеньев группы, поделенном на два. Порядок группы 

определяется числом внешних кинематических пар, которыми группа присоединяется к 

механизму. Вид группы зависит от числа и расположения в цепи вращательных и 

поступательных пар. Совокупность стойки и ведущего звена, образующих 

кинематическую одноподвижную пару, относится к группе 0 класса. 

При замене высших пар низшими должны оставаться неизменными: 

а) число степеней свободы (обеспечивающееся положением о том, что каждая 

высшая пара эквивалентна одному звену, входящему в две низшие пары, центры 

вращения которых расположены в центрах кривизны элементов высшей пары); 
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б) относительное движение звеньев. 

 

 

Рисунок 2.1 а – Схема кривошипно-ползунного механизма 

 

 

Рисунок 2.1 б 

 

Группа 1 кл., 2 порядка    Группа 1 кл., 2 порядка   Группа 0 кл. 

Рисунок 2.2 

При наличии в механизме сложных шарниров (при шарнирном соединении в 

одном узле механизма более двух звеньев) количество шарниров определяется в 

соответствии с выражением m - 1, где m-число звеньев, соединенных в сложном шарнире. 

При структурном анализе следует обращать внимание на наличие пассивных 

связей (несколько сателлитов в эпициклических передачах) и лишних степеней свободы 
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(круглый ролик на толкателе кулачкового механизма), которые не оказывают влияние на 

кинематику звеньев механизма и поэтому не должны учитываться при определении 

степени подвижности механизма. 

ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ РАБОТЫ 

1. Ознакомиться с механизмом, предложенным для выполнения работы. 

2. Начертить на черновике от руки схему механизма без масштаба и проставить в 

ней размеры, необходимые для выполнения кинематической схемы. При применении 

графического редактора этот пункт исключается. 

3. Вычертить кинематическую схему в масштабе. 

4. Выявить наличие пассивных связей и лишних степеней свободы и определить 

число степеней подвижности механизма. 

5. Построить структурную схему механизма. 

6. Разложить механизм на группы Ассура и определить их класс, порядок и вид. 

7. Записать формулу строения механизма. 

Контрольные вопросы: 

1. Что называется кинематической схемой механизма? 

2. Укажите задачи структурного анализа. 

3. Приведите примеры применения пассивных связей и лишних степеней свободы в    

реальных механизмах. 

4. Как вычерчивается структурная схема механизма? 

5. Напишите формулу для определения степени подвижности. 

    6.Расскажите, как производится разложение механизма на структурные группы. 

 

 

ТЕМА 3. Кинематика. Лабораторная работа 3.  

Исследование свободных колебаний 

Цель работы: Исследование свободных колебаний механической системы с одной 

степенью свободы. 

Задание: Определить частоту и период малых свободных колебаний механической 

системы с одной степенью свободы, пренебрегая силами сопротивления и массами нитей. 

1. Найти уравнение движения груза 1 y=y(t), приняв за начало отсчета положение 

покоя груза (при статической деформации пружин). Найти также амплитуду 

колебаний груза. 
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Примечание. Во всех вариантах колеса считать сплошными однородными дисками, 

стержни – тонкими однородными. Во всех случаях качение колес происходит без 

скольжения. 

Вопросы к лабораторной работе: 

1. Каковы формы главных колебаний системы с двумя степенями свободы? 

2. Как определить частоты малых свободных колебаний, пренебрегая силами 

сопротивления, массами пружин и моментами инерции скручиваемых валов? 

3. Порядок исследование свободных колебаний механической системы с двумя 

степенями свободы 

 

ТЕМА 4. Динамика. Лабораторная работа 4. 

Определение моментов инерции методом физического маятника 

1. Введение  

Цель - определение моментов инерции методом физического маятника.  

Задача – изучить экспериментальный метод определения моментов инерции для сложных 

тел.  

   

2. ТЕОРИЯ  

     Осевым моментом инерции тела относительно оси Z называется величина, равная 

сумме произведений масс всех точек тела на квадрат расстояния от этих точек до данной 

оси  

  

. 

Для определения моментов инерции существуют два принципиально различных пути - 

аналитический и экспериментальный. Аналитически определить осевой момент инерции 

можно только для тел простой формы, поверхность которых описывается 

математическими зависимостями. Например, для однородного стержня относительно оси, 

проведенной через его конец, он равен:  

  

, 

где m – масса стержня;  

L – его длина.  

             Для тел сложной формы применяются экспериментальные методы. В 

описываемом методе применяется аналогия тела с физическим маятником.  

Физическим маятником называется тело, совершающее колебания относительно оси 

вращения под действием силы тяжести. В частности, шатун, подвешенный одной из 

втулок на ось (рис. 4.1).  

              Момент инерции тела относительно оси вращения является мерой инерции этого 

тела во вращательном движении вокруг оси. Отсюда следует принципиальная 

возможность определять момент инерции физического маятника по периоду его 

колебаний: чем больше момент инерции, тем больше период колебаний. Однако период 

колебаний зависит ещё и от положения центра тяжести. Например, если центр тяжести 

физического маятника находится на оси вращения, то период колебаний становится 

бесконечно большим, так как колебания не возникают. Это наблюдается, например, в 

случае хорошо сбалансированного колеса.  
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Рис. 4.1. Шатун, подвешенный одной из втулок на ось 

 
Рис. 4.2. Синхронный математический маятник 

                     Повернём тело вокруг оси стержня на некоторый небольшой угол и опустим 

его без начальной скорости. Возникнут крутильные колебания, дифференциальное 

уравнение которых будет иметь вид:  

  

, 

где     J (кгм*м2) - момент инерции тела относительно оси стержня.  

         m (кг)- коэффициент упругости стержня на кручение,  

         g (м/с2) – ускорение свободного падения  

         d1 (м) – расстояние между осью подвеса и центром тяжести  

         - угол поворота.  

При этом трение в оси и сопротивление воздуха в виду малости не учитываются.  

Дифференциальному уравнению   придадим следующий «стандартный» вид:  

  

, 
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. 

      Данное дифференциальное уравнение выражает свободные колебания тела с 

циклической частотой k. Для дальнейших рассуждений удобно перейти от циклической 

частоты к периоду крутильных колебаний:  

  

, 

где Т - продолжительность одного колебания, то есть период колебаний, он весьма просто 

определяется экспериментально.  

Таким образом, зная период колебаний, можно из этой формулы   вычислить момент 

инерции тела:  

  

 
       Таким образом, выше приведённые формулы   позволяют опытно определить все 

необходимые величины и вычислить моменты инерции тела относительно осей подвеса, 

если известно положение центра тяжести тела.  

        Момент инерции тела относительно центра масс вычисляется по теореме о 

параллельных осях (теорема Гюйгенса- Штейнера):  

  

, 

где d1- расстояние между осями.  

        Для определения расстояний d1 и d2 тело подвешивают сперва одной втулкой, а затем 

другой, и каждый раз экспериментально измеряют периоды качаний с малой амплитудой.  

Используя выше приведённые формулы, получим систему уравнений:  

 
где D - расстояние между осями подвесов.  

         Приравнивая правые части первых двух уравнений и используя третье уравнение для 

замены расстояний от центра масс до осей подвеса, получим:  

 
С достаточной степенью точности можно приравнять численные значения g=9,81 и 

2=9,87. Сокращая два последних уравнения на величину , получим следующие 

приближённые расчётные формулы:  
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           Экспериментально определив периоды малых качаний относительно параллельных 

осей и измерив расстояния между осями, по формулам вычисляют расстояния от центра 

масс до осей подвеса. По этим найденным расстояниям вычисляют осевые моменты 

инерции   и момент инерции относительно центральной оси. 

            Экспериментально можно определить момент инерции физического маятника 

относительно оси подвеса, не измеряя период его колебаний, а подобрав к этому 

физическому маятнику синхронный математический маятник. Длина такого синхронного 

математического маятника называется приведённой длиной данного физического 

маятника. Расчёт производится по известной формуле:  

  

 
                Расстояние от оси подвеса до центра тяжести тела экспериментально можно 

определить из уравнения статического равновесия его в горизонтальном положении (рис. 

4.3):  

 
Рис. 4.3. Горизонтальное положение 

 
откуда:  

  

 
где hк - плечо силы тяжести тела относительно оси подвеса в горизонтальном положении 

за одну из втулок,  

h - расстояние между центрами втулок;  

G - сила тяжести шатуна;  
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Nk- сила натяжения нити, удерживающей шатун в горизонтальном положении за другую 

втулку;  

k - номер втулки.  

Номером 1 обозначено всё, что связано с малой втулкой, а номером 2 - всё, что относится 

к большой.  

Так как колебания шатуна будут наблюдаться в вертикальном его положении, то 

расстояния от центра тяжести до этих осей, больше найденных по формуле   расстояний 

на радиусы втулок (рис. 4.1).  

3. УСТАНОВКА          

 
Рис.4.3.1. Лабораторная установка 

 
Рис.4.3.2. Наборы тел из комплекта установки 

           Лабораторная установка состоит из вертикальной стойки, перпендикулярно которой 

крепится опора в виде призматического стержня, на которой устанавливаются 

исследуемые тела (рис.4. 3.1).  

В комплект установки входят два набора тел: однородные сплошные стержни, 

принимаемые за эталонные тела и экспериментальные образцы сложной форм, а также 

нить с грузом, способным перемещаться вдоль нее (рис.4.3.2).  
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В комплект установки входят секундомер, весы, динамометр, штангенциркуль.  

 
3.3. Дополнительное оборудование  

 

4. ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ РАБОТЫ  

 

1. Устанавливаем на опору одно из эталонных тел, отклоняем его на начальный угол и, 

задавшись числом полных колебаний (например, 10 колебаний), определяем период 

колебаний.  Этот опыт надо повторить 3 - 5 раз и вычислить среднеарифметическое. По 

формуле вычислим экспериментальное значение момента инерции.  

 

2. Измеряем массу и длину тела и вычислим теоретическое значение момента инерции по 

формуле. Данные заносятся в таблицу 4.1.  

 

3. Установим на опору одно из экспериментальных тел и дважды повторим опыт, меняя 

места крепления. Измеряем массу тела, расстояние между осями, находим расстояния от 

опор до центра тяжести, экспериментальные значения моментов инерции относительно 

осей подвеса, значения моментов инерции относительно центра масс. Данные заносятся в 

таблицу 4.2.  

 

4. Прикрепляем нить с грузом, придаем ей колебательное движение, измеряем период 

колебаний, затем изменяя расстояние от груза до крепления, подбираем такую длину, при 

которой период колебаний будет равен периоду колебаний экспериментального тела 

относительно одной из втулок. Аналогичный опыт проводим, подбирая приведенную 

длину к периоду колебаний относительно другой втулки. Затем устанавливаем тело на 

горизонтальной поверхности, прикрепляем одну из втулок к динамометру и определяем 

опорные реакции. По формулам   вычисляем расстояние между осями подвеса и значение 

момента инерции. Данные заносятся в таблицу 4.3.  

 

5. Оформляем отчет.  

   

5. Отчет  

Отчет должен содержать:  

1. Наименование работы.  

2. Цель работы.  

3. Технические данные установки.  

4. Результаты измерений и вычислений.  

5. Выводы по работе.  

6. Результаты измерений и вычислений, представленные в виде таблиц:  
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Таблица 4.1  

Результаты испытаний эталонного образца  

№  

измерения  

Масса  Длина  Период        Эксперимент  Расчет  Погрешность  

 m, 

 кг 

L 

м 
 

с 

Jэ 

 

Jp 

 

 
% 

 

1 

2 

3 

4 

5 

 

      

Среднее                    

                                                                                                                

Таблица 4.2  

Результаты испытаний экспериментального образца  

№  

 измерения  

Масса  Расстояние  

 между осями  

Периоды 

колебаний  

   

Моменты 

инерции и 

расстояния до 

центра тяжести 

по методу физ. 

маятника  

 m, 

 кг 

D 

м 

Т1 

с 

Т2 

с 

d1 

М 

J1 

 

d2 

м 

J2 

 

JС 

 
1 

2 

3 

4 

5 

         

Среднее                             

                                                                                                                                 Таблица 4.3  

Результаты испытаний экспериментального образца  

№  

измерения  
Масса  

Реакции 

опор  

Расстояния  

до центров 

тяжести  

Приведенная 

длина  

Моменты инерции по 

методу мат. маятника  

 

m, 

кг 

N1 

Н 

N2 

Н 

d1 

м 

d2 

м 

Lпр1 

М 

Lпр2 

М 

J1 

 

J2 

 

JС 

 
 

1 

2 

3 

4 

5 

 

          

Среднее                                

  6. КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ  

1. Что называется осевым моментом инерции?  

2. Какие колебания называются крутильными?  
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3. Как находятся моменты инерции относительно параллельных осей?  
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Введение

Настоящее пособие разработано на основе:
 Федерального закона от 29 декабря 2012 г. № 273-ФЗ «Об образовании в Российской

Федерации»;
 Федеральных государственных образовательных стандартов высшего образования (да-

лее ФГОС ВО);
 нормативно-методических документов Минобрнауки России;
 Устава ФГАОУ ВО «Северо-Кавказский федеральный университет»;
 Приказом Минобрнауки  России  от  06.04.2021  N  245  «Об  утверждении  Порядка

организации  и  осуществления  образовательной  деятельности  по  образовательным  программам
высшего  образования  -  программам  бакалавриата,  программам  специалитета,  программам
магистратуры» (Зарегистрировано в Минюсте России 13.08.2021 N 64644);

 локальных нормативных актов ФГАОУ ВО «Северо-Кавказский федеральный универси-
тет».

На современном рынке труда конкурентоспособным может стать только квалифицирован-
ный работник соответствующего уровня и профиля, компетентный, свободно владеющей своей
профессией и ориентированный в смежных областях деятельности, способный к эффективной ра-
боте по специальности на уровне мировых стандартов и готовый к постоянному профессиональ-
ному росту.

Самостоятельная  работа  студента  направлена  на  достижение  целей подготовки  специали-
стов-профессионалов, активное включение обучаемых в сознательное освоение содержания обра-
зования, обеспечение мотивации, творческое овладение основными способами будущей професси-
ональной деятельности. Чтобы подготовить и обучить такого профессионала, высшим учебным за-
ведениям необходимо скорректировать свой подход к планированию и организации учебно-воспи-
тательной работы. Это в равной степени относится к изменению содержания и характера учебного
процесса. В современных реалиях задача преподавателя высшей школы заключается в организа-
ции и направлении познавательной деятельности студентов, эффективность которой во многом за-
висит от их самостоятельной работы. В свою очередь, самостоятельная работа студентов должна
представлять  собой  не  просто  самоцель,  а  средство  достижения  прочных  и  глубоких  знаний,
инструмент формирования активности и самостоятельности студентов.

В  связи  с  введением  в  образовательный  процесс  новых  образовательных  стандартов,  с
уменьшением количества аудиторных занятий по дисциплинам возрастает роль самостоятельной
работы студентов. Возникает необходимость оптимизации самостоятельной работы студентов (да-
лее - СРС). Появляется необходимость модернизации технологий обучения, что существенно ме-
няет  подходы к  учебно-методическому и организационно-техническому обеспечению учебного
процесса.

Данная  методическая  разработка  содержит  рекомендации  по  организации,  управлению  и
обеспечению  эффективности  самостоятельной  работы  студентов  в  процессе  обучения  в  целях
формирования необходимых компетенций.

Самостоятельная работа студентов является обязательным компонентом учебного процесса
для каждого студента и определяется учебным планом. Виды самостоятельной работы студентов
определяются при разработке рабочих программ и учебных методических комплексов дисциплин
содержанием учебной дисциплины. При определении содержания самостоятельной работы сту-
дентов следует учитывать их уровень самостоятельности и требования к уровню самостоятельно-
сти выпускников для того, чтобы за период обучения искомый уровень был достигнут. Так, удель-
ный вес самостоятельной работы при обучении в очной форме составляет до 50% от количества
аудиторных часов, отведённых на изучение дисциплины, в заочной форме - количество часов, от-
веденных на освоение дисциплины, увеличивается до 90%.

Самостоятельная работа определяется как индивидуальная или коллективная учебная дея-
тельность, осуществляемая без непосредственного руководства педагога, но по его заданиям и под
его контролем.
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Самостоятельная работа – это познавательная учебная деятельность,  когда последователь-
ность мышления студента, его умственных и практических операций и действий зависит и опреде-
ляется самим студентом. Самостоятельная работа студентов способствует развитию самостоятель-
ности, ответственности и организованности, творческого подхода к решению проблем учебного и
профессионального уровня, что в итоге приводит к развитию навыка самостоятельного планирова-
ния и реализации деятельности.

Целью самостоятельной работы студентов является овладение необходимыми компетенци-
ями по своему направлению подготовки, опытом творческой и исследовательской деятельности.

На основании компетентностного подхода к реализации профессиональных образовательных
программ, видами заданий для самостоятельной работы являются:

-  для овладения знаниями: чтение текста (учебника, первоисточника, дополнительной ли-
тературы), составление плана текста, графическое изображение структуры текста, конспектирова-
ние текста, выписки из текста, работа со словарями и справочниками, ознакомление с норматив-
ными  документами,  учебно-исследовательская  работа,  использование  аудио-  и  видеозаписей,
компьютерной техники и информационно- телекоммуникационной сети Интернет и др.

- для закрепления и систематизации знаний: работа с конспектом лекции, обработка текста
(учебника, первоисточника, дополнительной литературы, аудио и видеозаписей), повторная работа
над учебным материалом, составление плана, составление таблиц для систематизации учебного
материала, ответ на контрольные вопросы, заполнение рабочей тетради, аналитическая обработка
текста (аннотирование, рецензирование, реферирование, конспект-анализ и др.), завершение ауди-
торных практических работ и оформление отчётов по ним, подготовка мультимедиа сообщений/
докладов к выступлению на семинаре (конференции), материалов-презентаций, подготовка рефе-
рата, составление библиографии, тематических кроссвордов, тестирование и др.

- для формирования умений: решение задач и упражнений по образцу,  решение вариатив-
ных задач, выполнение чертежей, схем, выполнение расчетов (графических работ), решение ситуа-
ционных (профессиональных) задач, подготовка к деловым играм, проектирование и моделирова-
ние разных видов и компонентов профессиональной деятельности, рефлексивный анализ профес-
сиональных умений с использованием аудио- и видеотехники и др.

Самостоятельная работа может осуществляться индивидуально или группами студентов в за-
висимости  от  цели,  объема,  конкретной  тематики  самостоятельной  работы,  уровня сложности,
уровня умений студентов.

Контроль результатов самостоятельной работы студентов может осуществляться в пределах
времени, отведенного на обязательные учебные занятия по дисциплине и внеаудиторную самосто-
ятельную работу студентов по дисциплине, может проходить в письменной, устной или смешан-
ной форме.

Самостоятельная  работа  проводится  в  виде  упражнений  при  изучении  нового  материала,
упражнений в процессе закрепления и повторения, упражнений проверочных и контрольных ра-
бот, а также для самоконтроля.

Для организации самостоятельной работы необходимы следующие условия:
1. готовность студентов к самостоятельному труду;
2. наличие и доступность необходимого учебно-методического и справочного материала;
3. консультационная помощь.
Самостоятельная  работа  может  проходить  в  лекционном  кабинете,  компьютерном  зале,

библиотеке, дома. Самостоятельная работа способствует формированию компетенций, тренирует
волю, воспитывает работоспособность, внимание, дисциплину и ответственность.

1 Общая характеристика самостоятельной работы студента при изучении дисциплины

Дисциплина  «Механика»  относится  к  дисциплине  базовой  части.  Она  направлена  на
формирование  профессиональных  компетенций  обучающихся  в  процессе  выполнения  работ,
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определенных ФГОС ВО. 
Наименование компетенций: 

Код, формулировка компе-
тенции

Код, формулировка индикато-
ра

Планируемые результаты обучения по
дисциплине (модулю), характеризу-
ющие этапы формирования компе-

тенций, индикаторов
ОПК-5 Способен работать
с нормативно-технической
документацией,  связанной
с  профессиональной  дея-
тельностью,  с  учетом
стандартов, норм и правил

ИД-1  ОПК-5  оперирует  ме-
тодами  работы  с  норма-
тивно-технической докумен-
тацией, связанной с профес-
сиональной  деятельностью,
стандарты, нормы и правила

Пороговый уровень
Понимает основополагающие поня-
тия и методы статики,  кинематики,
расчетов  на  прочность  и  жесткость
упругих тел, деталей и узлов машин
общего назначения
Повышенный уровень
понимает  порядок  расчета  деталей
машин и оборудования химической
промышленности;

ИД-2  ОПК-5  работает  с
нормативно-технической
документацией  с  учетом
стандартов, норм и правил

Пороговый уровень
выполняет расчеты   на прочность,
жесткость  и  долговечность  узлов  и
деталей  химического  оборудования
при простых видах нагрузки; 
Повышенный уровень
выполняет кинематические расчеты
движущихся  элементов  деталей
машин и  оборудования,  уметь  про-
водить испытания по заданной мето-
дике

ИД-3 ОПК-5 применяет ме-
тоды работы с  нормативно-
технической документацией,
связанной с профессиональ-
ной деятельностью, с учетом
стандартов, норм и правил

Пороговый уровень
демонстрирует владение  навыками
составления  расчетных  схем  и  вы-
полнения прочностных расчетов не-
сложных  механических  систем  и
устройств и методами их испытаний
Повышенный уровень
демонстрирует владение  методами
экспериментальных  исследований
деталей машин и оборудования, об-
работки  и  интерпретации  экс-
периментальных данных;

ОПК-13 Способен  приме-
нять  стандартные  методы
расчета  при  проектирова-
нии  деталей  и  узлов  тех-
нологических  машин  и
оборудования

ИД-1  ОПК-13  знаком  со
стандартными  методами
расчета при проектировании
деталей  и  узлов  технологи-
ческих машин и оборудова-
ния

Пороговый уровень
Понимает  понятия и методы расче-
тов  на  прочность  и  жесткость
упругих узлов машин общего назна-
чения; 
Повышенный уровень
понимает  методы  расчета  деталей
машин и оборудования химической
промышленности

ИД-2  ОПК-13  применяет
стандартные методы расчета
при проектировании деталей

Пороговый уровень
выполняет расчеты  на  долговеч-
ность узлов и деталей; 
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технологических  машин  и
оборудования

Повышенный уровень
выполняет расчеты     движущихся
элементов  деталей  машин и обору-
дования;

ИД-3  ОПК-13  применяет
стандартные методы расчета
при  проектировании  узлов
технологических  машин  и
оборудования

Пороговый уровень
применяет  навыки  выполнения
прочностных  расчетов  несложных
механических систем; 
Повышенный уровень
применяет методы исследований 
деталей машин и оборудования;

В рамках курса дисциплины «Механика» самостоятельная работа студентов находит актив-
ное применение и включает в себя различные виды деятельности: 
 подготовка к лабораторным занятиям,  в том числе работа с  методическими указаниями,
средствами массовой информации; 
 подготовка к лекциям, в том числе самостоятельное углубленное изучение теоретического
курса по рекомендованной литературе; 
 подготовка к промежуточной аттестации. 

Цель самостоятельной работы студента при подготовке к лекциям заключается в получении
новых знаний, приобретенных при более глубоком изучении литературы по дисциплине.

Задачи: 
– доработка и повторение конспектов лекции;
– осмысление содержания лекции, логической структуры, выводов.
Цель самостоятельной работы студента при подготовке к лабораторным занятиям заклю-

чается в углублении, расширении, детализировании знаний, полученных на лекциях в обобщенной
форме.

Задачи:
– развить способность применять полученные знания на практике при решении конкретных

задач;
 – проверить знания студентов, полученные на лекциях и при самостоятельном изучении

литературы.

2 План-график выполнения самостоятельной работы

Таблица 1 – Виды самостоятельной работы для очной формы обучения 

Коды реали-
зуемых

компетенций,
индикатора(о

в)

Вид деятельности
студентов

Средства и
технологии

оценки

Объем часов, в том числе
СРС Контактная

работа с
препода-
вателем

Всего

ИД-1 ОПК-5
ИД-2 ОПК-5
ИД-3 ОПК-5
ИД-1 ОПК-13
ИД-2 ОПК-13
ИД-3 ОПК-13

Подготовка к практи-
ческому занятию

Собеседование

9,690 0,510 10,200

ИД-1 ОПК-5
ИД-2 ОПК-5
ИД-3 ОПК-5
ИД-1 ОПК-13
ИД-2 ОПК-13

Подготовка к лабора-
торной работе

7,268 0,383 7,650
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ИД-3 ОПК-13
ИД-1 ОПК-5
ИД-2 ОПК-5
ИД-3 ОПК-5
ИД-1 ОПК-13
ИД-2 ОПК-13
ИД-3 ОПК-13

Самостоятельное 
изучение литературы

Собеседование

27,218 1,433 28,650

Итого 44,175 2,325 46,500

Таблица 2 – Виды самостоятельной работы для очно-заочной формы обучения 

Коды реали-
зуемых

компетенций,
индикатора(о

в)

Вид деятельности
студентов

Средства и
технологии

оценки

Объем часов, в том числе
СРС Контактная

работа с
препода-
вателем

Всего

ИД-1 ОПК-5
ИД-2 ОПК-5
ИД-3 ОПК-5
ИД-1 ОПК-13
ИД-2 ОПК-13
ИД-3 ОПК-13

Подготовка к практи-
ческому занятию

Собеседование

3,135 0,165 3,300

ИД-1 ОПК-5
ИД-2 ОПК-5
ИД-3 ОПК-5
ИД-1 ОПК-13
ИД-2 ОПК-13
ИД-3 ОПК-13

Подготовка к лабора-
торной работе

4,703 0,248 4,950

ИД-1 ОПК-5
ИД-2 ОПК-5
ИД-3 ОПК-5
ИД-1 ОПК-13
ИД-2 ОПК-13
ИД-3 ОПК-13

Самостоятельное 
изучение литературы

Собеседование

104,738 5,513 110,250

Итого 112,575 5,925 118,500

3 Контрольные точки и виды отчетности по ним

В рамках рейтинговой системы успеваемость студентов по каждой дисциплине оценивается
в ходе текущего контроля и промежуточной аттестации. 

4 Описание показателей и критериев оценивания компетенций на раз-
личных этапах их формирования, описание шкал оценивания 

Компетенция  (ии),
индикатор (ы)

Уровни сформированности компетенци(ий),
Минимальный
уровень не до-

стигнут
(Неудовлетвори-

тельно)

Минимальный
уровень

(удовлетворитель-
но) 

3 балла

Средний уровень
(хорошо)
4 балла

Высокий уровень
(отлично) 
5 баллов
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2 балла
Компетенция: ОПК-5 способен применять стандартные методы статики, кинематики, расчетов на

прочность и жесткость упругих тел, деталей и узлов машин общего назначения
Результаты  обучения
по дисциплине (моду-
лю):
Индикатор: 
ИД-1 ОПК-5 опери-
рует  методами  ра-
боты с нормативно-
технической
документацией, свя-
занной  с  професси-
ональной  деятель-
ностью,  стандарты,
нормы и правила

не  понимает
основы
основопо-
лагающие  поня-
тия  и  методы
статики,  ки-
нематики,
расчетов  на
прочность  и
жесткость
упругих тел, де-
талей  и  узлов
машин  общего
назначения; 

не в достаточном
объеме  понимает
основы основопо-
лагающие  поня-
тия и методы ста-
тики,  кинема-
тики, расчетов на
прочность  и
жесткость
упругих  тел,  де-
талей  и  узлов
машин  общего
назначения;

понимает  осно-
вы  основопо-
лагающие  поня-
тия  и  методы
статики,  ки-
нематики,
расчетов  на
прочность  и
жесткость
упругих тел, де-
талей  и  узлов
машин  общего
назначения;

понимает  по-
рядок  расчета
деталей  машин
и  оборудования
химической
промышленно-
сти;

ИД-2  ОПК-5  ра-
ботает  с  норма-
тивно-технической
документацией  с
учетом  стандартов,
норм и правил

не  применяет
расчеты    на
прочность,
жесткость  и
долговечность
узлов  и  деталей
химического
оборудования
при простых ви-
дах нагрузки;

не в достаточном
объеме  применя-
ет  расчеты    на
прочность,  жест-
кость и долговеч-
ность узлов и де-
талей  химиче-
ского  оборудова-
ния  при  простых
видах нагрузки;

применяет
расчеты    на
прочность,
жесткость  и
долговечность
узлов и деталей
химического
оборудования
при простых ви-
дах нагрузки;

учитывает  и
оценивает  эко-
логические  по-
следствия в раз-
ных сферах дея-
тельности

ИД-3 ОПК-5 приме-
няет методы работы
с  нормативно-тех-
нической  докумен-
тацией, связанной с
профессиональной
деятельностью,  с
учетом  стандартов,
норм и правил

не  использует
навыками
составления
расчетных  схем
и  выполнения
прочностных
расчетов  не-
сложных  меха-
нических систем
и  устройств  и
методами их ис-
пытаний;

не в достаточном
объеме  исполь-
зует  навыками
составления
расчетных схем и
выполнения
прочностных
расчетов  неслож-
ных  механиче-
ских  систем  и
устройств и мето-
дами  их  испыта-
ний;

Применяет  на-
выками  состав-
ления  расчет-
ных схем и вы-
полнения  проч-
ностных  расче-
тов  несложных
механических
систем  и
устройств  и ме-
тодами  их  ис-
пытаний;

использует ме-
тодами экс-
периментальных
исследований 
деталей машин 
и оборудования,
обработки и ин-
терпретации 
эксперименталь-
ных данных;

Компетенция: ОПК-13 Способен применять стандартные методы расчета при проекти-
ровании деталей и узлов технологических машин и оборудования

Результаты  обуче-
ния  по  дисциплине
(модулю):
Индикатор:  ИД-1
ОПК-13  знаком  со
стандартными мето-
дами  расчета  при

не  осознает  по-
нятия  и  методы
расчетов  на
прочность  и
жесткость
упругих  узлов
машин  общего

не  в  достаточном
объеме  осознает
понятия и методы
расчетов на проч-
ность и жесткость
упругих  узлов
машин общего на-

осознает  поня-
тия  и  методы
расчетов  на
прочность  и
жесткость
упругих  узлов
машин  общего

понимает мето-
ды расчета де-
талей машин и 
оборудования 
химической 
промышленно-
сти;
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проектировании  де-
талей и узлов техно-
логических  машин
и оборудования

назначения; значения; назначения;

ИД-2  ОПК-13  при-
меняет стандартные
методы расчета при
проектировании  де-
талей  технологиче-
ских  машин  и  обо-
рудования

не  применяет
знания  расчеты
на долговечность
узлов и деталей;
ти

не  в  достаточном
объеме применяет
знания расчеты на
долговечность  уз-
лов и деталей;

применяет  зна-
ния  расчеты на
долговечность
узлов  и  дета-
лей;

решает расчеты
движущихся 
элементов дета-
лей машин и 
оборудования;

ИД-3  ОПК-13  при-
меняет стандартные
методы расчета при
проектировании  уз-
лов  технологиче-
ских  машин  и  обо-
рудования

не применяет на-
выки  выполне-
ния прочностных
расчетов неслож-
ных  механиче-
ских систем;

не  в  достаточном
объеме применяет
навыки  выполне-
ния  прочностных
расчетов  неслож-
ных  механиче-
ских систем;

применяет  на-
выки  выполне-
ния  прочност-
ных  расчетов
несложных
механических
систем;

применяет  ме-
тоды  исследо-
ваний  деталей
машин и обору-
дования;

5 Тематический план дисциплины 

№
Раздел (тема) дисципли-
ны и краткое содержание

Формиру-
емые компе-
тенции, ин-
дикаторы

очная форма очно-заочная форма

Контактная работа
обучающихся с

преподавателем /
из них в форме
практической

подготовки, часов

С
ам

ос
то

ят
ел

ьн
ая

 р
аб

от
а,

 ч
ас

ов

Контактная работа
обучающихся с

преподавателем /из
них в форме практиче-
ской подготовки, часов

С
ам

ос
то

ят
ел

ьн
ая

 р
аб

от
а,

 ч
ас

ов

Л
ек

ци
и

П
ра

кт
ич

ес
ки

е 
за

-
ня

ти
я

Л
аб

ор
ат

ор
ны

е 
ра

-
бо

ты

Л
ек

ци
и

П
ра

кт
ич

ес
ки

е 
за

-
ня

ти
я

Л
аб

ор
ат

ор
ны

е 
ра

-
бо

ты
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1 Статика. Плоская и 
пространственная си-
стемы сил. Основные 
определения и задачи 
статики. Аксиомы ста-
тики и следствия из 
них. Система сходя-
щихся сил. Условие 
равновесия плоской си-
стемы сходящихся сил. 
Плоская система пар 
сил. Плоская система 
произвольно распо-
ложенных сил.

ИД-1 ОПК-5
ИД-2 ОПК-5
ИД-3 ОПК-5
ИД-1 ОПК-13
ИД-2 ОПК-13
ИД-3 ОПК-13

10,5 21 13,5 1,5 4,5 4,5 22,5

2 Кинематика
Задачи  и  методы  ки-
нематики.  Способы  за-
дания  движения  точки
(векторный, координат-
ный  и  естественный).
Траектория  и  уравне-
ния  движения  точки,
скорость  и  ускорение.
Поступательное,
вращательное и плоско
-  параллельное  движе-
ние  твердого  тела.
Сложное  движение
твердого  тела.  Абсо-
лютное,
относительное  и  пере-
носное  движение,  ско-
рости  и  ускорения.
Законы  сложения  ско-
ростей и ускорений.

ИД-1 ОПК-5
ИД-2 ОПК-5
ИД-3 ОПК-5
ИД-1 ОПК-13
ИД-2 ОПК-13
ИД-3 ОПК-13

9 6 6

1,5 22,5

3 Динамика
Законы механики.
Дифференциальные
уравнения движения
материальной  точки  и
твердого  тела  (по-
ступательное и
вращательное  движе-
ние),  их  интегрирова-
ние. Теорема о количе-
стве  движения  и  мо-
менте
количества движения.

ИД-1 ОПК-5
ИД-2 ОПК-5
ИД-3 ОПК-5
ИД-1 ОПК-13
ИД-2 ОПК-13
ИД-3 ОПК-13

7,5 7,5

1,5 22,5

ИТОГО за 3 семестр 27 27 13,5 13,5 4,5 4,5 4,5 67,5
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1 Статика ИД-1 ОПК-5
ИД-2 ОПК-5
ИД-3 ОПК-5
ИД-1 ОПК-13
ИД-2 ОПК-13
ИД-3 ОПК-13

10 9

2 Кинематика ИД-1 ОПК-5
ИД-2 ОПК-5
ИД-3 ОПК-5
ИД-1 ОПК-13
ИД-2 ОПК-13
ИД-3 ОПК-13

6 10 6 9

3 Динамика ИД-1 ОПК-5
ИД-2 ОПК-5
ИД-3 ОПК-5
ИД-1 ОПК-13
ИД-2 ОПК-13
ИД-3 ОПК-13

18 10 6 9

4 Основы моделирова-
ния механического 
поведения материалов
и конструкций 
Введение. Основные 
понятия. Реальная 
конструкция и расчет-
ная схема. Модели 
материала, формы тела,
нагружения. Основные 
гипотезы. Внешние и 
внутренние силы, 
напряженное состояние
физической точки. Ме-
тод сечений. Внутрен-
ние силовые факторы. 
Напряжения. Механи-
ческие характеристики 
материалов. Диаграмма
деформирования 
упруго- пластичного 
материала при растяже-
нии. Закон Гука. Проч-
ностные и деформаци-
онные характеристики. 
Диаграмма деформиро-
вания хрупких матери-
алов. Геометрические 
характеристики плос-
ких сечений. Статиче-
ский момент; осевой, 
полярный и центробеж-
ный моменты инерции 
простых и сложных се-
чений.

ИД-1 ОПК-5
ИД-2 ОПК-5
ИД-3 ОПК-5
ИД-1 ОПК-13
ИД-2 ОПК-13
ИД-3 ОПК-13

6 12 3 3 12 9
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5 Основы проектирова-
ния механизмов, уз-
лов и деталей машин 
Обеспечение качества 
на этапах проектирова-
ния и конструирования 
изделий. Требования к 
изделиям. Комплексная
модель качества. 
Машины и механизмы, 
машинные агрегаты. 
Общая классификация 
механизмов, узлов и де-
талей машин. Анализ и 
синтез механизмов. 
Инженерные расчеты 
при проектировании из-
делий. Виды расчетов 
изделий на прочность. 
Требования, предъявля-
емые к изделиям. Кри-
терии качества при 
расчетах и проектиро-
вании изделий. Причи-
ны отказа и потери ра-
ботоспособности.

ИД-1 ОПК-5
ИД-2 ОПК-5
ИД-3 ОПК-5
ИД-1 ОПК-13
ИД-2 ОПК-13
ИД-3 ОПК-13

6 3 15

ИТОГО за 4 семестр 12 24 12 33 6 12 12 51

ИТОГО 39 51 25,5 46,5 10,5 16,5 16,5 118,5

6. Вопросы для собеседования на экзамене

1. Проектирование  отдельных  узлов  (аппаратов)  с  использованием
автоматизированных прикладных систем.

2. Материальная точка, абсолютно твердое тело, сила, система сил, равнодействующая
системы сил. 

3. Основные задачи статики. Аксиомы статики.
4. Распределенные и сосредоточенные силы. Эквивалентная система сил. 
5. Условия равновесия системы сходящихся сил.
6. Момент силы относительно центра.  
7. Правило знаков для момента силы относительно центра.
8. Условия равновесия произвольной плоской системы сил.
9. Определение координат центра тяжести фигур.
10. Дайте методику определения центра тяжести с помощью метода симметрии. 
11. Дайте методику определения центра тяжести с помощью разбиения.
12. Методика определения центра тяжести с помощью метода отрицательных масс. 
13. Основная задача кинематики точки.
14. Способы задания движения точки. 
15. Вектор  скорости  точки.  Определение  скорости  тела  при  различных  способах

задания движения.
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16. Вектор  ускорения  точки.  Определение  ускорения  тела  при  различных  способах
задания движения.

17. Поступательное  движение.  Кинематические  характеристики  поступательного
движения.

18. Вращательное движение. Угловая скорость точки и угловое ускорение.
19. Плоскопараллельное  движение.  Кинематические  характеристики

плоскопараллельного движения.
20. Мгновенный центр скоростей. Способы его определения.
21. Определение скоростей тела с помощью плана скоростей.
22. Динамика точки. Первая и вторая задача динамики точки.
23. Первый закон динамики.
24. Второй закон динамики точки.
25. Количество движения материальной точки. Импульс силы. 
26. Теорема об изменении количества движения точки.
27. Работа силы тяжести. Работа силы упругости. Работа силы трения.
28. Кинетическая энергия тела.  Потенциальная энергия тела.
29. Теорема об изменении кинетической энергии тела. 
30. Сложное движение точки. Теорема сложения скоростей.
31. Сложение вращений вокруг пересекающихся и параллельных осей. 
32. Метод  остановки  (Метод  Виллиса)  для  определения  угловых  скоростей  звеньев

планетарного редуктора.
33. Теорема Кориолиса. Ускорение Кориолиса.
34. Динамика точки. Законы Ньютона. 
35. Дифференциальные уравнения движения точки в декартовых и естественных осях. 
36. Две основные задачи динамики точки. Задача Коши в динамике точки.
37. Принцип Даламбера для точки. Относительное равновесие. 
38. Принцип относительности в классической механике (Принцип Галилея – Ньютона).
39. Движение точки под действием упруго-линейной силы.
40. Свободные колебания точки. Период, частота и амплитуда колебаний.
41. Затухающие и вынужденные колебания точки.
42. Внутренние силы и их свойства. 
43. Дифференциальные уравнения движения точек механической системы.
44. Радиус инерции. Теорема Штейнера-Гюйгенса. 
45. Осевые моменты инерции простейших тел.
46. Количество  движения  системы.  Теорема  об  изменении  количества  движения

системы.
47. Закон сохранения количества движения. 
48. Дифференциальное уравнение вращательного движения.
49. Работа и мощность силы. Силовое поле. 
50. Потенциальная энергия силы тяжести и упруго-линейной силы.

Методические указания для обучающихся по освоению дисциплины

Приступая к работе, каждый студент должен принимать во внимание следующие по-
ложения.

Дисциплина (модуль) построена по тематическому принципу, каждая тема представля-
ет собой логически завершенный раздел.

Лекционный материал  посвящен  рассмотрению  ключевых,  базовых положений  дис-
циплины (модуля) и разъяснению учебных заданий, выносимых на самостоятельную работу
студентов. 
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Практические занятия проводятся с целью закрепления усвоенной информации, приоб-
ретения навыков ее применения при решении практических задач в соответствующей пред-
метной области.

Самостоятельная работа студентов направлена на самостоятельное изучение дополни-
тельного материала,  подготовку к практическим занятиям,  а также выполнения всех видов
самостоятельной работы.

Для успешного освоения дисциплины, необходимо выполнить все виды самостоятель-
ной работы, используя рекомендуемые источники информации.

7 Методические рекомендации по изучению теоретического материала

Самостоятельная  работа  студента  в  ходе  лекционных  занятий  включает  изучение
вопросов  теории,  вынесенных  на  самостоятельное  изучение  в  соответствии  с  рабочей
программой  дисциплины,  проработку  лекционных  материалов  для  подготовки  к  контролю
знаний  на  лекционных  занятиях  (опрос)  и  подготовку  вопросов  для  обсуждения  при
консультации с преподавателем.

Работа  с  лекционным материалом  не  завершается  по  окончании  лекции.  На  2  часа
лекции необходимо затратить около часа на работу с конспектом. За это временя необходимо
перечитать записи, пополнить их данными, которые удалось запомнить из речи преподавате-
ля, но не удалось записать. Работая с конспектом, нужно отметить непонятные вопросы, для
выяснения, которые у преподавателя на консультации. Отдельно следует выделить связанные
с темой лекции вопросы, которые преподаватель поручил проработать самостоятельно.

Активно проработанный в течение  семестра  конспект лекций в дальнейшем служит
основой для подготовки к экзамену.

Вопросы для самостоятельного изучения представлены в п. 5.
Самостоятельная работа в ходе лабораторных работ включает выполнение заданий к

лабораторным занятиям,  в  частности  решение  задач различного  уровня сложности.  Задачи
приведены в методических указаниях к практическим занятиям и фондах оценочных средств. 

Зная тему лабораторного занятия, необходимо готовиться к нему заблаговременно. Для
эффективной подготовки к лабораторному занятию необходимо иметь методическое руковод-
ство к лабораторным работам.

Критерии оценивания лабораторных занятий представлены в фонде оценочных средств.
При проверке лабораторного задания, оцениваются: последовательность и рациональ-

ность изложения материала; полнота и достаточный объем ответа; научность в оперировании
основными понятиями; использование и изучение дополнительных литературных источников

Критерии оценивания результатов самостоятельной работы: вопросы для собеседова-
ния и экзамена приведены Фонде оценочных средств по дисциплине.

8 Методические рекомендации по организации
самостоятельной работы студентов

Самостоятельная работа является одним из видов учебной деятельности обучающихся,
способствует развитию самостоятельности, ответственности и организованности, творческого
подхода к решению проблем учебного и профессионального уровня.

Аудиторная самостоятельная работа по учебной дисциплине осуществляется на учеб-
ных занятиях под непосредственным руководством преподавателя и по его заданию.

Внеаудиторная самостоятельная работа выполняется по заданию преподавателя без его
непосредственного участия.

Виды заданий для внеаудиторной самостоятельной работы, их содержание и характер
могут иметь вариативный и дифференцированный характер, учитывать специфику изучаемой
учебной дисциплины, индивидуальные особенности обучающегося.
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Контроль самостоятельной работы и оценка ее результатов организуется как единство
двух форм:

1. самоконтроль и самооценка обучающегося;
2. контроль и оценка со стороны преподавателя.

9 Методические рекомендации при работе над конспектом во
время проведения лекции 

В ходе лекционных занятий вести конспектирование учебного материала. Обращать
внимание на категории, формулировки, раскрывающие содержание тех или иных явлений и
процессов,  научные  выводы  и  практические  рекомендации,  положительный  опыт  в  ора-
торском  искусстве.  Желательно  оставить  в  рабочих  конспектах  поля,  на  которых  делать
пометки из рекомендованной литературы, дополняющие материал прослушанной лекции, а
также подчеркивающие особую важность тех или иных теоретических положений. Задавать
преподавателю уточняющие вопросы с целью уяснения теоретических положений, разреше-
ния спорных ситуаций. 

В ходе подготовки к семинарам изучить основную литературу, ознакомиться с допол-
нительной литературой, новыми публикациями в периодических изданиях: журналах, газе-
тах и т.д. При этом учесть рекомендации преподавателя и требования учебной программы.
Дорабатывать свой конспект лекции, делая в нем соответствующие записи из литературы,
рекомендованной преподавателем и предусмотренной учебной программой. Подготовить те-
зисы  для  выступлений  по  всем  учебным  вопросам,  выносимым  на  семинар.  Готовясь  к
докладу или реферативному сообщению, обращаться за методической помощью к препода-
вателю. Составить план-конспект своего выступления. Продумать примеры с целью обеспе-
чения тесной связи изучаемой теории с реальной жизнью. Своевременное и качественное вы-
полнение  самостоятельной работы базируется  на  соблюдении настоящих рекомендаций и
изучении рекомендованной литературы. Студент может дополнить список использованной
литературы современными источниками, не представленными в списке рекомендованной ли-
тературы, и в дальнейшем использовать собственные подготовленные учебные материалы
при написании работ. 

10 Методические рекомендации по подготовке к лаборатор-
ным занятиям

Лабораторное занятие – один из самых эффективных видов учебных занятий, на кото-
рых студенты учатся творчески работать, аргументировать и отстаивать свою позицию, пра-
вильно и доходчиво излагать свои мысли перед аудиторией. Основное в подготовке и прове-
дении практических занятий – это самостоятельная работа студента  над изучением темы.
Студент обязан точно знать план занятия либо конкретное задание к нему. На занятии об-
суждаются узловые вопросы темы, однако там могут быть и такие, которые не были предме-
том рассмотрения на лекции. Могут быть и специальные задания к той или иной теме.

Готовиться  к  лабораторной  работе  следует  заранее.  Необходимо  внимательно
ознакомиться с планом и другими материалами, уяснить вопросы, выносимые на обсужде-
ние.  Затем нужно подобрать литературу и другой необходимый, в т.ч.  рекомендованный,
материал (через библиотеку, учебно-методический кабинет кафедры и др.). Но прежде всего,
следует  обратиться  к  своим  конспектам  лекций  и  соответствующему  разделу  учебника.
Изучение всех источников должно идти под углом зрения поиска ответов на выносимые на
практико-ориентированные занятия вопросы.

Завершающий этап подготовки к занятиям состоит в выполнении индивидуальных за-
даний. 

В случае пропуска занятия студент обязан подготовить материал и отчитаться по нему
перед преподавателем в обусловленное время. Может быть предложено отдельным бакалав-
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рам, ввиду их слабой подготовки, более глубоко освоить материал и прийти на индивидуаль-
ное собеседование.

Студент не допускается к зачету, если у него есть задолженность по лабораторным ра-
ботам.
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